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随 着 解析 几何 及 微 积分 的 发 明 而 兴起 的 现代 数学 , 在 其 发 展 过 程 中 , 一 批 卓 
越 的 法 国 数学 家 发 挥 了 杰出 的 作用 , 作出 了 葛 基 性 的 贡献 . 他 们 像 灿 烂 的 星斗 
发 射 着 耀眼 的 光辉 , 在 现代 数学 史上 占据 着 不 可 替代 的 地 位 , 在 大 学 教科 书 、 各 
种 专著 及 种 种 数学 史 著作 中 都 频繁 地 出 现 着 他 们 的 英名 .在 他 们 当中 , 包括 笛 
卡 儿 、 费 马 、 帕 斯 卡 、 达 朗 贝 尔 、 拉 格 朗 日 、 蒙 日 、 拉 普 拉 斯 、 勒 让 德 、 传 里 叶 、 
泊 松 、 柯 西 、 刘 维尔 、 伽 罗 华 、 庞 加 莱 、 嘉 当 、 勤 贝 格 、 魏 伊 、 勒 雷 、 施 瓦 效 及 利 
翁 斯 等 等 这 些 耳 熟 能 详 的 名 字 , 也 包括 一 些 现今 仍然 健在 并 继续 作出 重要 贡献 
的 著名 数学 家 . 由 于 他 们 的 出 色 成 就 和 深远 影响 , 法 国 的 数学 不 仅 具有 深厚 的 
根基 和 领先 的 水 平 , 而 且 具 有 优秀 的 传统 和 独特 的 风格 , 一 直 在 国际 数学 界 享有 
me. 


我 国 的 现代 数学 , 在 20 世纪 初 通过 学 习 西 方 及 日 本 才 开始 起 步 , 并 在 艰难 
曲折 中 发 展 与 成 长 , 终 能 在 2002 年 成 功 地 在 北京 举办 了 国际 数学 家 大 会 , 在 一 
个 世纪 的 时 间 中 基本 上 跟 上 了 西方 历经 四 个 多 世纪 的 现代 数学 发 展 的 步伐 , 实 
现 了 跨越 式 的 发 展 . 这 一 巨大 的 成 功 , 根源 于 好 几 代数 学 家 持续 不 断 的 艰苦 奋 
斗 , 根源 于 我 们 国家 综合 国力 不 断 提 高 所 提供 的 有 力 支 撑 , 根源 于 改革 开放 国策 
所 带 来 的 强大 推动 , 也 根源 于 很 多 国际 数学 界 同 仁 的 长 期 鼓励 、 支 持 与 帮助 . 在 
这 当中 , 法 兰 西数 学 精品 长 期 以 来 对 我 国 数学 界 所 起 的 积极 影响 , 法 兰 西数 学 的 
深厚 根基 无比 活力 和 优秀 传统 对 我 国 数学 家 所 起 的 不 可 低估 的 潜移默化 作用 ， 
无 疑 也 是 一 个 不 容 忽视 的 因素 . 足以 证 明 这 一 点 的 是 : 在 我 国 的 数学 家 中 , 有 不 
少 就 曾经 留学 法 国 , 直接 受到 法 国 数学 家 的 栽培 和 法 兰 西 数学 传统 和 风格 的 燕 
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陶 与 感召 , 而 更 多 的 人 也 或 多 或 少 地 通过 汲取 法 国 数学 精品 的 营养 而 逐步 走向 
了 自己 的 成 熟 与 辉煌 . 

由 于 语言 方面 的 障碍 , 用 法 文 出 版 的 优秀 数学 著作 在 我 国 的 传播 受到 了 较 
大 的 限制 . 根据 一 些 数 学 工作 者 的 建议 , 并 取得 了 部 分 法 国 著名 数学 家 的 热情 支 
持 , 高 等 教育 出 版 社 决定 出 版 《法 兰 西 数学 精品 译 从 》, 将 法 国 的 一 些 享有 盛誉 
并 有 着 重要 作用 与 影响 的 数学 经 典 以 及 颇具 特色 的 大 学 与 研究 生 数学 教材 及 教 
学 参考 书 , 有 选择 地 从 法 文 原文 分 批 翻译 出 版 . 这 一 工作 得 到 了 国家 自然 科学 基 
金 委员 会 数学 天 元 基金 的 支持 和 赞助 , 对 帮助 并 推动 我 国 读者 更 好 地 学 习 和 了 
解法 国 的 优秀 数学 传统 和 杰出 数学 成 就 , 进一步 提升 我 国 数学 (包括 纯粹 数学 
与 应 用 数学 ) 的 教学 与 研究 工作 的 水 平 , 将 是 意义 重大 并 影响 深远 的 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2008 年 5 月 


译 者 的 话 


翻译 是 苦 事 , 也 是 乐事 . 揣摩 原著 者 的 真实 思想 不 得 其 解 是 苦 事 , 传神 地 转述 
书 中 精 锋 使 读者 得 以 分 享 数学 之 美 则 是 乐事 . 

本 书 的 作者 Laurent Schwartz (2831 - 施 瓦 效 , 1915 - 2002) 为 法 国 科 学 院 院士 ， 
第 二 代 布 尔 巴 基 学 派 的 重要 成 员 , 广义 函数 (distribution) 理论 的 葛 基 人 . 正 是 由 于 
他 在 广义 函数 方面 的 原创 性 工作 使 他 于 1950 FIK “ERAL”. Laurent Schwartz 
是 获得 该 奖 的 第 一 位 法 国人 , 被 认为 是 20 世纪 最 伟大 的 法 国 数学 家 之 一 9. 

本 书 是 关于 广义 函数 的 第 一 本 专著 . 全 书 共 分 九 章 , 第 一 章 定义 并 讨论 了 广义 
函数 的 各 种 基本 性 质 , 指出 局 部 可 积 函数 和 测度 均 为 特殊 的 广义 函数 , 尤其 阐明 了 
著名 的 “Dirac 函数 8” 其实 是 一 个 测度 而 不 是 函数 ， 从 而 为 Dirac 测度 在 量子 力学 
以 及 其 它 学 科 中 的 广泛 应 用 打下 了 坚实 的 数学 基础 ; 第 二 章 研究 广义 函数 的 导数 ， 
证 明了 任意 广义 函数 均 无 穷 可 导 且 有 无 穷 多 个 原 函 数 ; 第 三 章 研究 广义 函数 空间 的 
各 种 拓扑 性 质 以 及 广义 函数 的 局 部 结构 , 证 明了 任意 广义 函数 在 局 部 上 均 为 某 一 个 
连续 函数 的 导数 ; 第 四 、 五 .六 章 分 别 讨论 广义 函数 之 间 的 张 量 积 、 乘 法 和 卷 积 , 指出 
任意 两 个 广义 函数 之 间 一 般 无 法 做 乘法 ; 第 七 章 研究 周期 广义 函数 的 Fourier 级 数 ， 
引入 了 组 增 广义 函数 并 研究 了 它们 的 Fourier 变换 ; 第 八 章 讨论 广义 函数 的 Laplace 
变换 ; 第 九 章 研究 微分 流 形 上 的 广义 函数 - 微分 形式 , 也 即 所 谓 的 “ 流 ”. 

本 书 系统 总 结 、 高 度 概括 了 当时 与 广义 函数 论 有 关 的 许多 重要 理论 和 原始 思想 ， 
在 其 法 文 版 第 一 版 出 版 59 年 后 的 今天 仍 有 理论 价值 和 参考 价值 , 尤其 适合 于 数学 
专业 高 年 级 本 科 生 或 研究 生 研读 . 

四 Laurent Schwartz 同时 也 是 法 国 著名 的 政治 活动 家 和 暗 蝶 标本 收藏 家 . 关于 他 的 传奇 人 生 ， 


有 兴趣 的 读者 也 可 阅读 他 的 自传 : Un mathématicien aux prises avec le siècle. Odile Jacob (1997). 
该 书 有 英文 版 : A mathematician grappling with his century. Birkháuser Basel (2000). 


“xiv 译 者 的 话 


限于 当时 的 排版 条 件 , 原 书 中 有 不 少 打印 错误 , 我 们 在 翻译 过 程 均 不 加 说 明 地 
予以 纠正 . 我 们 也 给 出 了 不 少 脚注 来 帮助 读者 理解 正文 的 内 容 . 另外 , 我 们 还 借助 
网 络 搜索 工具 检索 了 原著 中 的 所 有 参考 文献 , 尽 可 能 订正 了 所 发 现 的 错误 , 并 按照 
现在 通用 的 文献 格式 进行 了 重新 编排 . 

在 我 们 翻译 本 书 的 各 个 不 同 阶段 ， 法国 南 巴黎 大 学 的 Alano Ancona 教授 和 
Jacques Peyriére 教授 曾 帮 助 解决 许多 数学 上 的 困惑 , 林 莉 老师 和 田 庆 生 教授 在 语言 
修饰 方面 给 予 了 许多 指导 和 帮助 ， 杨 明 先 生 在 Latex 排版 方面 提供 了 不 少 技术 支持 ， 
高 等 教育 出 版 社 的 李 陶 老 师 和 胡 力 同 老 师 仔细 通读 了 本 书 的 全 文 并 给 出 许多 有 益 的 
建议 和 修改 意见 . 在 这 里 对 他 (她 ) 们 一 并 表示 最 诚挚 的 谢意 ! 最 后 我 们 还 要 感谢 
高 等 教育 出 版 社 的 王丽萍 老师 , 没有 她 的 不 懈 努 力 和 卓有成效 的 工作 , 本 书 的 中 文 版 
可 能 永远 也 不 会 问世 ! 
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1. 五 十 多 年 以 前 , 工程 师 Heaviside O 在 一 篇 大 胆 的 学 术 论文 中 引入 了 他 的 符号 
计算 法 则 , 利用 一 些 没有 得 到 证 实 的 数学 计算 来 求解 物理 问题 . 此 后 , 这 种 符号 计算 
或 者 说 是 运算 演算 , 得 到 了 不 断 发 展 , 并 成 为 电学 家 们 理论 研究 的 基础 . 工程 师 们 
系统 地 使 用 此 方法 ， 虽然 每 个 人 对 它 都 有 各 自 的 理解 ， 但 在 使 用 时 均 或 多 或 少 地 
感到 心安 理 得 ; 于 是 上 述 符号 计算 方法 就 成 了 一 种 “ 虽 不 严格 但 却 很 成 功 的 ”技巧 . 
自 Dirac@ 引 人 在 z = 0 以 外 处 为 零 而 在 z = 0 处 为 无 穷 且 使 得 


I ó(z) dz = +1 


的 著名 函数 5(z) 后 , 符号 计算 公式 就 更 不 为 强调 严格 性 的 数学 家 们 所 接受 . 不 但 声称 
在 z < 0 时 等 于 0, 而 在 z > 0 时 等 于 1 的 Heaviside 函数 Y(z) 的 导 函 数 就 是 
其 定义 本 身 在 数学 上 就 矛盾 的 Dirac 函数 5(z), 还 要 谈论 这 个 缺乏 实际 存在 意义 的 
函数 的 导数 o^ (z), o" (m), ..., 所 有 这 些 都 超出 了 我 们 的 容忍 极限 . 但 怎么 解释 这 些 
方法 所 取得 的 成 功 呢 ? 每 当 这 种 矛盾 现象 出 现时 , 很 少 不 因 此 产生 一 种 新 的 、 经 过 
修改 后 就 可 以 用 来 解释 物理 学 家 们 的 语言 的 数学 理论 ; 那 甚至 是 数学 和 物理 取得 
进步 的 重要 源泉 . 事实 上 , 已 有 许多 关于 符号 计算 的 解释 ; 而 这 主要 归功 于 Carson 
和 van der Pol@. 然而 , 虽然 这 些 解释 在 数学 上 是 完全 严格 的 , 但 它们 并 不 能 够 满足 
物理 学 家 们 的 要 求 , 因为 它们 或 者 借助 于 Laplace 变换 , 由 此 完全 改变 了 问题 , 或 者 
排除 了 函数 5 及 其 各 阶 导数 并 使 得 一 些 已 取得 不 容 置 疑 成 功 的 方法 不 再 有 效 . 
OC HgavisipE [1]. 


9 Dirac [1]. 
€ CARSON [1], VAN DER POL - NIESSEN [1]. 
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2. 我 们 将 函数 的 概念 , 首先 是 推广 到 测度 ,随后 是 推广 到 广义 函数 . 可 知 5 是 
一 个 测度 而 不 是 一 个 函数 , 而 5' 则 是 一 个 广义 函数 而 不 是 一 个 测度 . 此 外 , 磁 位 势 的 
理论 研究 者 在 很 久 以 前 就 已 开始 使 用 偶 极 子 ， 双 层 等 等 , 但 这 都 是 些 比较 孤立 、 
其 定义 还 值得 怀疑 的 东西 , 与 电学 家 们 的 符号 计算 没有 什么 联系 . 我 们 将 在 本 书 的 
第 一 章 中 给 出 广义 函数 的 一 般 定义 . 

3. 接 下 来 需 建 立 与 通常 微分 计算 法 则 以 及 符号 计算 法 则 协调 一 致 的 广义 函数 的 
计算 法 则 . 首先 须 引入 好 的 导数 定义 . 相当 奇怪 的 是 , 完全 独立 于 前 面 的 考虑 , 上 述 
新 定义 早已 被 一 点 一 点 地 引入 到 偏 微分 方程 理论 中 . 我 们 可 将 偏 微 分 方程 


ar Oy 
的 解 的 一 般 表 达 式 写成 U = f(z-o-y)-- g(z — y); 但 仅 当 f RI g 均 两 阶 可 导 时 , 这 样 的 
函数 U 才能 满足 上 述 偏 微分 方程 . 在 相反 的 情形 , 我 们 可 约定 称 U 为 上 述 方程 的 
“广义 解 ”. 许多 作者 都 曾 独 立地 给 出 了 这 些 广义 解 的 一 般 定 义 ( 当 广 义 解 是 一 个 
函数 时 , 这 些 定义 与 我 们 的 定义 一 致 ): Leray O (在 其 关于 偏 微分 方程 的 “ 满 流 ” 解 的 
博士 论文 中 ), Hilbert - Courant 9, Bochner 9 ( “R” ) 和 本 人 工作 @. 须 指 出 的 是 ， 
虽然 我 们 如 前 面 所 说 那样 将 U 定义 为 偏 微分 方程 

8v OU. 

ðr?  0y? 


的 广义 解 ， 但 我 们 却 没有 给 记号 DV 和 TU 赋予 一 个 确切 的 意义 同样 是 关于 
偏 微分 方程 , 基于 类 似 想法 , Soboleff, Friedrichs 和 最 近 的 Krylof@ 都 研究 了 函数 的 
“广义 导数 ”( 该 定义 同 我 们 的 一 致 , 但 仅 限于 函数 的 广义 导数 还 是 函数 这 一 情形 )， 
我 们 将 在 第 二 章 中 定义 广义 函数 的 求 导 并 研究 其 性 质 . 在 那里 我 们 将 会 十 分 自然 地 
重新 得 到 Hadamard 先生 @ 同样 还 是 在 偏 微分 方程 理论 中 所 引入 的 “有 限 部 分 ”: 
发 散 积分 的 有 限 部 分 定义 了 与 位 势 理论 中 的 多 层 很 不 一 样 的 、 新 的 广义 函数 . 

4. 为 处 理 Fourier 级 数 与 Fourier 积分 理论 中 依然 还 是 十 分 困难 的 收敛 性 问题 ， 
非常 有 必要 引入 重要 的 数学 工具 . Fourier 级 数 引发 了 求 和 方法 的 发 展 , 但 这 些 方法 
却 并 没有 带 来 一 个 令 人 满意 的 解决 方案 因为 总 是 需要 区 分 Fourier 级 数 与 不 是 
Fourier 级 数 的 三 角 级 数 . 就 Fourier 积分 而 言 , 无 论 是 以 直接 还 是 隐 侮 方式 , 广义 
函数 的 引入 都 是 不 可 避免 的 . Bochner 方法 ，Carleman 方法 (解析 Fourier 变换 )， 


© Leray [1], pp. 204 - 209. 

9 HILBERT - CouRANT [1], 第 2 卷 , p. 469. 

€ BocHNER [2]; 以 及 [3], pp. 158 - 182. 

9 Scuwanrz [5]. 该 论文 正好 发 表 在 广义 函数 出 现 之 前 , 英 至 可 以 说 是 广义 函数 的 源头 . 

© SoaoLEFF [1], [2]; FRIEDRICHS [1]; Knvtorr [1]. 在 前 面 注 记 中 所 指出 的 那些 论文 当中 的 某 些 
出 现在 广义 函数 之 后 , 但 由 于 印刷 、 国 际 交流 、 或 者 是 本 人 工作 发 表 的 滞后 等 方面 的 原因 所 产生 的 
时 间 差 , 导致 这 些 论文 的 作者 并 不 知道 广义 函数 . 也 见 SoBorEFF [4] 中 的 泛 函 . 

€ HADAMARD [1], pp. 184 — 215. 
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Beurling 方法 (调和 Fourier 变换 ) € 均 与 我 们 的 十 分 接近 . Bochner 的 “广义 函数 " 
实际 上 是 被 定义 成 在 通常 意义 下 不 一 定 可 导 的 连续 函数 的 导数 ; 而 我 们 第 三 章 中 的 
定理 21 正 是 表明 , 广义 函数 在 局 部 上 就 是 连续 函数 的 导数 . 我 们 觉得 这 样 的 性 质 作为 
定理 而 得 到 比 作为 定义 而 得 到 更 可 取 (因为 求 导 顺序 以 及 涉及 的 连续 函数 均 不 能 
唯一 确定 , 尤其 在 多 变量 的 情形 ) 2. 我 们 将 在 第 七 章 中 讨论 广义 函数 的 Fourier 变换 : 
就 运算 多 和 F 的 连续 性 与 互 反 性 而 言 , 所 得 结果 不 可 能 更 好 了 . 

5. 最 后 , 广义 函数 也 在 一 个 完全 不 同 的 领域 中 起 作用 . 在 代数 拓扑 中 ,微分 
流 形 的 同调 或 者 由 “奇异 链 ” 给 出 或 由 微分 形式 给 出 , 其 中 一 边 是 “边缘 "运算 , 而 另外 
一 边 则 是 “外 微分 ”运算 . 由 此 产生 的 自然 想法 是 将 这 两 类 东西 进行 综合 . 正 是 
de Rham #4 © 产生 了 引入 * 流 "以 及 一 种 求 导 运 算 的 想法 , 前 者 同时 包含 链 和 微分 
形式 作为 其 特殊 情形 ,而 后 者 则 恰好 使 得 对 链 的 求 导 为 边缘 运算 而 对 微分 形式 的 
求 导 为 外 微分 运算 (或 许 会 相差 一 个 符号 ). 流 的 理论 被 简化 、 改 进 成 流 形 上 的 广义 
函数 - 微分 形式 理论 , 后 一 理论 同样 也 包含 了 P. Gilis HARO, de Rham 在 他 
最 近 的 一 本 书 中 讲述 了 关于 (广义 函数 - 微分 形式 意义 下 的 ) 流 的 一 整套 理论 @. 
我 们 将 在 这 个 新 版 的 第 九 章 中 讨论 流 . 

6. 我 们 所 列举 的 广义 函数 的 祖先 和 近亲 肯定 是 不 完全 的 (比如 说 , 变 分 计算 中 
FSI L. C. Young € 的 广义 曲面 Fantappié © BJfStPriZ PR, Mikusinski 9 的 算 子 ， 
均 源 于 类 似 的 思想 ). 

我 们 想 通 过 这 些 例子 来 说 明 广义 函数 不 完全 是 一 个 “革命 性 的 创新 ”. 许多 读者 
将 在 其 中 发 现 一 些 他 们 所 熟悉 的 思想 . 该 理论 以 简单 、 正 确 的 方式 并 人 了 一 些 应 用 
在 各 种 不 同 领 域 中、 非常 繁杂 但 时 常 却 是 错误 的 方法 ; 这 是 一 种 综合 和 简化 . 当然 
这 种 综合 需 从 头 做 起 . 首先 要 正确 定义 广义 函数 这 类 新 东西 , 系统 地 研究 它们 使 它们 
能 在 日 常 使 用 中 站 住 脚 . 更 有 其 者 . 在 我 们 所 给 的 那些 例子 中 , 广义 函数 常 以 隐 星 
方式 出 现在 针对 专家 的 著作 中 (由 此 导致 同样 的 广义 函数 在 不 同 理论 中 使 用 时 , 有 时 
会 被 同一 作者 认为 是 不 同 的 ). 我 们 的 广义 函数 则 相反 比较 初等 , 这 使 得 它们 可 用 来 
作为 每 个 理论 开始 时 的 基础 . 我们 认为 , 就 教学 角度 而 言 , 初学 者 首先 从 广义 函数 的 
角度 来 学 习 偏 微分 方程 , 位 势 和 调和 函数 ， 卷 积 ， Fourier 级 数 和 积分 , 会 比较 有 利 . 
特别 是 我 们 讨论 这 些 问题 的 章节 仅 需 很 少 的 预备 知识 . 另外 我 们 已 出 版 针对 理工 类 
大 学 三 年 级 学 生 的 教程 《物理 中 的 数学 方法 》(ScHwARTz [14]), 其 中 就 包含 了 关于 
广义 函数 及 其 主要 性 质 的 一 个 比较 初等 的 介绍 . 


OC BocHNER (1), pp. 110 - 140; CARLEMAN [1], pp. 36 — 52; BEURLING [1], pp. 9 - 14. 

O H. Kówic [1] 和 S. Suva [1] 重新 借助 Bochner 的 定义 对 广义 函数 作 了 一 个 纯 代数 的 介绍 . 
9 pg RuaM [1], I2). 

9$ Gnuis [1]. 

© pg RHAM [3]. 也 见 KODAIRA - DE RHAM [1]. 

€ Young [1]. f 

© FANTAPPIÉ [1]. 

© 特别 是 Mikusinsxi (1), [2]. 
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T. 本 著作 不 是 一 篇 学 术 论文 而 是 一 本 书 , 一 本 关于 广义 函数 的 专著 . 这 就 解释 了 
其 篇 幅 之 长 . 就 这 点 而 言 , 它 甚至 还 不 够 长 ; 很 多 性 质 都 只 是 作 了 介绍 而 没有 证 明 . 
特别 是 许多 定理 常 利 用 一 些 非 常 类 似 仅 需 在 技术 上 做 些微 改动 的 方法 来 证 明 ; 此 时 
我 们 将 只 证 一 次 , 当然 , 如 果 让 读者 自己 来 做 那些 必要 的 修改 , 我 们 事实 上 没有 叙述 
任何 未 经 完全 证 明 的 东西 . 对 于 重要 的 定理 ， 我 们 会 出 证 明 的 所 有 细节 ， 而 对 于 
那些 更 为 精细 和 次 要 的 定理 , 我 们 的 证 明 将 会 比较 简练 ; 因此 我 们 有 时 会 对 容易 的 
东西 给 出 详细 证 明 ， 而 对 难 的 却 只 是 给 出 证 明 概 要 ， 这 看 起 来 有 些 矛 盾 ,但 由 此 
却 使 得 表述 更 加 清楚 明白 , 整体 上 看 起 来 也 更 为 容易 . 同样 地 , 在 叙述 定理 时 , 我 们 
更 喜欢 那些 简单 、 结 果 也 较 弱 的 陈述 而 不 是 那些 结论 很 强 (因此 也 更 难 懂 ) 的 定理 ; 
不 过 我 们 会 在 评注 或 证 明 过 程 中 给 出 相关 定理 更 为 精细 的 表述 . 

须 指出 的 是 , 我 们 对 例子 中 的 那些 计算 并 没有 作 详 细 解 释 . 它们 当中 的 某 些 曾 在 
一 些 经 典 著作 四 里 讨论 过 , 但 其 余 的 则 是 无 处 可 见 . 如 果 我 们 给 出 相关 细节 将 会 
极 大 地 增加 本 书 的 篇 旺 , 而 所 涉及 的 困难 却 都 只 是 技术 层面 上 的 . 

我 们 在 每 章 开始 的 内 容 提要 中 指出 了 该 章 最 重要 的 结果 , 其 余 的 则 可 在 第 一 次 
阅读 时 一 览 而 过 , 也 就 是 说 它们 在 使 用 时 仅 有 参考 文献 的 价值 . 

节 和 定理 按 章 编号 . 用 三 元 记号 来 标记 公式 , 依次 表示 章 , 节 及 公式 的 编号 . 

8. 阅读 本 书 任何 理论 部 分 均 需 相当 好 的 点 集 拓扑 和 泛 函 分 析 (拓扑 向 量 空间 ) 的 
知识 . 从 事 技术 工作 的 人 员 可 忽略 这 些 问题 , 但 在 此 方面 仍 有 一 个 严重 的 困难 : 这 里 
遇 到 的 向 量 空间 决 不 会 是 Banach 空间 , 而 是 一 些 有 可 数 邻 域 基 的 局 部 凸 完 备 向 量 
空间 (Fréchet 空间 ) 或 者 甚至 是 一 些 更 为 复杂 的 空间 (Fréchet 空间 的 正 向 极限 )， 
以 及 这 些 空间 的 对 偶 空间 . 

我 们 曾经 不 得 不 经 常 应 用 一 些 这 样 的 定理 , 它们 在 Banack 空间 里 是 经 典 的 ， 
在 上 述 更 为 一 般 的 空间 里 依然 成 立 , 但 其 证 明 在 本 书 第 一 版 出 版 时 尚未 发 表 . 这 个 
缺陷 现 已 被 填补 上 , 而 我 们 则 将 始终 给 出 一 些 非常 恰当 的 参考 文献 . 事实 上 , 如 今 
已 有 大 量 讨论 上 述 空间 的 泛 函 分 析 方 面 的 书 . 

9. 就 此 而 言 , 有 必要 在 这 里 明确 地 指出 某 些 说 法 的 含义 . 要 想 保证 完全 正确 ， 
必须 要 在 所 有 收敛 性 问题 中 使 用 H Cartan 9 的 滤 子 . 但 为 了 不 加 重 正文 的 负担 ， 
我 们 则 采用 了 比较 “朴素 的 ”语言 . 

我 们 将 会 说 : “广义 函数 T; 收敛 于 0”, 就 好 像 所 涉及 的 是 一 列 序列 T; (该 序列 
依赖 于 整数 参数 j 且 当 j 一 oo 时 趋 近 于 0), 但 大 家 应 该 将 之 理解 为 所 讨论 的 是 一 个 
任意 的 收敛 滤 子 . 相反 地 , 某 些 定理 仅 对 序列 成 立 , 此 时 我 们 则 会 说 :“ 若 一 列 广义 
函数 列 T; KAF 0”. 在 许多 实际 的 问题 中 , 序列 (或 至 少 是 基 有 界 或 可 数 的 滤 子 ) 
就 足够 用 了 , 而 针对 一 般 滤 子 的 定理 比 针对 序列 的 更 难 证 明 ; 因此 我 们 有 时 会 对 任意 
滤 子 来 陈述 定理 的 内 容 但 只 满足 于 对 序列 给 出 证 明 . 


O 比如 说 Warsow [1]. 
O BovRBAKI [1], 第 1 章 第 2, 6 节 . 
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我 们 曾 针 对 双 线 性 型 引入 了 亚 连续 @ 的 概念 (第 三 章 , 定理 11); 大 多 数 遇 到 的 
双 线 性 型 都 为 亚 连 续 但 不 连续 . 很 可 能 在 所 有 的 应 用 中 只 要 有 亚 连续 性 就 足够 了 . 
这 就 解释 了 为 什么 当 也 有 连续 性 时 , 我 们 有 时 在 令 述 中 指出 连续 性 但 仅 证 明 更 为 
简单 的 亚 连续 性 . 另外 , Dieudonné - Schwartz 的 一 篇 论文 下 给 出 了 从 一 个 过 滤 到 
另外 一 个 的 方法 (X ESFG 三 个 都 是 Fréchet 空间 或 都 是 自 反 Fréchet 空间 的 对 偶 
空间 , 则 从 E x 下 到 G 的 任意 亚 连续 双 线 性 映射 均 为 连续 ). 

10. 我 们 之 前 关于 广义 函数 的 出 版 物 都 是 一 些 包含 主要 结果 但 不 带 任何 证 明 的 
摘要 @. 在 此 还 可 加 上 Halperin HBO. 54h, König 和 Sebastião e Silva 的 一 些 
论文 @ 也 借助 抽象 代数 的 方法 给 出 了 广义 函数 的 定义 和 性 质 . 

我 们 认为 在 这 里 列 出 仅 在 其 中 应 用 了 广义 函数 的 著作 并 没有 什么 益处 , 不 过 
我 们 将 会 指出 那些 研究 广义 函数 本 身 的 工作 . 

1° 无 穷 可 微 流 形 上 的 流 , 即 广 义 函数 - 微分 形式 , 在 de Rham 的 一 本 书 @ 中 
得 到 了 详细 讨论 , 在 那里 大 家 还 可 找到 关于 微分 流 形 本 身 , 以 及 Riemann 空间 上 的 
调和 形式 的 研究 ; 在 这 个 新 版 中 , 它们 构成 了 第 9 章 的 内 容 . 

2 局 部 紧 群 上 的 广义 函数 曾 先后 被 Riss 和 Bruhat 所 研究 9. 

3° 广义 函数 的 变量 替换 曾经 被 Cugiani 和 Albertoni, 以 及 Scarfiello 所 研究 9. 
我 们 将 在 这 个 新 版 的 第 9 章 第 5 节 里 讨论 这 部 分 内 容 . 

4o 关于 广义 函数 的 乘法 , 提请 大 家 注意 我 们 的 一 篇 短文 @ 以 及 Konig 的 一 篇 
ib3c 9, 前 者 证 明了 广义 函数 之 间 一 般 不 能 做 乘法 (甚至 在 可 能 异 于 广义 函数 论 的 
任何 理论 中 , 只 要 假设 总 可 以 求 导 并 存在 一 个 元 素 5, 则 一 定 不 能 做 乘法 运算 ), 后 者 
则 给 出 了 建立 在 完全 不 同 想法 之 上 的 乘法 . 如 今 看 来 , 乘法 运算 的 普遍 不 存在 性 是 
量子 场 论 最 主要 的 数学 困难 之 一 . 

5° 广义 函数 的 Laplace 变换 出 现在 本 书 第 一 版 出 版 之 后 ; 相关 论文 发 表 在 纪念 
Marcel Riesz 的 书信 中 . 在 此 我 们 感谢 Luna 大 学 非常 友好 地 人 允许 我 们 将 该 文 再 现 
在 这 个 新 版 的 第 8 章 中 . ` 

6° 核 , 即 与 算 子 相关 的 两 个 变量 的 广义 函数 , 拓扑 张 量 积 以 及 核 空间 , 都 曾 被 
Grothendieck 和 我 们 自己 所 研究 9. 

D 我 们 现在 将 以 前 第 一 版 中 所 谓 的 “分 别 连续 " 改称 为 “ 亚 连续 ”. 
四 DIEUDONNÉ - SCHWARTZ [1], p. 96, 定理 9. 

四 Scuwanrz [1], [2], (3]. 

GO HALPERIN [1]. 

€ KONIG [1], SEBASTIÃO E SILVA [1]. 

€ pg Ruam [3]. 

© fuss [1]; BRUHAT [1]. 

® ALBERTONI - CuGIANI [1]; SCARFIELLO [1]. 

® Scuwanrz [6]. 

9$ KóNrc [2]. 

© Scuwanrz [7!). 

9 Scuwanrz [7), [9), [10), [11]; GRoTHENDIECK [1], [2]. 
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7? Gel'fand 及 其 学 派 的 “广义 函数 ”是 我 们 的 广义 函数 的 拓 广 , 它们 在 偏 微分 
方程 中 得 到 了 大 量 应 用 . 关于 它们 , 现在 已 有 好 几 本 内 容 详 实 的 优秀 著作 中, 同时 
介绍 它们 以 及 广义 函数 的 丰富 性 质 . 

8° Martineau 的 解析 泛 函 O, Roumieu 的 广义 广义 函数 四, 以 及 Sato 的 超 广义 
函数 @ 都 是 广义 函数 或 一 些 平行 理论 的 各 种 拓 广 , 它们 均 出 现在 本 书 第 一 版 之 后 ， 
并 构成 了 对 我 们 在 前 面 第 1°, 2°, 3°, 4°, 5°, 6° 条 中 关于 先前 或 当代 发 展 所 作 介绍 的 
补充 . 另外 , 许多 现代 著作 也 介绍 了 广义 函数 , 它们 或 是 为 了 讨论 广义 函数 本 身 , 或 是 
为 了 某 些 应 用 的 目的 @. 

11. 本 书 第 三 版 的 第 2 章 至 第 7 章 与 第 二 版 的 相同 ; 但 第 8 章 与 第 9 章 是 新 的 . 


XO GEL'FAND, SHILOV, GRAEV, VILENKIN [1]. 

四 MARTINEAU [1]. 

® Roumieu [1]. 

9 Saro [1]. 

O 除了 在 本 页 及 前 面 所 有 被 引用 的 文献 之 外 , 我 们 还 在 下 面 指出 另外 的 一 些 , 但 我 们 并 不 号 称 
训 括 了 所 有 的 相关 文献 : Arsac [1]; A. FRIEDMAN [1]; B. FRIEDMAN [1]; Courant - HILBERT [1]; 
EDWARDS (1j; ErDELYI [1], [2]; Garsoux [1]; HóRMANDER [3]; LIVERMAN [1); MARINESCU [1]; 
Treves [1]; YosiDA [1]. ( 译 者 注 : A. FRIEDMAN [1], B. FRIEDMAN [1], ERDELYI [1], [2], GARsoUX [1], 
LIVERMAN [1], Marmescu [1] 并 没有 被 作者 列 在 书后 的 参考 文献 中 .) 
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第 一 章 JY X mis 


现代 的 微分 算 子 理论 是 离 不 开 广 义 函 数论 的 .在 介绍 它 的 历 
史 起 源 之 前 ,我 们 先 规定 一 些 党 用 的 记号 . 
QR s? Euclid 空间 ,其 中 的 点 x 二 《xz,，……, za). 我 们 
记 
[eim x ab GSP ds. 
XE o... on€ Z CHIER ERR) ERRE Cas eta an) 为 重 
jai Hia KUE: a = (m. ++i, 0). 并 记 
lel = æ cdm 
a! = m! Aa!» 
a" = adis exta, 
a [o] 


我 们 又 规定 记 8.,—(80,,, ESTS 0,,) = (5 y rts 2), 但 由 


于 Fome 变换 的 需要 ， 我 们 更 多 地 要 用 到 na 因此 我 们 


E X D, = (Duns t. DJ = (Dss a D.)- On * fy ES 


t 


Əs) D2 一 Di .D3*， 这 样 ， 一 个 因 阶 线性 微分 算 子 将 是 
Plx, 了-) 一 Mj alx)Ds. 


'a lem 
例如 , 几 个 古典 的 数学 物理 算 子 成 为 ; 
Am poya Soy 
i=l j=1 


LJ "n 
6— 5101, — — D} + P, Dip 
j=1 


i=l 
n- Sain Sio, 


J»=1 
We, 8 是 两 个 重 指标 ,我 们 还 规定 
a > p a I Bij ml, 


a n RU 
a — B = (a, — Fi, ^, 0. — Bs). 


数学 分 析 的 建立 ， 使 人 们 可 以 用 数学 工具 来 描述 许多 新 的 自 
然 现 象 , 于 而 取得 了 前 所 未 有 的 成 功 : 用 函数 来 描述 一 个 自然 过 
程 ,对 它 进 行 微 分 积分 运算 ,然后 得 出 种 种 结论 , 这 可 以 说 是 基本 
的 方法 。 当 时 。 人 们 都 认为 , 描述 自然 现象 的 函数 总 是 很 规则 的 。 
用 我 们 现在 的 语言 来 说 , 就 是 充分 光 梁 的 。 函数 的 光 消 性 似乎 是 
大 自然 和 谐 的 反映 ， 

但 是 数学 的 进一步 发 展 表明 ,还 存在 许 洗 多 多 不 规则 的 函数 . 
例如 Wecicrstrass 作出 了 处 处 连续 但 处 处 不 可 徽 的 函数 的 例子 。 
Fourier 级 数 的 研究 使 人 们 不 得 不 扩大 必须 研究 的 通 数 的 范围 . 到 
十 九 世 纪 中 时 ,进入 了 对 数学 分 析 基 础 的 批判 和 重新 建立 的 时 期 。 
人 们 懂得 了 并 不 是 任何 函数 都 可 以 微分 或 积分 的 ,许多 运算 只 在 
一 定 的 条 件 下 才能 进行 。 数学 分 析 得 到 了 长 足 的 进步 , 然而 不 能 
不 承认 ,直观 性 减少 了 ,作为 描述 自然 现象 的 工具 的 灵活 性 也 减少 
了 。 有 办 法 恢复 这 种 直观 性 和 有 灵活 性 吗 ? 

挑战 和 启示 首先 来 自 物理 学 。 十 九 世 纪 末 英国 工程 师 Heavi- 
side 首先 引入 以 他 命名 的 函数 

YG) = | x20, (1) 
0, x «0, 
本 世纪 初 ， 另 一 个 英国 物理 学 家 Dirac 为 了 使 量子 力学 中 一 般 的 
«2 


固有 函数 正规 化 ,又 引入 了 著名 的 “z 函数 ,其 定义 是 
5(x) à | 0, xx 0, (2) 
Q, x0, 


县 全 6(x)dx = 1l, 


这 个 函数 有 一 个 重要 的 特性 , 即 对 任 一 演 续 函数 fC*) 有 

全 Yaoscoar 一 Ko0)， G) 
事实 上 
[rotas = [itoocoac + [7 O — Oda 


— iC) 十 人 uc) — Ode 


(e > 0 是 任意 的 )。 
后 一 积分 等 于 0 ,因为 当 s 充分 小 时 


| treo Kola < 22, ico — oi [^ ou 
= mx 162 — o1 [7 adx 


Izi«e 


= ines lE) — AO) — 0. 
从 而 式 (3) eur". 
从 古典 分 析 的 观点 看 来 ,这 个 结果 是 站 不 住 妓 的 . 首先 5(0)~ 
co 就 是 无 意义 的 。 而 且 既 然 GO 几乎 处 处 为 0, 则 应 有 | “8() 
dz 一 0 而 不 是 1。 可 是 它 在 物理 上 如 此 直观 而 且 有 用 , 除 此 之 外 。 
人 们 还 发 玩 它 正 是 Heaviside 函数 的 微 商 ,因为 
0, r«0, 


» 8(x)dx = [ros 一 1 xz | = Yr). (4) 


因此 不 能 不 设法 去 解释 它 , 以 便 有 把 握 地 应 用 它 . 
除了 物理 学 以 外 ,数学 的 发 展 , 尤其 是 偏 徽 分 方程 的 发 展 , 也 


2. 3e 


需要 对 某 些 “不 合法 "的 运算 提供 新 的 说 明 。 由 于 研究 波动 方程 的 
EER, J. Hadamard 在 本 世纪 二 十 年 代 提出 了 发 散 积分 的 有 限 
部 分 的 概念 ; 其 后 ，M. Riesz 也 提出 了 一 -种 给 发 散 积分 赋 以 意义 
的 方法 。 因 为 两 个 方法 是 很 接近 的 , 我 们 只 介绍 后 者 。 考虑 积分 

10) = (foro, 1 是 复数 ,f(z) 充分 光滑 。 G) 


这 个 积分 当 Rel << 1 hia MEE a RRRA. B x 
Rel<k 十 1 时 又 当 如 何 ?” 仍 然 看 Rel < 1 的 情况 ,将 f(z) 用 Taylor 
公式 展开 : 

OR Y Po Do ORQGY*, 
RAR G) 


(2) = M Fo (eu 十 |: I AOT 


r^" 


n-—i1) 


B » EM : 十 下 Rai ^ dr, 

(6) 
这 个 结果 昌 是 在 Rel < 1 时 得 出 的 ,其 右 方 却 在 Rel 过 二 二 1 时 
X SB a 的 解析 函数 (但 有 单 极点 1 一 1 …，A)。 所 以 它 是 
I1) 在 半 平 面 Reh <k ord 中 的 解析 拓展 。 现在 以 《6) 作为 
I) 在 Rei < 无 十 1 时 的 定义 : 则 发 散 积 分 有 了 意义 。 

1936 年 Sobolev (C. Jl. Coone) 在 研究 双 曲 型 方程 的 Cau- 
chy 问题 解 的 唯一 性 时 提出 了 广义 微 商 的 概念 。 古典 的 C 函数 
的 微 商 有 如 下 性 质 ， X f(x) € Ca, b), WE f(x) 一 gle), 对 
-AERAR gf 人 sx) HE a, 附近 qlx) 于 0 者 ,有 


(Coo Gas — — | ssa. (7) 


反之 ,车 f(x) C'(a, b), g) € CCa, b) 且 对 任意 上 述 的 eC) 
式 (7) 重 成 立 , 则 必 有 f(x) 一 g(x)。 但 式 《7) 对 于 局 部 可 积 〈 即 
E (a, b) 之 任 一 紧 子 集 上 可 积 ) 的 EGO , g G0) BGB EC, 如果 


es 4 5 


能 对 任意 上 述 的 p(x), A CO 均 成 立 ， 则 不 妨 定 义 g(x) 即 fGO 
的 广义 微 商 。Soboley 的 广义 微 商 概念 有 一 个 本 质 上 新 的 想法 :过 
去 人 们 只 认为 函数 是 变量 之 疗 的 一 种 对 应 关系 ，Soboley 则 因为 
函数 可 以 生成 一 个 泛 范 就 把 函数 看 成 一 个 泛 函 。 就 上 例 而 言 ， 
4 P= lol): plx) 充分 光滑 且 在 a, b 附近 p(x) = 0) COO FK 
为 ”基本 空间 ”), 则 局 部 可 积 范 数 f(x) 生成 o EREZA 


OLIO (8) 


KiE, 我们 就 把 O 等 同 于 和 ERRAZA. 但 是 上 的 线性 
还 函 很 多 ， 而 不 一 定 都 由 局 部 可 积 函数 生成 ， 例 如 可 以 定义 泛 函 
5 如 下 : 

(8,9) = p{(0)。 (9) 
可 以 证 明 ，5 不 可 能 南 局 部 可 积 函 数 生 成 。 但 是 不 妨 认 为 式 (9) 
也 是 一 个 广义 的 “函数 " 记 作 5(x)， 而 且 模 仿 式 (8), UR EHE 
《9) 写作 


(as 9) 一 人 oto (Ode — pC0). (10) 


这 样 就 对 式 (3) 作出 了 新 的 说 明 。 这 里 的 思想 又 进 了 一 步 ; 式 (7) 
虽然 推广 了 微 商 概念 。 但 f(x) 的 广义 微 商 g(*) 仍旧 是 局 部 可 
积 函 数 , 这 里 则 提出 泛 函 是 裔 数 概 念 的 推广 , 则 广义 函数 可 以 是 极 
为 广泛 的 对 象 ， 这 就 是 法 国 数学 家 L，Schwartz 建立 广义 隙 数论 
《他 称 为 分 布 论 ) 的 基本 思想 ， 

广义 函数 论 的 另 一 个 来 源 是 Fourier 变换 的 推广 。 对 于 f) 
€ Li( 一 00, +0), 其 Fourier 变换 定义 为 


iq 一 | eC)a, aD 


但 若 f(x} (一 9, 十 00), 又 当 如 何 定义 其 Fourier 变换 ? $6 
时 仍 设 (x) € Lo, +o), WX f£—de(E)€ C"( 一 00, 十 00) 
且 当 [t|] 2 M 《MM 巾 决定) 时 p(k) = 0, 有 


éG) 一 z e "*e(E)dE 


存在 ， 再 认为 1 与} 都 生成 泛 函 (都 是 泛 荡 ), 则 
GG. oCE)) ~ | oat | etia 


[reas C cp (SEE = (f(x), $5. 


(12) 
但 是 , 即 令 f(x) € L'(—00, +0), (f, 钊 》 仍 可 能 有 意义 而 且 可 
REEL SS — HIE ER EAA (12)。 这 时 我 们 自然 有 理由 认为 了 即 
f 的 Fourier 变换 .一 般 地 , 若 有 泛 函 了 与 了 适合 式 《12), 就 说 上 
是 了 的 Fourier 变换 。 两 此 ， 利 用 基本 空间 上 的 泛 函 这 个 思想 也 
可 以 推广 Fourier 变换 . 
大 量 材料 的 积累 使 L. Schwartz 有 可 能 在 本 世纪 四 十 年 代 末 
lh 书 中 出 版 于 1948 F): os 


的 各 个 分 支 ( 特 FETU. AERAR 
泛 的 应 用 ,是 现代 数学 中 的 一 个 重要 的 分 支 . 


$1 基本 空间 


L 拓扑 线性 空间 和 Fréehet 空间 。 前 面 已 经 指出 , XR 
数 就 是 某 基 本 空间 上 的 连续 线性 泛 函 ， 这 些 "基本 空间 ”都 是 拓扑 
线 狂 空间 ， 在 介绍 这 个 概念 之 前 我 们 先 列举 一 些 以 下 常用 的 基本 
空间 ,由 于 暂时 还 没有 讨论 其 拓扑 结构 ,所 以 现在 我 们 只 说 它们 是 
EARR. UF. 9 恒 袁 示 R” 的 开 子 集 . 

CCO) 和 C*(0). C"(0) (m 为 非 负 整数 ) 表 示 在 @ 上 具有 


直到 m 阶 在 内 的 连续 微 商 的 苞 数 族 。 C7(0)- 门 c"(9) 表 


RE a ERA EEEE HE R M R k, CCO) 时 常 被 写作 
c(a). 


B"(Q) 和 8“(9) 分 别 是 C"(2) 和 C"(O) Z TE BC 


数 的 直到 相应 阶 的 微 商 均 在 O 上 有 界 . 所 以 , fe 8"(0)(8~(9))， 
则 fll, = sup [D] < -eo,]a| <m (Va), lele 之 值 与 "有 


X. 
tiG) Æa LER, 我 们 定义 其 支 集 为 suppf = (x, xE Q; 
F) s^ 0}*， 即 使 fx》 在 其 外 为 0 的 最 小 闭 集 ， : 
C"(K) 和 C*(K), KK 表示 0 的 一 个 紧 子 集 : 
C"(K) = |f: f€ C"(0), sppfCK); C"(K) — (f: je C*(Q), 


suppfcK} 一 fì) C"), 
CHOJI CECO). CECO) — |] CCK), CRC) = LJ c* 


《KK),“ 【J ”表示 对 含 于 0 内 的 一 切 紧 子 集 取 交 。 所 以 cga) 


《Ci(9)) MRA RXRA C"(0) (C*(0)) 函数 之 集 。 

以 后 , 当 0 =R 时 ,我们 时 常 略 去 上 而 写作 C”, C8 等 等 . 
又 , 若 无 特 殊 声 明 , 光 袜 函数 恒 指 具有 任意 阶 连 续 微 商 的 函数 ， 

对 于 这 些 函 数 族 ,我们 需要 赋 以 某 种 拓扑 结构 ,使 之 成 为 拓扑 
线性 空间 。 

EX 111 设 F 既 是 拓 扩 空间 ,又 是 RR 上 (或 C 上 ) 的 线性 空 
间 , 而 且 其 线性 运算 在 此 拓扑 结 构 下 是 连续 的 , 则 VV 称 为 实 ( 或 复 ) 
拓扑 线性 空间 。 

拓扑 空间 的 拓扑 结构 既 可 用 开 集 来 规定 ， 也 可 用 其 它 方法 来 
规定 。 以 下 我 们 常 月 邻 域 来 规定 , IERDE. 又 由 于 基本 空间 
都 有 线性 结构 , 所 以 只 要 规定 原点 的 邻 域 的 基本 系 即 可 。 为 了 定 
义 邻 域 ， 例 如 在 Banach 空间 中 可 以 应 用 范 数 ; 但 我 们 常用 的 基 
本 空间 时 党 不 是 Banach 空间 ,因而 没有 范 数 。 这样 我 们 需要 一 个 
更 广 的 概念 . 

定义 1.1.2 和 若 对 线性 空间 人 中 每 一 点 * 均 可 指定 一 个 非 负 
实数 p(x), 满足 


[LES œ 


D plax) = ialp(:), xcER 或 C 即 了 之 标量 域 ; 

i) p(x + y) s pO + ply), 
则 pGO 称 为 x XS. 

higas E JH r0 一 0, 若 其 逆 成 立 , 即 zx 一 
0<>x 一 0， 则 半 范 成 为 范 数 . 

定义 11.3 R 上 (或 C 上 ) 的 Fréchet 空间 了 是 赋 最 多 可 数 个 
ÆRE B. coc. Pma ccc 的 及 (或 C) 线性 空间 ,而 且 

1) Vm, Py) = ) => r = 0, 

i) 完备 性 : 设 x.) 是 了 中 的 Cauchy FAAEE 67 
0, 对 于 Pn UA Kole), E &, 1 之 KC) WE Pu, — xi) « 8), 


则 必 有 re 7。 使 对 一 切 Pms lim p, — 2) — 0, 


ke 
车 一 Fréchet 空间 只 有 一 个 半 范 , 它 当 然 就 是 一 个 Banach. Zi 


向. Fréchet ÆRA Banach 空间 一 样 都 是 距离 空间 .对 Fréchet 空 
闻 耻 中 任意 两 点 * 和 读者 可 以 自己 证 明 


plr, y) = > ek 


全 2 十 和 (xz 一切 
确实 是 一 个 了 距离 。 

在 一 个 Fréchet 空间 中 我 们 可 定义 原点 的 邻 域 的 基本 系 为 
Fma miro x€ V, Pal) < sj(en 一 0)。 所 以 Freschet 空间 是 
一 种 拓扑 线性 空间 。 下 面 是 几 个 例子 ， 

$,1.C"(Q) 在 Q 中 取 一 只 上 升 而 穷竭 的 紧 集 序列 K;,-…， 


天 ij， 则 适合 KERE. 而 且 U K; = Om X E FI. 


“4 ERB” H ACB 且 为 其 紧 于 集 。 于 是 可 以 定义 可 数 多 个 半 
范 
PKT) = sup $) qpi.i12,- 
i dal&m 
而 使 C"(O) 成 为 Fréchet 空间 . 
例 2.C~CK) 也 是 Fréchet 空间 ;因为 它 有 半 范 


a $ + 


p) = POST pil m — 0,1, e 
la «rmi 


例 3.c™Q) 作 例 1 那样 的 紧 集 序列 K;, 并 定义 其 中 的 可 数 
多 个 半 范 为 


Py) = sup X, Ibil, j=l, 2,5::5m = 0,1, 77 
T ia|«m 


$4.12 DCC 为 复 平 面 C 的 一 个 区 域 , 记忆 上 的 解析 函数 族 
为 H(D). 如 例 1 那样 作 紧 集 序列 Di, -Do 并 定义 一 族 
半 范 


pm(f) 一 sup HCO |, m —1,2, BEZSUICOE: H(D), 


则 HCD) E Fréchet zslH]. | 

例 5. 以 后 应 用 最 广 的 基本 空间 是 《8(9)。 虽然 croc 
Cc“(2),C”(C2) 的 半 范 却 不 能 使 它 成 为 Fréchet 空间 ,因为 不 能 保证 
完备 性 : HP 3 的 半 范 的 Cauchy 序列 极限 一 般 在 C"(O) 中 而 
不 一 定 在 Ca) 中 , 即 不 一 定 有 紧 文 集 . 

Fréchet 空间 和 Banach 空间 本 质 上 是 不 同 的 。 例 如 例 3, 例 4 
的 空间 不 可 能 赋 范 一 一 而 不 只 是 说 前 文 所 定义 的 疡 等 等 不 是 范 
数 而 只 是 半 范 。 i, 例 5 的 CoCO) 不 可 能 赋 以 半 范 使 之 成 为 
Fréchet 空间 ， 关于 拓扑 线性 空间 的 进 -- 步 的 知识 和 以 上 的 问题 ， 
例如 可 以 参看 J. Barros-Neto( 1] 和 和 W. Rudin[i], 

2. 空间 多 (9).Ci(9) 不 是 一 个 Fréchet 空间 而 是 一 由 Fréchet 


ZACK D) S" ATARI" IX IL EK, e BU U KK 一 0。 这 就 

EHH COCK; SE; R) EC E;n, MERARI ;Ej>Ein， 

是 连续 的 (这 一 点 时 常 简 记 作 E;5> Eidi Co(0)— L) Bi. 在 
1 


Co(Q) 上 而 以 赋 一 种 “归纳 极限 拓扑”. 由 于 这 种 拓扑 中 原点 邻 域 
的 基本 系 构造 较 复杂 :我 们 只 举 出 其 中 一 个 序列 趋 于 0 的 定义 ,这 
已 可 满足 下 面 的 需要 ,至 于 一 般 的 讨论 可 参看 上 述 的 Barros-Neto 


t 9 c 


和 Rudin HE. (o ccla) 在 上 述 极限 下 趋 于 0 是 指 存在 一 
固定 紧 集 KOO 使 wuppe,CK(X—1,2,--).müBiEK 上 对 
任 一 固定 重 指标 a, (Dg). 一 致 〈《 对 x 一 致 而 不 必 对 < 一 致 ) 收 
ST. 

XX LL4 cC;(9) 所 上 述 拓扑 后 称 为 CCK) 的 妇 纳 极 
限 , 记 作 za. 

可 以 证 归 这 定义 与 紧 棠 列 {Ki} 的 取 法 无 关 ， 

现在 要 问 : ZO) 中 是 否 有 足够 多 的 元 素 ? 如果 没有 ， 
D0) 是 没有 什么 用 处 的 .为 此 我 们 从 可 以 说 是 最 重要 的 C58(R") 
函数 开始 ,这 就 是 

TOL EE EE PIE (1.11) 
0, [x1 =a. 

它 的 重要 性 首先 在 于 由 它 可 以 作出 许多 CQCO) HER. 事实 上 ， 
E f(x) ER LERES KXK ENX 


f e |. POE — Day = FH AOE — n, 


(1.1.2) 

C, = |n, GO = |r, iG — 09. (1.1.3) 

积分 (1.1.2) 是 有 意义 的 ,因为 积分 域 实际 于 全 于 天 内 , 它 含 于 以 

ib, s 为 半径 的 球 内 . 由 i 的 光滑 性 ,通过 积分 号 下 求 微 商 可 
知 f(x) 光滑 ,而 且 

supp. CK, = (x: dist(x K) Se}. (1.1.4) 


因为 着 € K,， 则 (1.1.2) 之 积分 写作 if fG)j. (x — y) dy 


KH. |x 一 yi >e, Miti (x — 32-04 f G) — 9, 

这 个 例子 的 重要 性 不 仅 在 于 它 指 出 CIO) 函数 是 很 多 的 ， 
而 且 可 以 从 人 尾 一 紧 支 党 的 连续 函数 用 核 j。“ 磨 光 ” 而 得 。 事实 上 
我 们 有 . 

定理 11.5 设 flx) 在 2 上 连续 , 则 对 @ 之 任意 紧 子 集 K, 必 
可 找到 一 串 Co(0) 画 数 在 K 上 一 致 收 敏 于 fi). 


» 0 >» 


ur. 取 9 的 紧 子 集 K, 使 KissEO， 然 后 令 
F) = ups £€ Kris —O (11.5) 
0, zÉ Keps 
这 个 函数 昌 不 连续 ,但 容易 看 到 下 面 的 推理 都 成 立 .现在 对 日 到 s。 
作 [MOOR 由 上 可 知 ， Supp hCK uc KS En, 从 而 he c(a). 
XB 
JA = y)dy = 1， 
Ix— ym 


BASS re KCK., Wf 
(Om [| KonG — x». 
Ix—yl«s 
从 而 对 xEKK 有 


也 一 fo 一 | | UG) — (G1. G — yy 


(xyes 


< max [fG) — f) | AG — yay. 
freyi ge 


Ix-yl «t 


最 后 一 个 积分 等 于 3. H f(x) 之 连续 性 以 及 由 此 而 得 的 f(x) 在 


Ko 上 的 一 致 连续 性 知 ，.m 3,6) — Ke) 对 x € K 一致 成 立 。 证 
毕 . 

系 1.1.6 若 fG)cC"(0), Wt 0 之 任 一 紧 子 集 K, KR 
到 一 串 C3(0) 函数 ,使 在 K 上 连同 其 直至 mm 阶 在 内 的 微 商 对 = 一 
BEAT JO) 及 其 相应 微 商 . 

证 . 同上 作 也 (x). 用 分 部 积分 法 知道 当 s ce 时 ,只 要 
la] <m, Bits e 天 有 


DIOD — | JODI. G — yyy = | JGX —D,* 


Iz—y|«t Ix—y|«a 
X (x — y)dy = | D3G)x — y)dy 
lz-y| <s 


. ilo 


一 | Djy) — y)dy, 


ix—yIp«s 


其 余 仿 定理 1.1.5 之 证 即 得 . 

这 两 个 结果 说 明 C3(9) 在 C"(0) (包括 m 一 0) 中 是 稠密 
的 。 用 类 似 证 法 还 可 证 明 C2(98) 在 Lf 和 (0), p 2:1 Eo 
任 一 紧 子 棠 上? 宕 可 积 函 数 之 空间 ) 中 也 稠密 。 我 们 所 用 的 技巧 
是 偏 微分 算 子 理论 中 极 有 用 的 “ 麻 光 ”技巧 ,或 称 规则 化 技巧 ,f(x) 
称 为 f(x) 的 规则 化 函数 ; 算 子 109 f. 称 为 麻 光 算 子 Cmollifier), 
J. 则 称 为 魔 光 核 或 规则 化 核 ,有 时 也 就 用 J 记 魔 光 算 子 。 由 于 这 
个 问题 的 重 变性 ,我 们 还 将 在 84 中 讨论 它 。 

多 (0) 的 函数 在 分 析 数 学 (特别 是 俯 微 分 算 子 理论 ) 中 有 两 
个 常见 的 用 处 ， 其 一 是 构造 “截断 洱 数 ”(cutoff function), 仍 设 
K 是 0 的 紧 子 集 , 且 Ke El, RIERA EGO, (8 FOOD 
e (92) HB. 

D= | rEK, (1.1.6) 
0, réa, 

为 此 。 先 作 天 :的 特征 函数 


再 对 二 go 用 J EXE x GO. e 
Ka) ys Te em OG — yay. Q1) 


很 容易 用 到 i)e C(A), MH sppfCKst Kap H xeK 
时 ,因为 积分 域 实际 上 是 E, — »| < £5 W € K,C K,, 而 在 其 中 
x(y) 一 1， 从 而 


f(x) 一 | Jx — y)dy = 1, 


(xyi ga 
因此 f(x) METAR, RA UBI ER S 
截断 函数 的 作用 如 下 : X plr)e c(a), W {elre 
C,CO), BEKES eG) 相同 ,在 Ks, 之 外 恒 为 0 ,所 以 我 们 可 以 


e12?» 


说 fx) 将 o GO 在 天 中 的 一 片 截断 。 在 偏 微分 方程 中 我 们 时 常 还 
需要 对 截 是 函数 之 第 商 作 估计 .这 时 注意 到 


hx —»)-—À (2. 


C, az E" Ci, 
由 (1.1.7) 有 


DFC) 一 E ^ | DF (二 三) dY, 
polse E f| (H| n — 9 = e 
eg E Jiecotae e Ms, (1.1.8) 
这 是 一 个 很 有 用 的 估计 式 ， 
第 二 个 应 用 是 作出 所 谓 一 的 分 割 (partition of unity), 这 里 
我 们 需要 以 下 的 概念 积 结果 : 
定义 1.1.7 拓扑 空间 和 的 子 集 族 (UY, 称 为 局 部 有 限 的 ， 
如 果 每 一 点 *eX， 光 有 一 邻 域 已 与 至 多 有 限 多 个 U, 相交 ; 子 集 
族 Ci]; 称 为 {Ui}ier 的 加 细 , 若 每 个 Vi BATE Uus 之 内 . 
EX 11.8 设 OCR” X-F, (Uhe 是 其 开 覆 盖 , 一 族 
c? 函数 {pi}ier 称 为 从 属于 Wher 的 一 的 分 割 ， 车 
i0 « o; « 1 BH. supp e; ATHAU; As 
ii) {suppqi} 是 局 部 有 限 的 ; 


i) Deml GEO. E). 
道 ) 是 有 意义 的 ,因为 每 一 点 x & 9 至 多 含 于 有 限 多 个 soppe, 
内 、 所 以 D w 在 每 一 点 都 只 是 有 限 和 . | 


为 了 证 明 一 的 分 着 《更 准确 地 说 是 一 的 C” 分 割 ) 存 在 .我 们 
mU TÉ 

引 理 1.1.9 # OCR 为 开 集 , KEQ 为 紧 集 ,。 则 必 存 在 一 
T C^ AR (x) 使 0 所 p(x) « l,füBXEK E phl 在 口外 


= KE 


eG) 一 0 

证 ， 前 面 对 K。, 的 特征 函数 ， 所 作 的 规则 化 函数 eG 一 
(Jx) (Cx) Cs < ss) 即 适 合 所 求 ， 

定理 1.1.10. i$ {Uhe 是 4CR" 的 任意 开 材 盖 , 则 必 有 从 
属于 (Ua 的 一 的 C” 分割 存在 . 

UE. P) 先 设 4 为 紧 集 ， 则 有 有 限 多 个 UV :…, U Bi A. 
今 证 必 可 找到 开 集 W;CU, EW ORM Wi. cc Ws DEE 
A, 为 此 递 推 地 作 Wi, & C = A UU- UU), W CCU, 
而 且 为 紧 。 于 是 容易 作 开 集 W 使 天 为 紧 而 且 C1:CWEU. 


于 是 ACwWUt U U;), p Waist’ Wg 均 已 作出 Cra m€ 地 一 
ju? 


(Uu din UWXUU,U vts UU,), 则 Cra Ugy 而 且 为 紧 . 和 
上 面 一 样 可 以 作出 Win E Wa 为 紧 , 而 有 CinCWinEUin. 
在 作出 Wis tts Wa ABRIR 1.1.9 对 每 个 U; 作 wi(x)E 
C", MHE W; E (x) — 1, 在 Uj; 外 $i(x) — 0. 在 4 上 有 
和 (xz) 十 … 十 由 (xz) zl. 


& ei) — 4G) / 21 H 即 得 所 求 的 一 的 分 着 


ü) RA = 4s ADRE Ea. HETI eO 
i21 


WA Glas — Aj Deo. 则 四 是 紧 集 45 — Aia UTERE Mi 
由 认可 以 作出 从 属于 C 的 一 的 分 割 0, 一 (o. CO bra 令 


gls) = 了 >， 5 (AOP 
1 Pel 


W (suppé,) 是 局 部 有 限 的 ， 因 为 任 一 点 xe AMAT X 4, 
中 , 从 而 对 适合 j> jit 2 的 O liba 中 之 一 邹 w 有 6, 
(x) — 0, Hr i) PRR, ETO REBRE, tr 只 能 位 于 
DU Ud 中 有 限 多 个 函数 的 支 集 中 。 又 因 每 点 *《 4 均 含 
于 某 个 ia - dia 中 ( 设 As Aas 4.79 o). 故 至 少 有 一 个 
中 ptx) € 0; 在 此 点 为 正 * 从 而 olx) 之 0。 4 eL) 75, 62/oQ0, 


. 4 o 


Wi ip) 适合 所 求 . 

ii AARE, Q Aj 一 {x: x€4, |z] & j, dist (x, 
84) > 1/i), W 4; 为 紧 集 ,而 且 化 为 让 的 情况 . 

iv) WE ADOTERCE, fB 一 y U;, WBA JF E m {Uhe 
E BOR AA MAh iD 有 相应 于 B 的 从 属于 {Ui}ier 的 一 的 分 
割 , 它 当 然 也 是 相应 于 4 的 一 的 分 着 。 证 毕 ， 

3. 空间 d(Q). Wk (0) 外 应 用 最 广 的 基本 空间 是 SA. 
于 我 们 将 在 下 一 章 中 专门 讨论 它 。 这 里 再 介绍 另 一 个 基本 空间 . 

定义 1.1.11 c"(0) 赔 以 例 3 中 的 拓扑 后 称 为 d CO. 

S(O) 中 p;i) 一 0， 即 对 任 一 紧 尘 天 人 0， 以 及 任 一 s— 
和、 性 一 重 指标 o 均 可 找到 整数 N 一 NGCK sy a) 20, E5 j 2 


NWI sup ID*o;(x)| « s. 


粗略 地 说 : {ei(s)} 在 (0) 中 趋 于 0, 即 在 2 之 任意 紧 子 
SK E (D'e;G] Co TEX) 对 x 一致 趋 于 0. 


$2. 2'(0) 广义 函数 


1. 定义 和 例 . 

定义 1.2.1 D(A) 上 的 连续 线性 诈 函 称 为 多 《9) 广义 函数 
《或 分 布 ) ,其 党 22'(0) 则 多 (9) 之 对 偶 空 间 ， 连续 性 指 , 若 fe 
名 "(0)，、 则 对 2 之 任 一 紧 子 集 KK 均 存在 常数 C >> 0 及 整数 20, 
使 对 一 切 o € C"(K) 有 


foe» «c »; P |De]. (1.2.1) 
la | 
若 对 纪 之 一 切 紧 子 党 玉 ， 可 选取 相同 的 不 则 f 称 为 阶 < 的 
£'(0) 广义 函数 ,其 集 记 为 Z2). Z'a) 一 U 20) 是 
"IRL 多 尺 0) 广义 函数 之 集 ， 


+» 15e 


注 1. 定义 中 的 线性 是 指 对 任意 常数 m， ao 有 
(f, aupi 十 aqu) = af, qr o, m mque, 
(f. 9) 表示 D'A) 中 一 个 元 与 4 (0) 中 一 个 元 的 配对 (pairing), 
它 对 TP 是 线性 的 。 以 后 还 要 考虑 另 一 种 配对 ， 我 们 规定 用 (f, o) 
RR CH P EIRE, 但 对 f 却 是 线性 的 , 即 是 说 对 复数 < 有 
(ef p) — Ge) G cp) = cf, o). 
《，》 称 为 Euclid 配对 ,(, ). 称 为 Hermite 配对 . 
. 52. 连续 性 应 该 指 当 9; — 0 (E ea) TORRE, C» o0 
0, (1.2.1) 是 与 它 等 价 的 ， 事 实 上 有 
5128 1.2.2 X (f. p) 0 于 9, 0 (E ØA) 中 ) 时 
之 充分 必要 条 件 是 《1.2.1) 成 立 . 
证 。 充 分 性 BE mw -> 0 (在 多 (0) HO DIESE K, 使 在 
其 中 Va, Deoi 一 0( 对 zx 一 致 )。 对 这 个 天 应 用 《1.2.1) 即 知 
9; — 0 (Te PA) rh) —5 (f, oi) — 0. 
必要 性 用 反 证 法 证 明 。 设 有 其 紧 售 天 使 (1.2.417 对 任意 C 与 
RARR, FEH k =C =j HARA pe CK) E 
Io) 2i 2j, sup ID*ol. 


必要 时 以 适当 沾 数 乘 oo 可 设 HS el 一 1， 于 是 
sp [Dp] <L, Jal & j. 
J 


而 由 supp e;C K 知 上 式 意 昧 养 q; — 0 E PA) m), E Kfs 
ppl 1 ifü5 (f; e 9 矛盾 。 

广义 函数 f 有 时 也 写作 f(x), 这 当然 是 广义 函数 作 为 古典 函 
数 概 念 的 推广 在 记号 上 的 痕迹 。 但 这 并 不 意味 广义 函数 了 在 z* 点 
EE. 现在 x 只 是 表示 中 之 点 与 P 之 变 元 ， 如 果 还 有 其 它 变 元 
Wyst, :出现 , 则 应 看 作 是 参 变量 . 

下 面 举 一 些 多 必 90) 广义 函数 之 例 。 

$51, FC) E Lill) o ERRAR RR TAE 

D'A) )" XR Xx 


e 16 >» 


(f: p) 一 [roca pE Z9), (1.2.2) 
很 明显 这 是 0 阶 广 义 函 数 。 

这 个 例子 说 明 , 可 以 把 Li CO) BRA, c" CO); HL, 不 同 的 ” 
Li«(Q) 读数 映 为 D'A) 的 不 同 元 , 即 这 个 映射 是 单 射 , 这 一 点 
可 以 证 明 如 下 : Æ fo g€ Li.(《Q) 映 为 相同 的 '(9) P^ X E, 
应 证 了 一 8 一 0(p.p.)。 记 5x) = fC) 一 gCx)， 我 们 要 证 明 

引 理 1.2.3 KON Ca) dz = 0, Vo € D’ (O) => h (X) m= 0 
(p. p-). 

证 4 eG) et (E PORRO. L0) RIVE 9s, 


当 h(xs) ARLA 
A(s) = | BCx) J, (M s^" dy 


一 | [^GO — 462014 (sz2) 8 "Gy 


Iz—-y|«s e 


+ | ACA (* E 2 s-=dy。 


如 
由 假设 后 一 个 积分 为 0, 而 对 前 一 积分 有 
| 


| x-y «s 


[h(x) — 562] (= =2 Jew < Cs" 


x [A(4) — AG dv. 


Vales 
由 可 积 函 数 的 整体 连续 性 ( 疯 Sobolev [1]), 知 对 几乎 所 有 *， 后 
一 积分 可 以 随 e 一 0 而 任意 小 ,从 而 
A(x)-—0 (p p). 
在 这 个 例子 中 我 们 得 到 一 个 单 射 上 Li(0) 一 多 "0)。 我 
们 说 一 个 局 部 可 积 函数 是 一 个 广义 函数 ， 这 种 广义 函数 称 为 正规 
的 ,其余 的 广义 函数 相应 地 称 为 奇异 的 。 WRA RRE 
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的 例子 大 概 就 是 - 

$2. » 函数 ,其 定义 是 

(9, p) = p0), pE DO). (1.2.3) 
很 明显 , 它 也 是 一 个 0 阶 D0) 广义 函数 ,但 它 不 是 正规 的 。 因 
为 若 设 5(x) 由 I)E LCD ERW px) 为 上 节 中 的 iele) 
《 见 式 (1.1.1)), 则 一 方面 由 定义 (1.2.3) 
| 8, ja) = i) 一 < 

男 一 方面 ,由 二 已 设 《8, je) 一 [A6 (dr, 用 Lebesgue 控制 收 
全 定理 在 积分 号 下 取 极 限 又 有 | 
| 《pi 一 0 (一 0 

a(w) 昌 不 是 正规 的, 却 是 一 个 Radon 测度 (BU C9) 上 的 
连续 线性 泛 函 , 关于 Radon 测度 详细 的 讨论 可 以 参看 F. Treves 
[17). 例 如 当 OCR 时 取 局 部 可 积 函数 了 (x)(Heaviside 函数 ), 有 


C6, p) — {par Cs). 
in H.—8&8) Radon WE BEFA 
u Cp) 一 ecoan (1.2.4) 


生成 0 阶 Z'a) 广义 函数 。 所 以 我 们 又 发 现 ，Radon 测度 空间 
也 柑 和 人 在 SUO) m, 5 RZA AER Dirc WEE. 
由 于 历史 的 原因 , 2.3) 时 常 写成 积分 之 形 : 


(9) = [ao ar, 
LHR Z0) OAAR f, Et Gp) EA EA HSE 
KOLGI 


$3. 还 有 不 是 测度 的 Z0) 广义 函数 .例如 看 =R 
时 的 5(x)， 其 定义 是 

《8’, p) = —9'(0, € ZR’). (1.2.5) 

它 当 然 不 会 由 某 个 Radon 测度 按 (1.24) 生成 ,因为 《1.2.4) 生成 


* gg e 


0 Br £2'(9) 广义 函数 ,而 由 《1 人 pie 
广义 函数 . 

以 上 我 们 者 到 广义 函数 可 以 认为 是 由 经 典 的 函数 逐步 推广 、 
扩大 而 来 ,例如 可 以 从 连续 函数 (它们 当然 都 是 局 部 可 积 的 ) 开始 
逐步 扩 六 其 范围 而 包括 种 种 有 奇异 性 的 对 象 ， 不 妨 说 , 奇异 性 的 
间 题 在 广义 函数 理论 中 是 一 个 核心 的 问题 。 那么 , 这 样 的 推广 和 
扩大 可 以 走 到 什么 地 步 ? 而 最 终 又 与 连续 函数 还 有 什么 联系 ? 这 
些 问题 将 在 以 下 各 节 中 讨论 .现在 我 们 再 围绕 一 个 重要 问题 一 一 
具有 代数 奇异 狂 的 应 数 的 正则 化 一 一 介绍 一 一 些 在 应 用 上 很 重要 的 
广义 函数 . 

914. 暂时 设 Q = R mf 在 有 限 多 个 点 (例如 一 个 点 z= 
0) 上 具有 不 可 积 的 奇异 性 . 记 课 fx) 的 正则 化 就 是 一 个 ZR) 
广义 函数 ( 仍 记 为 人, 而 对 pe ZR). HEO £ supp 9 就 有 


(f, p) 一 f, f(x)o(x)ds. (14.6) 


JB IG) 一 二 ， 它 是 不 可 积 的 . 当 e(0)— 0, 例如 0 supp e 


BE. (1.2.6) 有 意义 ,但 车 (0) s 0, DUI (1.2.6) 是 一 个 发 散 积分 . 
但 这 时 我 们 定义 


(f, p) = lim | I 十 NI £ = dx, pE DR), 


(1.2.7) 
这 个 积分 确实 是 存在 的 ,因为 用 分 部 积分 法 有 


RE = oere 一 ooEe 一 [全 二 全 woglzler 


闵 为 ec AR), k gp( 一 8) 一 e) 一 0(De,. WAD 
d.e) — — | v GOlg lads, 


e 19 » 


BHRUHDR IRA j e dx 的 Cauchy 主 值 : 


(f, p) = p.v. | 2$ eG), (1.2.8) 


mih e (0) == 0 Rf p. v. EO dx 一 bi dx, 而 右 方 的 积分 
R! R! 


是 收敛 的 。 因 此 由 《1.2.8) 所 定义 的 2 (0) 广义 函数 《 它 是 1 队 
的 ) 是 士 的 正则 化 , 记 作 p.v. i. 
AS. DRO-RE, ERE 


4 T [^ *> 0 ap 1—1, —2, -+ (1.29) 
0, r< 0, 
x8 ik 规定 当 * 为 正 实数 时 取 正 实数 值 。 4 Rel 
一 1 时， a 定义 一 个 正规 的 4E QU) 广义 函数 


GU o) = [T odr o) € D), 
这 个 积分 是 1 的 解析 函数 。 实际 上 ， 经 过 计算 易 见 当 Ren > 一 1 
时 。 


b ze (x)dx- P x^p(x)dx + f [sco 


k-i an k-1 G3 
= Pp (0) zi | dx + o9 ?(0) 
MED 


j-0 人 《1 十 7 二 1)1 
(1.2.10) 


+ 


不 一 1 
但 因由 Taylor 公式 e()— 2; PO s o0), 所 以 


(1.2.40) 右 方 的 积分 当 Rex 一 4 一 1 pem 而 且 整 个 右 方 
在 Rel —&£ —1 中 定义 了 4 WAHT AR, Æ aIl, 
一 2，**…, 一 《处 有 单 被 点 .因此 《1.2.10) 的 右 方 给 出 了 其 左 方 在 
Re4 > 一 — 1 中 的 解析 拓展 。 由 所 的 任意 性 可 知 这 样 可 将 其 左 
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方 拓展 到 整个 复 平 面 上 去 ， 而 有 单 豚 点 1 一 —1,—2, 3X 
_ 样 我 们 又 定义 了 一 个 (0) 广义 函数 , 它 仍 是 有 限 阶 的 , 阶 数 是 
[一 Re 一 11 (Re < —1) S 0(Re2 2 —1). 3$ 0 £suppo, BI 
(1.2.0) 的 右 方 即 成 收敛 积分 |”x'pCndr。 所 以 这 样 得 到 的 
&'(0) 广义 函数 是 x3 的 正则 化 . 
以 上 我 们 给 出 了 一 个 赋 发 散 积分 | ”zp(x)dr 以 意义 的 方 
法 。 这 种 方法 首先 见于 J. Hadamand [1]， 其 后 在 M，Riesz [1] 
中 又 系统 地 予以 发 展 , 并 称 为 Riemann-Liouville 积分 。 
与 此 相似 ,我 们 可 定义 m" (0). P XER e 即 
:一 be >D, 
m (—xy, x «0 
IATER ETC LIII 


E: |? = x} + rh, 


A 


EC 


| x |*sgnx = s} — r}, - | 
这 一 类 问题 是 十 分 重要 的 ,. 读 老 可 参看 e i 和 HTIuanoB 
[1]。 关 于 它们 在 近年 来 的 重要 进展 可 以 参看 Bepaureiu [1] 和 
Bepuinureha 和 lembedaun [1]. 

2. &'(Q) | X38 E WR. 

1? 广义 函数 的 相等 和 等 于 0. 设 fe £*(o) HVoe (2) 
(fp) —0, iR f — 0; S fj, ge Za) B f—g—0, H% 
7 一 8。 itXdEL—BBLYURITIBEELTRII BAT TERRI A BACC 
《 即 局 部 可 积 函 数 ) 在 广义 函数 意义 下 的 相等 ， 即 在 古典 意义 下 的 
几乎 处 处 相等 。 一 般 地 因为 谈 不 上 foo € D(A) 在 "x 点 之 
值 ”, 其 相等 的 定义 是 作为 泛 邓 的 相等 。 这 是 一 个 “整体 定义 ”。 下 
一 节 中 述 要 给 一 个 局 部 定义 。 

29 广义 函数 的 线性 运算 ， 对 常数 cy cz fuse (0), R 
们 定义 aht ei € (9) WF: 

Cof. T ooh e? = eh» 2 十 ch, e). Vp € CQ), 

(1.2.11) 


elo 


综合 L, 2° 可 知 20) 是 -个 线性 空间 。 下 面 我 们 还 要 赋 
££'C(9) 以 拓扑 结构 ,使 它 成 为 拓扑 线性 空间 ， 这 样 2'0) 将 是 
WA) 的 拓扑 对 偶 空 间 。 
” ”3° R" 中 的 仿 射 变换 , Wb 8 一 Rt. 先 讨 论 平移 : 对 通常 的 
AR fG), 若 ae R^, 我 们 定义 fx) 沿 4 的 平移 为 fx — a). 对 
于 f(x) € 多 '(R")， 我 们 则 定义 f(x 一 a)e D'R) 为 
fx — a), G0) = (G0, ox + a)), Vp € DCR"). 
(1.2.22 
这 样 定义 的 Kr— a) 属于 包 '(R?")， 是 应 该 证 明 的 、 但 因 证 明 
很 容易 , 留 给 读者 ， 

相似 变换 ri ex, c 关 0。 对 人 x) € 多 '(R*) 我 们 定义 


(Ker), e(0) — (f, 0 (2) Voc Z (R^). 


lei" 


(1.2.13) 
很 容易 证 明 f(ex)€ D'R), BZEHERE E5525 SAAE 


子 zr 其 实 对 于 正则 的 广义 函数 ,用 (12.2) 定义 《f,p》, 就 知 


道 必 须 有 这 个 因子 才能 与 经 典 的 情况 符合 ， 
若 对 一 切 ^ > 0 有 f(ex) = efl), RIE f 28 a 阶 (正章 性 
广义 函数 ,我 们 将 在 下 面 讨论 它 . 
“对 于 < = 一 1, 我 们 记 r) = 六 x) 称 为 了 的 反射 , 故 
6,9) = (6-2), 960) = (OG), plaar) = 0,3). 
xx 3A — xk, [XD — |x|*, (lxljsgnr) = — Go ["sgnz, 
对 一 般 的 非 异 线性 变换 4: R'— R^, 我们 定义 
(Ax), e) = |detd| Xf G2) , e CA7x)), 
(1.2.14) 
f(x) € D'R) pae £2 (R^), 
这 里 我 们 看 到 广义 函数 与 通常 的 贸 数 有 重要 的 区 别 ， 而 在 变量 的 
eR 


mam 6 


ETT ME 


变换 下 考 现 出 来 ， 这 一 点 将 在 $6 中 再 讨论 。 
以 下 讨论 一 些 重要 的 分 析 运 算 。 
1 乘 子 运算 。 设 aG)e CO), Kee P'a), 定义 二 者 
的 乘 子 积 afe D(A) (应 该 证 明 它 确 为 200) 之 元 ) 为 
(Caf, p) = (ap) YPE PCA), — (215) 
aGO 称 为 (9) RT. 
9801. x6(x) 一 0， 因 为 
(x8, p) = (8, zp) = se GO s = 0. 
反之 若 [e D0), WE xj — 0, BA 1 m c (e ERRO ER 
BUR. MIMATENRFRRA FATHA. 
9i z 二 一 1. 这 里 二 表示 pv 二 .事实 上 


人 


-| ,eGOdx — (1, p), 
R 


£03, r-r} = x (12 —1, —2,:--), XE Rel > l 
情况 。 这 时 对 一 切 e€ DRY 有 
Cr- xh, p) = 《x xm) 


+o 
=—) gd 一 (co 9. 


但 因 双 方 都 是 7 的 解析 苯 数 ,所 以 在 其 解析 域 中 二 者 都 相等 . 

百 前 我 们 还 不 能 定义 两 个 广义 函数 的 去 积 而 且 使 它 成 为 通 
常 乘积 "的 自然 的 推广 . 如 果 形 式 地 加 以 规定 ,就 可 能 违反 通常 雪 
积 的 某 些 基本 规律 如 结合 律 . 例如 


(i f *): 8() 二 1. 8) — 8C0, L- 48 p.v. o, 
xr E - 


il 
Lo Gas i. d ou. (i NO 
x x : x A 


e 23% 


广义 函数 的 乘法 问题 将 在 第 四 章 中 讨论 ， 
5? 微分 运算 。 先 看 一 个 例子 : 设 10E CRY), CARE 
DP LERH ee DRY 有 


OOT 
—— | OO = — 0, v. 
模仿 这 个 关系 ,我 们 给 出 
定义 1.24 Wfed'(0), 我 们 定义 58 为 D'O) 广义 函 
数 如 下 : 对 一 切 gé (0), 定义 | 
G -h 9) ~ us ; (1.2.16) 
——— 
(HY 5e) - c on(.(Ey e) am 
这 里 当然 应 该 证 明 这 样 定义 的 (她 -) f 确 是 Z0) xd 
数 ， 要 点 在 于 证 明 当 sh Gran) aos (2. Y f; v). 


而 这 要 求证 明 (LY i» o Gt D) h). DO) tS 


恰好 保证 了 这 一 点 ,而 这 正 是 定义 22 (O) 的 根据 ， 
下 面 不 加 证 明 地 给 出 一 些 显 见 的 结果 : 
定理 1.2.5 Z'(Q)|* X 30583:53 8108 . ifü E. £UR ScRTR GER 
的 次 序 无 关 , 因 此 例如 有 
B6 Lo. uiros "M 
81,0x, ; Ox,0x; [ide PB 
€3126 A C” 系 数 的 线性 偏 微分 算 子 (PDO) 
P = PCr, 0:) = >) ulx)Os 


ial& m 


- 25 » 


"EET 


Wk Z'(0) 到 Z'(0) 内 ,而且 对 EDO), ee D) 有 
(Pf, e) = (f "P 


= 0, Š, C-D'82G)9D, (1.2.18) 
lai «m 


'PÉ»*XcDUGeG-189PZUERT. 


MP 
定理 1.2.7. (广义 Leibnitz 公式 ) 设 alje C^, MZ fe 
Z2), 
P(af) = >， L fa - P?(z,0,)/, (1.2.19) 
biam 81 
这 里 PPC) = DPE). 
证 ， 由 Leibnitz 公式 (请 自己 证 明 ) 0,(af) = ra - f4-20,f, 
因此 将 Paj) 之 各 项 展开 再 整理 ,应 有 
Plaj) = Y, 0faRs(x, 0.)f. (1.2.20) 
181 «m 


为 了 求 R 的 表达 式 ， 取 fne R, 并 令 a = exp(E, x), j= 
exp(m, 22i 代入 (1.2.20), 左 方 为 P(r, E +n)expls +n, x), 


右 方 为 p2 ERG, n) |expCs + n 2. 将 Pee, E +a) 展开 
LAI «m 
有 
plx, E +a) = 5 EPOa, n). 
biem B1 ; 
FERA (12.20), 比较 双方 , 则 由 《之 任意 性 有 
Rax, 1) 一 je. 2). 


因为 这 是 ?的 多 项 式 , 故 RC, 0,) 一 LN ó,). Wie. 
例 1，Heaviside 函数 Y (5) — x$ (W C1) 38 (1.29) YA 


(| rar = o). 
-所 以 Y'(x) = al), BORKH Dirac 从 物理 学 角度 发 现 , 现 
。25 。 


在 我 们 又 从 数学 上 论证 了 它 . 


92, girl c pvc. 事实 上 由 分 部 积分 即 得 


(= lg sl, e) 2 ls ig Ix lo GOdx 


= —hm I, lg |r| p'(x)dr 


十 ixt 
-pv 
o beo) 
CAP. Ys 9). 

x 


83. LL = i Q0, 71, 72,77), AE RASO, 
e 4 


pO» dx 
M GA 


则 
(+ xh, P) 一 一 | x^p'(x)dx 
z 4 x! p()dz 


= (at^, p). (1.2.21) 
因此 上 式 在 Ra > 0 中 成 立 ， 但 — (Q4. e^) D la, 9) 5 
是 4 的 解析 函数 (不 过 双方 沟 有 单 极点 于 2 一 0， 一 1， 一 2 
处 ), 所 以 , 当 16:20, — 1, 一 2 时 上 起 成 立 . 

当 1 和 一 0 时 ,由 (12.9) 已 知 2$ — YC), ib EB te 
BCE) 关 Oi MERRE 1 一 一 和 DERROTA 
何 定义 7 并 给 出 微 商 公式 。 

ig C8) 一 | xb — GA o) a — hee 
时 双方 都 是 4 的 解析 函数 ,而 (1.2.21) 给 出 

hlp) 9 — Tp AT 


一 《一 Dhla t 1) OT). 
(1.2.22) 


因此 hle) 在 单 极点 一 《处 的 留 数 是 《一 DCA 
(一 让 一 一 J (PP) 1. 现在 设 1 离 一 很 近 (4 十 
k= 6) ,并 在 L) 中 减 去 其 奇异 部 分 , 则 当 1 十 下 一 一 0 时 


lC) + Co ?)/(k 一 1)1s 
= Iae) — 94?(0)/(& — 1)1e 
= (~ tp) /et 1 — k) re 
— q 4 ?(0)/(k — Y)te 
= (= D [^ G* — De'?Gods/Ge 1 
一 本 -e+ e 9 (LL — 1 
-—3)e0-9-—1/6—-00 


- [7 asowecoest& — 01 
k&-1 
a- iae 
+ or) (DF)/ KD 
因此 ,我 们 定义 sc HUTHRI CD 广义 台数 
(9 一 一 人 e^ oea 
eec oS 3)/a- Dt. 225 


对 于 这 样 定义 的 *7t， 经 过 计算 自然 有 
(xi, xq) = (1D, py, BU re gt = gat, (1.2124) 
同时 经 计算 有 
— x5, p) = | Doas — D! 
k-i 
— go a z 

vrO (D+)/ — 0t 

- c o[- [7 Qioeooest 


'"« 27 « 


,k-t 
+t (>; 1/u] 
1 j 六 
m= ka, p) + y (0)/Rt, 
因此 ,代替 4 天 0, 一 1, 一 2,… 时 的 at o as, SEEN 
x 
F, MN 


as zm xut e (— DR. (1225) 


现在 讨论 广义 函数 意义 下 的 微 商 与 十 典 意义 的 微 商 之 间 的 关 
a. 如果 pe C(Q), WIR 0,1 都 是 局 部 可 积 玖 数 因而 都 定义 
D0) 广义 函数 ; 而 且 由 分 部 积分 法 可 知 sf 也 就 是 了 的 广义 
函数 微 识 ， 但 若 例如 f(x) 只 是 xe Ri KYRR AR (确切 些 
说 , 设 /GO 和 FO 在 Ri 上 只 有 有 限 多 个 第 一 类 间断 点 ), 则 f 
的 广义 函数 微 商 # 与 十 典 意 义 下 的 徽 商 《 它 也 是 局 部 可 积 的 ) 所 
定义 的 广义 函数 《 记 作 [f]) 二 者 并 不 相等 ， 事实 上 , 令 1(*) 之 
间断 点 是 os sn, ats HIRDE ass Aro RU 
(eT. v) 
=- [E + fre PIED 
*k 


-wm a, 


= — f(x)9() 


NLEELIOTO 


To 

E: 
t 

+ | OO 


=æ g(a)[fCa + 0) — Fla — 0)] + -e 
+ gCa,)UfCa, + 0) — fCa, — 0)] 


+ [T trootecoas 


k i 
= > Alale — a) p) CU'1, 0). 
i=] 
因此 
一 >) hdr — a) t dl. (1.2.26) 
imi 


,* 28 * 


这 是 一 个 重要 的 关系 式 , 而 且 数 学 分 析 中 的 几 个 大 定理 (总 称 Sto 
kes 定理 ) 都 可 以 解释 为 它 的 高 维 类 比 ( 见 $5,$ 6)， 目 前 我 们 只 
REA: 从 (1.2.26) 看 ， 古 典 的 求 微 用 的 结果 会 漏 掉 一 些 5 
函数 ,因此 一 些 重 要 定理 如 [f] = 0 — f(x) = cont 在 古典 的 数 
学 分 析 中 是 要 加 上 很 强 的 条 件 才 能 成 立 的 《例如 在 初等 微 积分 中 
是 要 求 fo) 处 处 可 徽 )， 例 如 Heaviside 洒 数 的 古典 音义 微 商 几 
平 处 处 〈z 关 0 处 ) 为 0 一 一 对 于 局 部 可 积 函 数 而 言 ，p. p. 为 
0 KIRAR, BU 0 函数 一 一 但 了 (wx) 美 const。 但 对 于 广义 函数 意义 下 
的 微 商 则 没有 这 个 间 题 . 

”定理 1.2.8 je D'R), mH f'e '(R) 为 0。 m j= 
const, 

WE. 四 假设 (F, p) = 0, 记 p —d, Wf BR) 中 之 
作为 另 一 个 ZR) 函数 的 微 商 的 元 由 上 为 0， 亦 即 了 对 有 一 个 


REA (^ #7)a 仍 在 DRR A o |^ acoae- 


€ DRADE 9(R)) 之 充分 必要 条 件 是 | d 一 109) 0. 


因此 1(9)—0 > (f, $8)=0. 现在 取 任 一 pg € ZR), FEA 
pE Z(R) 使 Ke) — 1, HS p = 9 Kop 278 Ke)= 
0， 从 而 : 
= (f, 4) = (f. p) 一 Ioi, Po) 
. =(f,p)}— <c, p)» 
ey 因此 f= ce. WE, 
3. 齐 性 广义 函数 .前面 我 们 已 提 到 什么 是 《 正 ) 齐 性 广义 函 

数 。 现 在 要 给 出 确切 的 定义 ， 

一 先 看 一 个 古典 的 函数 j(x) rE R 为 才 阶 ( 正 ) 齐 性 函数 的 定 
n fux) = 0, (127 0, 
如 果 它 能 生成 ££'CO) 广义 函数 (这 是 不 一 定 的 ), 则 


(rens v (2) - from (De 


. 29 « 


ox | Hy) py) ay 
= tf, p) (x = i). 


仿照 这 个 关系 ,我 们 给 出 
XX 129 yrfedg"(0) 适合 以 下 关系 式 


(Ko. v (ZJ) e 7d. vi 0 pe DCO), 


(1.2.27) 
则 称 f 为 台阶 ( 正 ) 齐 性 广义 水 数 . 
以 上 我 们 所 讨论 的 xi(25—1,—2,e-:) 是 齐 往 隐 数 的 
例子 。 因 为 设 Re4 > 一 1， 则 


+o 
Chs p) = | odr 
-— Pani i y (2) dy 
d £ 


-lae C2). 


又 因 双 方 都 是 4 之 解析 少数 ,解析 拓展 后 即 知 上 式 对 4€ C(iv 
—1,—2,:-) 均 成 立 。 所 以 对 这 样 的 A, xi 是 1 WERE 
XER. 但 是 当 4 一 一 六 为 正 整 数 ) 时 ,xz* ATEEN 
性 函数 ,这 由 《1.2.23) 经 过 计算 即 可 知道 . 

章 狂 广义 函数 和 古典 和 的 齐 性 谢 数 有 许多 共同 和 性质。 人 重 如 一 个 
KRC FE LARSA 1 BF GE)TEPESET RO E T8 I 
天 十 工 阶 ( 正 ) 齐 性 广义 函数 ; 包 阶 ( 正 ) 齐 性 广义 隙 数 的 一 阶 微 商 
是 t 一 1 阶 ( 正 ) 齐 铂 广义 装 数 等 等 .现在 我 们 证 明 

EA 1.2.10 (Ealer 恒 等 式 ) ”+ 是 * 阶 ( 正 ) 齐 姓 广 义 范 数 的 
充分 必要 条 件 是 


La 3t = kf. (1.2.28) 
jz1l xi 


证 ， 我 们 要 证 的 即 了 之 齐 性 等 价 于 


9? 30 * 


kli, œ) = $3 xj m 2 


--(.3 Law) 


= ty UMP vj P s 
(9 一 人 x 55) 
IBI (1.2.27) 等 价 于 


(31499) -—G 5x50 — Q225) 
j-1 xj 


EIU TE ERUN 
中 我 们 用 到 了 2-0, 96,0) = (1, 5 里) 这 一 事实 , 它 可 以 由 式 


各 全 一 全 (在 ari) 中 ) 得 到 ). 


反之 ， 设 广义 函数 适合 (1.2.29). 将 (i e( 5) 对 


: RẸ, H 1229) 可 知 其 微 商 为 0， 因 此 它 的 值 与 上 无关。 令 
t = 1 ER (1.2.27): 


reli o(£)) - d. o. 

—^ & Br GE) RER kS n 时 在 原点 总 有 不 可 积 的 
齐 异性 ,用 它 来 生成 广义 函数 就 需要 正则 化 。 因 此 ,讨论 齐 性 广义 
户 数 时 ,时 常 与 正则 化 问题 相 联 结 , 读者 可 以 在 Tenvdagn 和 Hn- 
Mo8[1] 中 第 四 章 找到 详尽 的 讨论 , 它 在 偏 微分 方程 理论 中 是 很 重 
要 的 . 

4.9 (Q0) 的 拓扑 结构 。 人 们 过 去 普 试图 以 多 种 方法 将 5(x) 
定义 为 光滑 函数 序列 的 极 狠 。 例 如 


lim exp( — sa?) = 8(x), 


mpm NT 
其 意义 实际 上 是 说 ,对 一 切 pE ZR 有 


+ 3i» 


exp( 一 nx" )p(x)dx = q(0), 


M im [ t 
这 就 告诉 我 们 应 在 0'(0) 中 引 人 某 种 拓扑 结构 ， D'A) 中 有 
多 种 拓扑 :如 强 拓扑 、 弱 * 拓 扑 (可 以 证 明 对 序列 的 收敛 而 言 二 者 是 
一 致 的 ), 我 们 这 里 则 直接 给 出 
定义 1.2.11 设 fi,f€ D'A), mE 
am (f Pp) =f, p), YeE Zo), (1.2.30) 


则 所在 D(a) mg Wes f. 

EA 1.2.12 dX ff E ZQ) 中 )， 则 对 任意 重 指 标 
a, 0^f; 07, 

ut, ER ee (9), M (— D)"ó^ee ACA), Mif 

(01, 9) = (fj, CC 1)" p) — (f, (— 1) 09) 

= (0f, o). 

司法 可 证 着 «GO 为 一 个 乘 子 ， 则 af — af (在 多 '(9) 
中 ) X P(x, D.) 是 具有 C” 系 数 的 线性 PDO, WU PC, Da) 
fj -* PG, Df GE ZA) 中 )， 我 们 也 可 以 说 : 来 子 运算 和 微 
分 运算 : d a dabas 都 是 连续 的 . 


根据 这 个 定义 ;可 说 Um exp(— n6!) > à(x) (在 D'R) 


中 )。 这 个 作法 可 以 推广 ， 着 有 R 上 的 连续 函数 序列 5GO C 
们 当然 都 是 QUOD) 广义 函数 ), 适 合 : 
NC 


; 0, a, b 同 号 ， 
T 
2) kas J diode 1，a 一 0 一 


则 必 有 h-a 《在 DR) 中 ). 
事实 上 ,着 记 FG 一 | iO, dim FIG) YG) 


Cp. p, 而 由 i 可 知 ， 对 p& ZR) 可 以 应 用 Lebesgue 控制 
cg E rff 


>» 32 * 


D VM 0 


x C(M); 


(Fi, 9) 一 T FjG)oGMx -> j Y (e)p yd 
—(Y, o). 
因此 F;— Y (GE ZR) d), Afi f; -2- Fi -ŻY (a) 
dx dx 


sl) 《在 Z2 (RP) 中 ). 
物理 学 家 常用 这 种 方法 定义 5(), Qin 


I g ; 1 
一 — 6x & — 0 -1 
rte i ( dm 
1 su sin vx 

x x 


———-—64(x) (»—90, j= y). 


物理 学 家 处 理 这 类 问题 的 方法 可 册 Coronop 和 Tieagegko [1], 

LUERE. JUR- FERAE D(a) mss 
EE 8(x); 一 般 说 来 甚至 可 以 月 C” ARE Z'a) HENE 
一 切 D'a) 广义 函数 ， 这 一 点 将 在 $ 4 中 讨论 . 

在 结束 本 节 时 ， 我 们 委 证 明 广 义 函 数 的 微 商 也 可 以 定义 为 其 
差 商 在 D0) HRR, Efe, RIO, 
hitra 0) CE i 个 分 量 是 ho KRÆ 0), W [Kxz 士 人 一 Kx)]7 
A,€ D'(Q). ER o € 9B(9), 则 当 | 刀 | 充分 小 时 ,supp plx 一 A)CC 
K., K =suppp, WEH 4; — 0 时 , supp[e(x — 4)—96O 1c 
天 :。 由 广义 函数 平移 的 定义 《1.2.12)。 我 们 有 
lim (Kerna EZO), 

-- lim Us : (x 一 2 2) 
Z c ; ru 


KES cO) oe 
lim fx Fh) — fe) pean 8f 
jt ^i Ox, 
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以 上 我 们 用 到 了 fim 657) — 060 u PE EDAH) 
Aj Ly Ox, 


这 个 明显 的 事实 ， 
关于 多 "(8) 的 拓扑 结构 的 详细 讨论 可 以 参看 P. Trevesl 1]. 


$3. 广义 函数 的 局 部 性 质 .& 广义 函数 


1. 广义 函数 的 支 集 与 奇 支 集 。 广义 函 数 作为 古典 函数 概念 的 
推广 ， 是 基本 空间 上 的 连续 线性 泛 函 ,因此 谈 不 上 它 在 某 一 点 t 
之 值 。 但 是 说 f[()€2'(0) 在 re O 附近 为 0 却 有 明确 的 意 
X. 

定义 1.3.1 Li f(z) 称 为 在 x 的 某 一 分 域 六 CQ moo, 
是 指 对 一 切 ec (2) ME soppmEF 者 ,有 

(f, 9) — 0, 

$1.21? 中 对 了 一 0 的 定义 是 了 为 £2(9) 上 的 零 泛 函 , MO 
supppcV, iu EEHAE 8 (5,9) 一 0， 即 于 在 2 之 每 点 附近 为 
0, 反之 , 若 f 按 定义 1.3.1 在 2 之 每 点 附近 为 0，f 是 否 (0) 上 
WEZA 这 是 肯定 的 .证 月 如下: 

设 于 在 * 之 邻 域 了 。 上 为 0，{t7,} AX OBJET HESS. 若 pe 
D(A), "AMA {VV:} PEBER {Vihaa Hm 天 一 
suppe. 作 从 属于 Vihaa 的 一 的 分 割 (6;) 并 记 v; 一 oio, 


k 
Ri o = o. ii 


Uo) = 2; ds 


但 因 了 在 V; E79 0 fü suppe,€&V;, tk (j, 9) = 06 Il, 
r), Mila (f, e) — 9 BD f 一 o (ES 12.1? 893€ XL). 
当然 也 可 以 得 出 两 个 £UOO OLER f. e 相等 的 两 个 定 
XL, BB 81.2.1? 中 的 “整体 ”定义 和 下 面 的 局 部 定义 【 它 和 前 一 个 
定义 是 等 价 的 ); 
。 34 。 


EX 1.3.2 若 Q 之 任 一 点 * 均 有 一 个 邻 域 V.。 使 i 一 8 在 
其 上 为 0, 则 称 1 与 8 在 8 上 相等 . 


0。 因 此 将 f 在 其 上 为 0 的 一 切 开 集 取 并 【」U,， 将 得 到 + 在 其 


上 为 0 的 最 大 开 集 . 
定义 1.3.3 上述 最 大 开 集 | UV 在 中 的 余 集 GNL V: 


称 为 f 之 支 集 , 记 作 sappf。 它 是 Q 的 相对 闭 子 集 ， 

读 省 自己 容易 证 明 

DE f€ BO0), pe (0), mE suppffisuppp — 2, 
则 (1, p) 0. 

i) Re ZNATE FREUT: 当 ee Z(20) 在 F 
RARER 0, MA (f, qe) 一 0， 可 以 证 明 supp; — AF, 
AEK suppf 是 具有 该 性 质 的 最 小 相对 闭 子 集 ， 

例 1. 4 0 一 R', Heaviside 函数 的 支 尝 是 

supp Y(x) = ix: x 220], 
xí 的 支 集 也 是 它 . 

例 2. 令 9 一 Rm, supp? 一 {0}. 

上 面 说 过 . 讨论 广义 函数 时 奇异 性 问题 是 一 个 核心 问题 。 我 
们 关于 广义 函数 的 理论 是 基于 C” 将 数 的 ,因此 我 们 认为 C" PRX 
是 “规则 ”的 、“ 正 规 ” 的 等 等 ， 而 非 C? 的 则 认为 是 奇异 的 . 利用 
fe Z'a) 的 局 部 性 质 可 以 仿照 支 集 的 定义 来 给 而 一 个 重要 的 概 
S AH. ”函数 因为 是 局 部 可 积 的 ,自然 是 Z'(0) Y SR 
数 。 因而 可 以 谈 到 fe Z0) 在 某 一 开 集 上 等 于 一 个 C"” ps. 
feo ERR U, LSF CRR f(x) G= 1,2), UN 
Us- $, MÆ VUNU 上 自然 有 hA) = hle), MA flx) 在 
UUU: ESRE—^4- CRR. 这样 就 可 以 作出 使 f{x) 在 其 上 
等 于 一 个 C” 芳 数 的 最 大 开 子 集 ; 于 是 我 们 有 

定义 1.3.4 je 2 (0) 在 其 上 等 于 一 个 C 通 数 的 最 大 的 开 
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子 集 对 于 2 的 余 祭 称 为 了 之 奇 支 集 , 记 作 singsuppf， 它 是 8 的 相 
对 闭 子 集 。 

例如 singsuppY = {0}, singsuppó = {0}, 

M fA, singsupp f Csupp/. 

上 面 处 理 这 两 个 概念 的 方法 都 有 两 个 侧面 : — 25 ii en. f 之 整 
体 性质 当 了 限制 在 某 个 开 子 集 UCO 时 《这 个 限制 记 作 lUe 
£'(U), MEI 只 作用 在 ZU) .上 得 到 的 一 个 D'U) 广义 
基数 ) 得 到 了 在 已 上 的 局 部 性 质 。 例 如 上 土 面 已 证 明 的 j—0€ D. 
《9) ig Oz TOF FRU E125 0. 35 4 5T CRTEUA TER 
"rm. 


定理 1.3.5 车 名 为 开 集 U, zd 2 = U Uas 在 U, 上 存 


在 je D'UA 使 得 当 UN Ue B M UU, = jal UNU, 
这 时 必 在 在 唯一 的 fe 27 (9) 使 flU, = f. 

证 .唯一 性 是 明显 的 ,因为 定义 1.3.1 后 已 证 明 ,车 和 一 0 则 

— 0, 为 证 明 存 在 性 , 任 取 一 个 pe D(A), RX supe = KE 

Q 是 紧 的 ， 所 以 只 需 选 有 很 多 个 Us 例如 U,,---, U, ME KC 


k 
U U. EARTE {U} 的 一 的 C” 分 守 (0), HE i — dip. 
jei 


则 X9;- o ME suppe;CU;, 从 而 (;, o;? HEX. RIE 
X 


0.9) = D Go p. (1.3.1) 


这 时 需 证 这 个 定义 是 合理 的 《wdl-defined), 即 f 与 一 的 分 割 的 作 
法 无 关 、 因 为 设 有 另 一 个 一 的 分 审 US), XX 一 1 则 upe 
BVIND), 而 由 假设 ， fiU, nu, -— flU, NU,, 所 以 


{Ís 9) n 21 (fi, Xup;) 
ms 2; 2; Cfi, Xioj) 
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= 5 (f D xe) 
= 2 fi, X». 


定义 的 合理 性 得 证 . 

将 这 两 个 方面 综合 起 来 , 我 们 涪 Z0) UARRA E 
(sheaf) 的 性 质 。 直 观 地 说 ， 所 谓 娠 的 概念 有 两 个 方面 ,一 是 一 个 
其 有 某 性 质 的 对 象 在 尾 一 开 子 集 上 的 限制 仍 具 有 这 个 性 质 ; 二 是 
若 在 每 一 个 开 子 舍 上 各 有 一 个 其 有 某 性 质 的 对 象 ， 而 且 在 两 个 开 
子 集 的 ( 非 空 ) 交 上 这 两 个 对 象 相等 ， 由 可 以 将 它们 “ 粘 ” 起 来 成 为 
一 个 整体 的 对 象 。 怀 的 概念 是 现代 数学 中 的 基本 概念 之 一 , 读者 
可 以 参 冰 有关 的 著作 . 

DPA) 广义 函数 不 仅 可 定义 在 Z(0) 上 ,而 且 有 

EH L36 若 je 2'(0) RÀ XE K, Wf 4A nIUIBE—7; 
RARA FERF E= (ec CA), suppen K 26) E, 使 当 
spppNK =Ø tf, J,e) = 0, | 

证 . 作 sappe 站 天 在 2 中 的 两 个 开 邻 域 VEU, WU m 
U, 构成 的 开 履 盖 : iV, Vi V= Uu, Vice U, EMET E 
的 一 的 分 割 (du, du) 当 有 9 — hp + php = p t p, A PE 
DPCO), suppe;CU,, suppg;C Vi, TB EX suppe;fl K = 9, 
因此 若 f 可 拓展 为 了 ， 则 应 有 G o= 《f, om》 从 而 这 个 拓展 是 
唯一 的 e 

FEE. 对 g& E 我 们 已 作出 了 分 解 式 p= p +e, 并 
且 看 到 应 该 令 (F, gq) 二 Gsp). 问题 在 于 这 样 的 了 是否 食 理 定 
义 , 叶 对 另 一 种 分 解法 p= gi 十 ps ESA G, v? = U 09)? 
记 中 一 9 一 pl， 则 ge DO) ME KN supp h = KN supple, 
一 9 一 贡 ， 因 此 《和 一 0 而 人 9 一 9 和 这 样 定 
义 出 来 的 j， 具 有 定理 中 所 说 的 性 质 是 明显 的 . 

2. 具有 紧 支 集 的 广义 函数 . 若 1€ (00. RARE ke 
2, Wff— pE C0) = 80) 〈 不 一 定 有 紧 支 集 ) 都 在 定理 


exe 


1.3.6 的 五 中 ,从 而 了 可 以 拓展 为 (9) 上 的 ?, WB. 

人 p) = 0, p) = (f, ww), (1.3.2) 
HERRES o REER. 不 但 如 此 ，, 4 KK, —E FRE 
函数 p 使 supp, CC Ki, Jig (1.3.2) 有 

1G, e») = 10, 0,9)! 
«c» sup [DX pp) 


laii; FK 


«C, Zi sup Del, (1.3.3) 


lal «i, 


这 里 C, 和 于 由 Ky 决定 . 但 snp D'el 均 为 8(9) 之 半 范 , 故 


H (1.3.3) 知 ， 拓 展 而 得 的 ?是 (9) 上 的 连续 线性 泛 图 ， 即 
中 (9) 之 元 。 

友之, 设 7 了 为 G6(9) WAS. BA EE K 可 找到 
Ci > 0 和 非 负 整数 《使 (1.3.3) pz, 将 了 限制 在 (9) 上 将 
得 到 一 个 2'(0) 广义 函数 :因为 若 pe Z(0),id KOsuppo, 
将 有 
sup|D" el Twp |D*e| < supl D el; 


Mari (1.3.3) 成 为 
KEDER 2j sup [Dg], ee C0). 


这 一 个 D(a) 广义 函数 具有 紧 支 集 于 K, 之 中 。 因 为 若 supp 8 站 
K, — Ø, Jl sup ID^g] = 0 ffi (Fp) = 0。 总 结 以 上 即 得 


定理 13.7 4(0)-—(f;feZ'(O), suppf AK). 

可 以 证 明 DS 4 (0). ADIERA, (ceto) 
是 调 显 的 ， 而 且 当 e;- 0 Æ Z0) 中 ) 时 ， 因 为 supp qi 均 
ETE- HARER, MEER LH E— a, 对 x 一 致 地 有 
D'o;X) -> 0x: E ETE O7 UP K E ,xPEE— a, D'p; 在 
天 上 一 致 趋 于 0, BI po CF 4(0)) 中 .因此 £7 (2) €» (0). 
MARAR P (OCZ (0) 也 是 自然 的 ,定理 1.3.7 则 进一步 
对 E ETAL EO 中 的 元 称 为 (90) 广义 函数 ， 而 且 前 
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面 讲 的 关于 Z0) 的 性 质 与 运算 ， 对 4) 都 成 立 。 崔 一 需 
要 修改 的 是 

EX 1.3.8 £fe g(a), fE 4 (a) 而且 对 一 切 pE gC) 
is 9) — 0, o5, Wik ff 一 1( 在 (9) 中 ). 

显然 “hl ea) m)" "ft FOE Z'a) m", 
因此 ,不 但 有 £(0)cZ'(o),tiBRA e (0) 2'0). 

3. 广义 函数 的 局 剖 构 造 ， 前 面 我 们 看 到 ，Q 上 的 连续 函数 因 
为 是 局 部 可 称 疯 数 , 从 而 是 广义 函数 。 基 此 ,连续 函数 在 广义 函数 
的 音义 下 具有 各 阶 徽 商 。 现在 我 们 要 证 明 , 每 一 个 D'a) 广义 
琅 数 局 部 地 一 定 是 某 连 续 函 数 的 有 限 诊 微 商 。 准 确 地 说 ， 我 们 有 

定理 1.3.9 # je Z'(0), KEA, WAEA Fe L(K) 
雇 及 整数 m 宕 0 存在 ,使 在 KK 上 有 


Jai C ru ix) e 


iE. BEN 1.2.1， 必 存在 常数 C 和 整数 + 之 0 使 对 ec 
C”(K) 有 


INE 2 sup [D"ol. 


为 了 下 面 讨论 方便 , 我 们 引用 一 个 记号 (D CR (On 0.5, 
而 且 引 人 一 个 集合 

E = (0; $ = (D)*o, pE CK}. 
因为 我 们 规定 了 9 有 紧 支 集 ， 所 以 给 定 上 中 一 个 小 必 有 唯一 的 
与 之 对 应 。 显然 ECL(K), SiTÍEE EWAUL L(K) 范 数 ， 我 
们 要 证 明 , X ()CE E lelea 0， 则 对 相应 的 {qj}， 有 
G i》 一 0。 这 是 为 ,K 可 以 合 于 一 个 边 长 为 的 立方 体内 ,对 
任 一 >>0 Rpt jh 时 


NOLITE e/t, (1.3.4) 
因此 
(Dyte; = EE RC dras 
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应 该 适合 
1(D)teil & e/I'**?*, 
利用 这 个 式 子 , 对 (De; 作 适 当 次 数 的 不 定 积分 ， 并 设 121, 
即 有 
l [D pj « 8, 

所 以 (f, 9,) — 9. 

(e) KRE PUREZA, RTeiéciBIü——X«M, 
所 以 也 是 由 < 吾 的 线性 泛 函 。， MAX ELB LK) 拓扑 是 连续 
B). 天 此 ， 由 Hahn-Banach EM, (f, e) 可 以 拓展 为 LK) 上 
的 连续 线性 泛 函 . 因此 ,一 定 存在 ge L"(K) 使 E 


uus i 9 


4 m—k- 1, (71)90rg = F, MA 
(Js p) — (DX F, o), g€ C"(K). 
这 就 是 说 ,在 天上 有 f (DYF, gEPRUEHS. 
xl. #4 


则 GC) 是 连续 函数 ， 而 且 〈D)G 一 P， 从 而 f= (DG 一 
(DYF 在 K 上 成 立 ， 所 以 fe (0) 局 部 地 可 以 表示 为 Re 上 
的 连续 函数 的 有 限 阶 微 商 。 | | 
^o Æ2. EH xG)ecCi(Q) 而 且 在 天 附近 X(x) = 1, 则 在 天 
E XG) = 1, 从 而 由 推广 的 Leibnitz AR (1.2.19) 知 (D) G= 
(D)'"(x6) GEK E), Bii, fe (0) 又 可 以 局 部 地 表示 为 其 
有 紧 支 集 连 续 函 数 的 有 限 阶 徽 商 。 

现在 来 看 je 4《0) HRR. TEX POCZ), € 
REA 1.3.99 中 的 六 适合 suppíCK€Q, WE 

EA 1.3.10 fe 4(0) 可 以 表示 为 一 个 具有 紧 支 集 K 的 连 
续 函 数 的 有 限 阶 微 商 。 这 里 K 可 以 包含 在 uppi 的 任 一 个 邻 域 
之 中 。 


a 4Q * 


s j^ Edit das. 


下 面 要 讨论 一 个 重要 的 特例 , 即 supp! 为 一 点 (不 妨 设 supp/ 
一 {0}) 的 情况 。 这 时 我 们 需要 以 下 的 定理 : 
定理 1.3.11 # je 8'(0) RAE SIBEr <k, fü ee sA) 
连同 其 直到 不 阶 在 内 的 微 商 均 在 suppf =K 上 为 0, Bil 
ge (f, v) — 0, 
证 . 令 8 充分 小 ， 对 K = supp! ER s REEK. 于 是 
对 任意 小 SEE K, 上 lp <a Cal — 4D. 利用 积分 关 
AA 
pl) = f + plr + s(x — ro) Jit, x, € K, 
9 t 
可 以 证 明 在 K, EXP jal =k — 1m lap] < (sw nn. 仿 此 
即 有 
18"gp| « (V en), lol «A. (1.3.6) 
现在 令 Ko 的 特征 函数 为 Xa), i0 (1.1.7) MEERN IRE 
alx) fi suppa,CKua, MEE Kon 上 oslx) 1. 由 (1.1.8) 
又 有 [a)l < Mp. 
令 d.) mmo Gp), 应 用 Leibnitz 公式 和 上 式 有 
109, C) | < Clel- PV E ntg Cp = pi Hp) 
= C|e|* "s, 
以 上 1p1 <k 但 在 Ku, 上 d. — 9. MUR 
(v) = Cis o). 
但 由 于 了 的 阶 数 LA, 
IG, 9 = 10, 41 


«C 5 sop |D'&,] < Cz. 
alak E 
H7 ZERERA C py》 一 90。 证 毕 . 
以 前 , 我 们 只 证 明了 TP 在 K = suppf 之 某 个 邻 域 上 为 0， 即 


TRIE (f, o) 一 0， 这 个 定理 是 它 的 重要 改进 .又 要 注意 ,定理 
中 中 之 直到 不 阶 在 内 的 微 商 均 在 上 为 0 的 条 件 不 能 写成 9 在 天 


e 4l 


上 为 0; 因为 天 不 是 开 集 ， 而 可 能 例如 只 是 一 点 。 Uis. H 
vlx 三 0 得 不 出 9plxs 0, 

ÆA 1.3.12 4: suppf 一 {0}, 则 +f 必 可 表 为 8Cx) RARE 
EUER ZR b. i 

证 .这 里 的 fe 4'(0), WAARA k XHE— p(x) € 
4(0), 将 它 在 x 二 8 处 按 Taylor AREN: 

o ?(0). 
eG) e D Oe + ao, 


als 
则 因为 余 项 pl) = OCIX |"), BEDA 9*0) — 0, lo] <k. 从 
fd EXES, (,0)—0,; 而 
h= M If. x^ )g X0), 


el«k 


记 (p 二 (5 x) = ca。， 则 上 式 成 为 


(5,9) = P, (— capo) 


ie le 


i 


> cC, P)» 


Iai«k 


所 以 1 一 Y r7. S. 


iagt 
$4. X B 
1. 落 数 的 党 积 . 设 1 和 8 是 R" 上 的 连续 函数 ， 其 卷 积 即 是 
积分 
G*2)6 一 jx IODE 一 »)dy, (1.4.1) 


但 这 个 积分 不 一 定 存 在 ,为 了 使 它 有 意义 ,例如 可 以 设 了 或 有 紧 
支 集 , 因为 这 时 实际 上 是 在 一 个 紧 集 上 上 积分。 也 可 以 设 f,，& 的 支 
集 在 * 之 0 处 ， 因 为 这 时 上 述 积分 的 积分 区 域 对 任 一 固定 的 z 实 
际 上 是 紧 集 0 y x. 
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当 (1.4.1) HEXIA ry m 有 
GRD = | , fe — rea 


= (gx). (1.42) 
因此 卷 积 运算 六 是 可 交换 的 。 同样 也 容易 证 明 它 是 结合 的 : 
(xg) b — Dp), (1.4.3) 


这 里 应 该 设 例 如 j, £g, 天 中 有 两 个 有 紧 支 集 ， 

(1.41) 可 以 看 成 是 g(x) 的 平移 g(x 一 ?) 按 其 平移 之 大 
小 加 权 Fady 求 和 ， 因 而 在 Peg 中 保存 了 8g 的 性 质 ， Dong 
的 微分 性 质 。 因 为 设 ge C* 而 f 为 连续 且 有 紧 支 集 (8 有 紧 支 集 
也 一 样 ), 利 用 积分 号 下 求 微 商 的 公式 可 知 fee Cct, 而且 

O'(fkg) = Px0'8( — 87 kg, qu fup, lel sk. 

(1.4.4) 
内 为 当 ye K = suppi ix 固定 时 
[£(x + à — y) — £(x — 01/4 - 8.8£(x — »), 
Hi Lebesgue FERAE SEBDAS 
lim [Qs Xs + 4) — (x14 


= [1600.8 一 Day， 


以 上 我 们 是 对 连续 的 f 与 8 求 其 卷 积 ， 但 在 应 用 上 时 常 要 对 
例如 f, g€ L《R") 求 其 卷 积 (1.4.1)， 这 里 ,我 们 要 用 Fubini E 
理 。 因 为 


[o Tutos — 01e = | 1101e7, Tace 


有 意义 , 故 另 一 个 逐次 积分 | dz | HOEG 一 yldy 也 有 意义 ， 
这 就 是 说 
4G) = {fC g(x — vay 


对 几乎 所 有 的 x 有 意义 ,而 且 AE LR), 并 且 


lale < | dx | IOI gx — ylay 


= [Mf * lel. (1.4.5) 
这 些 结 果 有 重要 的 推广 : 
定理 14.1 X /j6eL.geL'(pzl1)Uia-fxgeL, 而 
且 有 
(Allo s lile: - dello. (1.4.6) 


证 。?# 一 1 的 情况 前 面 已 作 了 证 明 。 对 po1, Hi Hülder 
不 等 式 和 Fubini 定理 有 ( 记 |f] = 177117) 


aP « ( [HO levy {lace — tto. 


由 前 所 述 [lr yO) ldye Ly 因此 ALEL, XR 
分 有 


uad "(Vas ace — trio Y" 


fiolar) (Euro) ( recon)" 
= (Allele 
以 上 工 十 二 一 1， 
不 等 式 (1.4.6) 称 为 Hausdorff-Young 不 等 式 。 
关于 卷 积 的 支 集 ,由 定义 式 (1.4.1) 立即 有 
~ supp(f* £)C-supp f + suppg 
= {x + Y; xE suppf, Y€ suppg]. (1.4.7) 


“ 鞭 实 卷 积 对 我 们 不 是 陌生 的 东西 。 v1 中 的 磨 光 算 子 即 是 用 
磨 光 核 J 与 E FER: 


lile = ( [ue pax) 
= 


fe = Jf. (1.4.8) 
REMEH f 的 一 个 正则 化 序列 . 但 是 这 个 方法 可 以 大 大 推广 ; 
正则 化 核 不 一 定 村 采用 (1.1.1) 中 的 a 来 作 ， 而 可 以 采用 任 一 个 


和 


BE CIR), RECEA 0oclUXE | Ddr = 1; FER 


一 定 要 是 连续 函数 ， 总 之 我 们 有 , 令 P= 6P (£). 


定理 1.4.2 若 je L'R"), JU] j —,*/€ C"(R'), iR. 
Ei peo if | — tile- 0 Ce — 0), 25 ECHR), Wl f € 
C8(R*), 而 且 
supló*f, — Orfl > 0(e >0), lal Sh (1.4.9) 
WE. XP je L? 时 ,由 定理 1.4.1，f,€ L', 而 且 因 
46D = | e (x — DG 
= | eG — ends, 


故 由 Holder KEA, K IEC = 66) — [0G) "^ [00)]**, 
有 uos 


4G 一 F) GOLE — e) — fO) 1| dt 


« fo 

«(Tut - «0 — OPAN, 

从 而 
lf, — Alee < lecoas( | He = er) 一 Kelear )^ 


< sup( | fs — e) 一 /ldz) 


但 由 L? 函数 的 整体 连续 性 LL CoGosen [13) ROAD, lfe 一 fle 
0。 其 余部 分 的 证 明 自 明 ， | 
最 后 ， 我 们 再 提出 Havsdorff-Young 不 等 式 的 一 个 推广 : 若 
2 9, 了 是 实数 : I<p prato 而 且 二 一 六 十 二 一 
Wis fe L’, ge L* M, rege L 而 且 
M s eller < Melela. (14.10) 
证 明 在 此 略 去 ,读者 可 以 参 者 Treves L1, 
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2. J SER SE FOR BERT AER, MERER E ERAS BIER: fI 0 
I XGRÉCE. ODEARASUEM MIU XB ERU C" ARP 
WHER. KERIA d 或 ”具有 紧 支 集 。 我们 不 妨 再 看 一 下 
也 是 函数 的 铺 况 。 这 时 由 (1.4.1)， 
Gp) = [fy) p(x — y» 


的 


| —GNgex-—»» 
可 以 看 作 是 f 作为 一 个 广义 函数 作用 在 p(x — y) EAH, a 则 
看 作 参 数 。 因 此 我 们 先 考虑 一 般 的 含 参 变 量 的 情况 。 这 里 我 们 有 
"TIERS - 
EA 1.4.3 设 p(x, 7)E Z2(0,), 1 为 实 或 和 揽 参 数 ， 而 且 
supp pls, ))CK€Q0,, KY x 在 某 开 集 避 中 变动 时 与 无 关 , X 
设 对 任意 重 指 标 a,8,01059(x, Y) XE x, y ER, 则 对 任意 的 
102 € £2'(9,). 
F(x) =s qo», ox, »» 
对 zx 在 了 中 有 连续 微 商 : OFC) = (G0, dpl, »)) GEA 
括 8 一 0 的 情况 ). 
证 .为 方 使 计 不 妨 设 xe UCR'!， 划 对 充分 小 的 5, x 十 h€ 
U, 而 spp 二 [ex + 5,) — ex, »)) CK, MEHE Lie 
*h,»)—9(5,»)]) = Japle + ih, X) (0i), M 5— 0 
时 在 £(Q,) HEF dpl, y) Bit 
F (x) = lin B [F(x + 5) — F(2)] 


= im( 0), Elele + h, Y) — o )1) 


= (f(y), 8,9(x, »)). 
其 它 情况 证 明 类 似 。 
现在 设 fe DCR"), ee 锚 (9)， 我 们 给 出 以 下 的 
定义 14.4 (p ko)600 = (G2, plr — »)). (1.4.11) 
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于 是 出 定理 14.3, (fx qm)(x)E C0). 我们 还 可 以 计算 其 
支 集 而 知 (1.4.7) 这 时 仍 成 立 : 
supp (f *¥ p) Csupp/ + supp p. 
事实 上 , 若 x €suppf-kseppo, M4 yE suppf 时 x—Y» € suppe, 
因为 否则 xe(»--suppeCsuppf--suppo,. BUJÉjà x£suppi4- 
suppg 意味 着 suppfüsuppp(x — = Ø, Mug C. VHS 
定 的 f* 9 在 zx 附近 为 0. 
一 般 说 来 (fg)(x) KRAKER, HH f — 
Bh. Gpe Ca (R^) MERZ (1.4.7) Bro. l 
.这样 定义 的 卷 积 自 然 谈 不 上 交换 性 ， 和 要 到 下 面 定义 了 两 个 
广义 函数 的 卷 积 以 后 ， 才 知道 xo 一 mp*f， 但 是 结合 福 是 明显 
B9, BIA 
EH 1.4.5 7 je ZQ), p, pE PCA), W. 
MOLIOLPLISLICLIAR TER) 
Xr ERE RERE ASIA. : i 
引 理 1.4.6 25 mE €1(R), pe CR"), Jil Riemann 和 
2 plr 一 mip mh) (1.4.13) 
在 CIR) dmukSor lkp). 
dE. (1.4.13) 对 固定 的 x 收敛 于 (ox $)G EAH, W 
在 要 求 的 是 在 CAR) Høre, BD (1.4.13) 对 充分 小 的 帮 x 
集 全 在 一 个 固定 紧 集中 而 且 其 对 x 的 微 商 , 当 阶 数 S e A E DE 
Ve — SUR OCT (Oppe) Cal <k). 前 一 点 是 明显 的 , 
因为 和 (1.4.13) 之 支 棠 恒 含 于 supp 十 sopp 几 m; 而 县 其 微 商 
EKAT | atol — Ody = (Oe x 4)CO. 
定理 1.4.5 之 证 。 由 定义 1.4.4 与 上 述 引 理 
pk Go) = GO, pkp — »» 


= lim (IG), 2eG-»- mh)b( mks") 
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= lim DOO, plr — y — mh) BmA) A 


= lim > (Frp 一 mA)p(mh)h" 


(o—f*o)*o. 
在 $1 中 我 们 用 磨 光 核 作 卷 积 以 得 出 函数 的 规则 化 序列 。 类 
似 的 作法 对 广义 函数 也 是 适用 的 。 下 面 我 们 采用 定理 1.4.2 的 记 
号 而 有 
定理 1.47 设 fe D'R), 9 1 0, -he C"(R*), mH 
当 5 一 0 时 f,— f (在 PR) i9), 
WE. 记 eG) 的 反射 为 P = pl rY, 容易 看 到 《f,， 
p) = G.*4) (0) = (fk) (0) — (f, (0, 92), iX 
的 oc PCR) fec (RW) 已 在 定理 14.3 HER, MEE 
定理 1.4.2， Pky 之 各 阶 微 商 均 一 致 收 全 于 pud: 又 
supp, * $C supp 9, + suppë 当 ' 充分 小 时 含 于 supp 妆 的 一 个 固定 
PRAE D, x e) — $0 (在 DRY E). 因此 
Emfas p) = lim(f, (P, *$) Cx)) 
d ur p) 
而 定理 得 证 . 
类 似 的 结果 对 fe D'A 也 成 立 ， 这 时 有 
定理 1.4.8 若 je 多 90), 则 必 可 找到 一 个 序列 fe DA), 
E f| (在 Za) m) G> +o). 
-证 - FoR RERIATRFA {Ki} 并 作 其 截断 永 数 为. 
使 supp X; :C0. 再 取 一 串 si 一 0 并 如 定理 1.4.2 那样 作 0, = 9,,, 
因为 它 的 支 集 当 s; ->0 时 趋 于 一 点 (0}， HOS i 充分 大 时 有 
'supp D; + supp X; C Q, (1.4.14) 
于 是 Xife (O0), ifünTEL FH 0; ELLA Beo 
f; = Gk. 
由 定理 1.4.3 pE CR"), 而 由 (1.4.14) 
supp /jC supp(X;f) + supp ®, supp X; + supp 9; Q, 
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.因此 ne 2(0). 现在 任 取 oc D0), 我 们 有 
(f, P) == Qf Di (0) 
= LX, (O;x $))(0) 
= (Xij, (B; 45V) 
一 《Xif (Dix p)) 
= (j, X(Gi 9). 
BE d, 与 o; 一 样 是 一 个 磨 光 核 ,因此 我 们 可 以 和 定理 1.4.7 一 样 
地 证 明 当 j 一 十 co 时 ,Xj( 名 六 q) 一 p (在 20) p}, ik 
| Jim (fj, e) = lim (f, X( B, )) 
= (f. o). 
从 而 当 1 一 十 co Bl, fj- £e 7" (0) m), 
前 面 我 们 曾 提 出 了 一 个 间 题 ， 广义 除数 作为 古典 的 讨 数 的 推 
广 ， 走 了 多 么 远 ? 现在 我 们 看 到 ， 一 方面 任 一 个 fe Z'(0) (或 
4'(0)) 都 局 部 地 (或 整体 地 ) 是 某 个 连续 函数 有 限 多 次 的 微 商 : 
男 一 方面 ， 又 总 可 用 连续 函数 (甚至 是 C5(8) MOER? 
FAEN. 因此 ,这 种 推广 是 很 实 实在 在 的 ,而 不 是 漫 无 边际 的 玄 
d. 
3. LARDER. 最 后 我 们 来 考虑 j ece (0) 时 应 如 
AEX f*&. 为 此 我 们 还 是 先 看 两 个 连续 函数 了 和 8 《并 设 其 中 
之 一 ,例如 8 有 紧 支 集 ) 的 卷 积 的 一 个 性 质 : 


(106, o0) = ecoss ioi — 9 


a Lo | ply + y) 
: gly)ay (x — y = y) : 
= (06), GG), eG»). (1.4.15) 
现在 设 fee Z'(0), Ti pd (ling) RARE, W 
我 们 给 出 
定义 1.4.9 ”我们 定义 1 * 8 为 Z'(R*) 广义 函数 
Cf* gs p) = (G0, (G0, ex b y)». (1.4.16) 
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但 是 要 使 这 个 定义 成 立 , 就 要 知道 它 确实 定义 了 一 个 名"(R*) 
广义 函数 。 为 此 , 首先 应 该 证 明 (g《y)、 plx 0)? € 2R), f 
2) x BE e) = Cely), plr 十 y))E C~(R*) 是 清楚 的 , 其 
次 pl) = (GO), ex — y)) = Ekg， M supp supp š+ 
supb E—D ER, A G2 € Z(R”). 其 次 应 证 《14.16) 是 
ec (R°) 的 连续 线性 证 联 。 它 是 线性 泛 函 是 清楚 的 . 而 当 

qj — 0( 在 Z2 (RO) EE REM 1.4.3 知 (x) = Cely), p+ 
x)»— 0k ZR) d), Aii (Pg, v0. 因此 这 个 定义 
是 有 意义 的 . 
不 但 如 此 ,还 可 以 知道 
(gCy), (GOD, gx 士 2?)>> 
“也是 有 意义 的 ， 因 为 这 时 可 以 证 明 (GO, plr 十 y)》= 42€ 
C"(R*), 而且 当 9,40 (ZE QU) H) 时 o6) = O2, 
pil d y))-* 0 在 C"(R*) 中 )， 从 而 上 式 也 定义 一 个 D'R’) 
广义 画 数 。 至 于 它 是 否 与 人 1.4.16) 相等 ,我 们 将 立即 来 讨论 ( 见 下 
文 的 交换 性 一 点 )。 

卷 积 是 一 种 与 溢 积 很 相似 的 运算 所 以 下 面 我 们 首先 来 看 它 
的 代数 岂 质 。 但 是 我 们 也 看 到 并非 全 意 两 个 广义 沙 数 都 可 以 求 
ERRI, 多 需 要 很 设 例如 除 一 个 而 外 都 有 紧 支 集 。 下 面 我 们 不 再 
一 一 列 出 这 些 假 设 ,而 是 设 以 下 所 涉及 的 运算 都 可 以 进行 。 

D 结合 性 : Pp) — (og). 

证 ， 任 取 pe DCR"), 我 们 有 

(P8 GU 42, 9) = 060, GG0. GG), er + y t 2225) 

—Q*g)*^, o). 
Od) 交换 性 ; fg — gf, | 
iE. 任 取 p, 6€ DR), W q*$€ PR), 而 有 
CO G*gyk(o*) = (f*g)x (pp) 
= f*pko)*xo 
= (fx p)* (gx o) 
= (gx do Go e) 


- 
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= Cg*f)xdo) 
= (gf) qq). 
这 里 我 们 利用 了 结合 性 ， 以 及 函数 的 卷 积 的 交换 性 一 一 注意 f 
p，g 米 由 都 是 C” 函数 。 BRAWA XAR jo 户 以 至 对 任意 
9€ P(A), f*o - fio, Mi 
Chs p) = (hx) = Ch PO) = (5, 9? 
RU f-fh; MDHEEEXSDM (kg)kg—(r*D*eo 以 及 P 
g=g*j.. 
ui) DEE. Uf e 对 每 个 因子 是 线 链 的 ,这 是 自明 的 ， 
由 以 上 几 点 即 知 至 少 一 切 具 有 紧 支 集 的 广义 函数 对 加 法 和 卷 
积 成 为 一 个 交换 环 (其实 是 交换 代数 )， 这 个 环 是 有 单位 元 的 , 因 
为 我 们 有 


x. M 
j* = 8*j] =f, (1.4.17) 
因为 6 是 具有 紧 支 个 的 ,所 以 革 式 对 一 切 f& D'R") 都 成 立 .证 
明 是 很 容易 的 ， 对 任意 pE ZR), AX 8k p= ly), g(x 一 
7)》 二 p(x), 故 
(8) kg — f*(8q)- f* yp, 

WA (Gi) 即 知 P 8 — f. 由 交换 性 又 有 5*f f 8 — f. 

v) 卷 积 与 平移 我们 用 r, 来 记 平移 算 子 : ”对 R* 上 的 函数 
£60, Cra) = f(x — 5), 而 对 广义 函数 fe DR), 3082 
中 所 定义 的 《1.2.12) 


《ri e) — (f 059), PE DBR). (1.4.18] 
用 ös 表示 6(x — 5), MEER 
Taf 一 8,*kf, f € DR"), (1.4.19) 


事实 上 ,对 任意 e € ZR"), di (1.4.15), 
(8,1, py = (GO, (GG. , ex + y)» 
= (f(x), plr t 5)? 
= (f, Tap?) 


t 5f œ 


zn, p)» 
故 得 (1.4.19)。 cr 43 AE — AEREA RA T ERR 
不 变性 : 对 任意 的 fge QUO). 
P*rg =r, *g) 一 rg. 
证 明 是 容易 的 : 对 任意 € Z2 (R^), 
Ga E). p) =G 060, ex + 6)) 
= (fl), (gOD, ple + y t 8» 
= (fls), (860, v ag(x + y)» 
= (GO, GagODs eG + 30»? 
E vag, 9). 
重要 的 是 这 个 性 质 的 逆 . 
定理 1.4.10 ik T:Z(R')—4Z(R*)fxG&Evwa ZTH 
一 切 平移 均 可 换 , 则 必 存 在 唯一 的 fe DR") 使 
T9 —Í*o, pE ZMR’). (1.4.20) 
证 。 先 证 唯一 性 。 若 这 样 的 1 存在 , 必 有 
l (f, 4) = (Fx p) = (Te) 0), 
因此 f EEI., XH EXE XB f: 
DCR) ? e -(T9)0), 
由 工 的 连续 性 确实 是 一 个 DR) 广义 函数 ， 用 rap 代入 上 
式 , 再 用 了 与 v., 的 可 交 痪 性 有 
(TXA) = ra Tp(0)) = (Tr_sp)(0) 
= fx (rp) = (x92). 
由 天 之 任意 人性 即 得 定理 之 证 . 
.关于 与 平移 可 换 的 算 子 的 进一步 的 讨论 可 见 L. Hürmander 
[3]. 
C eeu) = Of g = f ôg, (1.4.21) 
证 . 性 取 pe g(R°), fil 
(Ofk g), e? — C— DP" fx g, 879) 
= (G2, C7 1)" (662, 829(x + 322) 
. 5225 


- (G0, (00g GO, ple + 0)» 
= C kÓO"g, p). 
利用 50 是 D'R) 关于 卷 积 的 单位 元 即 可 将 广义 函数 
的 微 商 换 成 卷 积 , 事实 上 我 们 有 


O°f = F(E x F) = 87? x f, (1.422) 
Lt, 对 于 常 系数 PDO P) 我 们 有 
P(0)f = P(OY8 f) = P(O)8*f. (1.4.23) 


wii》 卷 积 与 文集 和 奇 支 集 。 对 于 函数 的 卷 积 以 及 函数 与 广义 
函数 的 着 积 , 有 关于 其 支 集 的 性 质 :， suppf*gCsuppj 十 suppg, 现 
在 要 证 明 它 对 广义 函数 也 成 立 。 这 里 和 前 面 一 样 ， 设 1, gE 
D'R) WE££Z£Hü8—T^BEKKXÓSE. FREA J, OR, (1.1.2)》 
BEM 14.7, X4 e — 0 lb Peg J-— fxg (在 D'R) m, 
于 是 因为 i 

suppfok go Je = supp{* (£g Ja) 
Csuppf + supp + supp Jes 

而 supp Je — (0), Mid 


supplf*g)Csuppf + supp8。 (1.4.24) 
XTOS OS UUB XMH R | 
sing supp(f * g ) CC sing supp f + singsupp g. (1.4.25) 


WE. RUE CH OEGEHR.— 于 是 作 截断 函数 P ETE. singsupp 2 
HLEA., 4 go— bg (1 — $02, W C1 — pee cil), 
而 f*(1— 49)g€ CR), WEERLE RTULIEE WE, t 
有 

sing supp(f * g) = sing supp * 9g ). 
但 在 (x; (x) — supp gC (sing supp] HERRE x H3 C^ BB 
数 。 因 此 

sing supp(f * g)Csingsuppf + supp Pg | 
但 由 由 的 作法 可 以 使 sappyeg 任意 接近 于 singsuppg， 故 (1.4.25) 
成 立 . 

以 上 的 讨论 中 我 们 总 是 规定 在 所 有 涉及 的 广义 函数 中 最 多 除 


-$3* 


一 个 以 外 都 有 紧 支 集 ， 但 这 是 不 必要 的 ， 例 如 只 要 以 下 的 映射 
supp f *suppg — R", 
《rs y)t— x b y 

EE (proper) 的 (即使 紧 集 的 原 象 仍 为 紧 靠 ) 即 可 事实 上 ,对 
9€ DCR”). F xc y€supp ep, Nj (x, y)€ supp f&supp£ 必 
TEES. ME sy) 在 投影 映射 下 的 象 (n, 901979 x 与 (+， 
Diy 也 在 紧 集中 变动 ,因此 o, p(x 十 y)》 有 意义 ,而 且 
3$ x48 LC CREE (OS 0, BO (EG, (x t »)» € (7), 
AT GE, CEOs pl t y) AEX kg 有 定义 . 

.一 个 重要 的 情 兹 是 考 藻 R ZEE R, = {r; > 0) 中 的 
连续 函数 集 e 这 时 

1 x R, —R', (x, y) rty 

自然 是 适当 的 ， dk CR) 中 任意 两 个 元 的 卷 积 有 定义 ， 实际 
上 它 可 用 紧 僻 [0, r] 上 的 积分 


Gre = È IOE — y)dy 


= NOT — y)dy, x z0 


KER. TÆ Co(R+ ) 可 以 证 明 , 这 个 环 是 没有 零 
因子 的 〈Titchmarsh 定理 六 ， 因 此 CCR+)》 对 于 本 "可 以 扩充 为 
Run J. Mikusinski nd esp RAS “ 算 子 演算 ” 理 


论 , 它 与 广义 函数 论 相当 接近 ， 读 痢 化 知 其 详 可 以 参看 】. Mikusin- 
ski (11. 


$5. 张 量 积 与 核定 理 


1. 张 量 积 的 定义 与 基本 性 质 . 设 QCR”, QCR” 是 两 个 
Js. z pile) € gcn =l, 2), 我 们 定义 其 张 量 积 (CA 
PX, y) = CAES) - gily); 而 空间 £9) 与 D(A) 的 代数 


-D (BAI XE OOSHB Rob ORAE RE 0 HM i*6 =b, 
e $4 o 


张 量 积 为 以 下 形式 的 有 限 和 之 集合 : 
DJD ZA) 一 12 qi? Gpf?G), 


ec), sez]. Q5) 


现在 证 明 它 在 (Q9, x 9) pR FAE). 事实 上 ， 设 
plr, y) € ZZ(Q, X Q), 不 妨 设 K 是 边 长 为 工 的 立方 体 ( 以 (0, 0) 
为 中 心 ) 而 supp pCK， 子 是 将 ple 控 辐 期 拓展 到 天 外 ,得 到 一 
个 DR+) 中 的 以 工 为 周期 的 周期 函数 (Or, y) NEPER 
斯 函数 0,€ n (Roi) (1 1,2), WE supp(9,090,) CK, H.E 
suppp 上 8,998, — 1, Jl] p= (0,906,)9 , XE lr, y) 用 Fou- 
rier 级 数 展 开 : 


HEP y) di Stu e OIART How, (1.5.2) 
Eam TCR | name Te urdrdy, 
(1.5.3) 


反复 利用 分 部 积 分 法 即 可 证 时， 对 任意 非 负 整数 叉 ， 必 存在 正常 
数 Cw 0 使 
TP < Cy(1-F lel + 1o". 
六 此 级 数 
plr, y) = (5,008) 4x, y) 
= Eco Pa os G , (1.5.4) 
Pa, L) = O e) e ET 
Pa (7) — 6 (y) e imu 
xt EU REGEEESXEK E- -EKAT qn. y) 及 其 相应 微 商 . X 
E (1.5.4) 之 和 企 意 部 分 和 之 支 集 坞 含 于 天 内 , 故 (1.5.4) 式 之 部 分 和 
序列 一 一 每 一 个 部 分 和 部 是 代数 张 量 积 ZIA) 之 
元 一 一 在 P(A, x Q)) HAF plr, y). 
EL. ESS418 B T — TOES PERI] 
D(A) X (92) -» ØC, X Q), 
Cpi qi) — (Bpm) Gs y). 
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我 们 想 要 证 明 这 个 映射 可 以 招展 为 COD) x CQ) 到 
£'(9, X Q,) Rijs 

定理 15.1 # fáeg(9) (i 二 1,2)， 则 必 存 在 唯一 的 
Fe D'CO, X 0), 使 在 ZEZA) 上 

(f PO PY = (fis PXK fis qi)» (1.5.5) 
这 个 1 称 为 有 ,五 的 张 量 积 , 记 作 fO. 

证 .唯一 性 是 明显 的 ， 因 为 Z(Q)0092(9) E (ax 
o) 中 稠 ,而 1 在 DARID) 上 之 值 已 由 式 (1.5.5) 完全 决 
€T. 

关于 存在 性 则 要 用 到 定理 1.4.3。 对 任 一 plr, y) € Z X 
9), P) = (hO), 9G, 3)» € CECOOB SERRE QN. 020) 
= (hly), 0219(x, 0). 因此 用 fo € Z (Q) 知 对 任意 紧 集 
KE; (j —1,2), IA Cio 0 及 非 负 整数 已 使 当 suppea 
K, X K, Bj 


[8:6 GO | & €, > sup [0209] . (1.5.6) 
1A Ek, Eo 
LA pl) ED) B. sppéCK,€Q9,, w (h, 5? 有 意义 而 
Is p| S&C 2 sup l0:6 C2 |, (1.5.7) 
argk Ki 


这 里 Co 0 和 非 负 整 数 扎 由 K UE. Série X — TA VMEDDPN 
(f, e? = (f D) = hE) hO), ex 3229, (1-5.8) 
则 综合 (1.5.6) 和 (1.5.7) A, 4 pE Zr x(O X Q) 时 
Ki DISC 2, sup |050]. 
laaki, BER Ka 
Ke EZO, x 9,)， 这 样 作出 的 f 显然 适合 (1.5.5). 
很 容易 看 到 
supp fi Cf, = suppf, X suppfi, (1.5.9) 
0:05.09 f.) < 015690 7f., (1.5.10) 
还 可 以 证 明 
定理 1.5.2 X4 PED 81 
. 56 。 


MG.) x (0) > 9 (2, X 9), 
Go h) H> fO, 
对 每 个 因子” 方 分 中 过 连续 的 。 
证 .我 们 来 看 例如 Ah X f HERE. TEN ER, f 
(1.5.8) 有 
(f, Plr y)? = Gkr), b), 
因此 有 对 的 连续 性 。 为 还 对 的 连续 性 ,可 将 (1.5.8) 改写 为 
(Gh, plr, y)? = (G0, (460, pls 3) (1.5.11) 
这 是 因为 对 plr, yje 2(0)00:7(9), (1.5.8), (1.5.11) AX 
的 值 相 等 ;而 ZIZ) 又 在 D x Q) ERE, 所 以 
(1.5.11) 也 成 立 。 

有 了 张 量 积 的 定义 以 后 , 司 顾 式 (1.4.16) BT: 

(xg, p) = (GGOQgGD, pl + »)). (1.5.12) 
但 这 时 plt ) 并 没有 紧 支 集 ， 因 此 才 了 出现 了 上 一 节 关 于 着 积 
的 因子 的 支 集 的 许多 讨论 . 

以 上 我 们 没有 一 般 现 讨 论 张 量 积 的 连续 性 ， 央 为 这 是 一 个 比 
较 复 杂 的 问题 。 读 者 可 以 参看 W. Rudin [1]( 定 理 2.17), 更 一 般 
的 讨论 可 见 F. Treves [1]. 

2 .跳跃 公式 . 在 2 中 我 们 讨论 了 可 微 函 数 古 典 意义 下 的 微 
HERI XAR [了] 与 它 作为 广义 联 数 的 微 商 了 之 问 的 关 
系 , 即 式 (1.2.26)， 并 指 瑾 它 在 高 维 情况 下 的 类 比 见 车 名 的 Stokes 
公式 ， 现 在 在 一 个 比较 简单 的 情况 下 来 讨论 它 ， 一 般 的 讨论 留待 
T=. 

考 起 函数 fe CORO, MEN x. 20 WEAR Xer) 
去 乘 它 , 得 到 6 = Xf FÆ RE x. — 0 gh ARRERA T 
断 , 而 从 xa > 0 处 取 x.— 0 的 极限 为 D'f(x', 0X( 这 里 和 以 下 
都 记 * = (x', £a) = xt, Xais x82) DA xn < 0 处 取 的 极限 
则 为 0。 因此 有 跳跃 DXKx', 0). WERNA fo EHT ARRE 
微 高 与 上 之 微 商 的 关系 。 首 先 

Boh — (8, f), + Yd axe), 
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这 里 yof 一 1(z，0) 即 f 在 x — 0 处 的 此 版， 这 就 是 式 
(1.2.26)， 一 般 地 则 有 
k—1 
Bifo == (Pf) B) (Tait). (1.5.13) 
从 上 式 反复 对 x 求 微 商 即 可 得 此 式 ， 其 中 reif = 0G, 
0)。 将 它 作用 到 eG) e zz (i). LE 
MOTO = (一 D4 OO 
k-1 
= > Cotes 0), (0,8(x4), eG, xa). 
3j-ü 
=(= Iaea 
=i 
+E Ef orci. pG, dr, 
如 果 更 一 般 地 令 
P(x,0) = > Pi(x, 981, 
Pí(x,8') 是 90'—(8,--.,0,.) 的 w 一 了 次 多 项 式 ， 由 于 


(1.5.13) 有 
Pi(x, 88ih = Pi, INO 


+ 5 Pi(ry O'YI if Ord(xs), 


r= 
EB E ROB ZR 
P(x, Ə fo - EP(x, 9)1], 
十 b Pau, 8')vfG9015( x), 
ETTZE 
(1.5.14) 
KE ov = Afl, 0), BH 91/6) dE x. = O ARAIRE RER. 
将 它 作 用 到 p) € Z(R ) 上 即 得 一 个 积分 公式 
{ P6. Opa = | fC) Px, Opdr 
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+ Y CD Prl, 081, 0) 


Pxttlem 
- O1p(x' , 0)ds', (1.5.15) 
3. RER. 定义 一 个 算 子 的 方法 时 常 是 通过 核 ， 例 如 一 个 
UERR K(x,y)€ CO X Q) 为 核 的 积分 算 子 就 是 
(Ku) (x) = | KG, yuG)dy. (1.5.16) 


QEM e Uo RERED. 为 了 使 这 里 的 积分 有 意义 
自然 应 该 对 K(x, y) 的 范 请 性 有 一 定 要 求 。 但 是 在 以 下 我 们 时 
党 只 要求 天 是 一 个 £2'(0Q,) ULAR, IIt ue D) 只 
需 令 天 (z, )) e (d, X Q) 即 可 。 事 实 上 ， 当 Kley) 是 连 
HEREDI, (1.5.16) 决定 的 Ku 也 是 在 Q, 中 连续 的 ， 从 而 是 一 个 
'(2) T XAR, RX ve Za) 有 
(Kule), v6) = | | Karura 

= (Klx, yY), v(x) Duly). (14.5.17) 
当 K(x,y)€ Z'(Q, X Qj) 了 时， 上 式 右 方 对 “EP, vE 
(0, DERN, 澳 且 容易 看 到 它 是 vedo) 的 连续 线性 泛 
六 , 因 此 它 定义 了 Kue P'O) REREH: 
X— €") 广义 通 数 ， 因 此 KO, y) eX TL nel 
RT 

K: P(A) 一 P0). 

(这 里 和 议 下 我 们 都 用 同一 个 字母 记 此 广义 沙 数 与 它 所 定义 的 算 
TO XR KC, y) WRAKI. 

以 上 说 明了 K(a,.3)€2(0,X Q2) 怎样 定义 一 个 线性 YE 
RAF K; Z) 2' (90). 重要 的 是 其 逆 定 理 也 成 立 。 这 
就 是 著名 的 Schwanz 核定 理 ; 

定理 1.5.3 ”任意 连续 线性 算 子 K: (O0 d'(09.) 都 可 
以 用 唯一 方式 通过 一 个 广义 阔 数 KG, y) EZO, X 9) 用 
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(Kx, y),vG)QuG)) — (Ku, v) 

来 表示 . 

证 ,唯一 性 可 以 由 DORZ) 在 O X 9;) 中 的 
稍 密 性 来 证 明 。 为 证 明 KG, y) 的 存 存 性， 注意 到 双 线 性 形式 
《Ku,v》 对 yx, 分 别 都 二 连续 的 ， 取 紧 集 KEG, Juv 
别 在 Frechet 空间 Ar) 和 42,,(9.) 中 ;让 泛 函 分 析 的 一 个 
EE (HL W. Rudin[l] 定理 2.17》 知 这 个 双 线 性 形式 对 xysyr 全 
体 连续 。 收 可 找到 常数 C > 0 和 非 负 整数 Ni，m 使 


[Eus v| «c 之 sup IDo] ， 2 sup |D^«]. 
aleni KI iBl&N, Ks 


(1.5.18) 
现在 令 vE, 而 且 o,€K, (i 一 1,2)， 利 用 (1.1.1) 作出 
的 磨 光 核 J'. P, 而 对 充分 小 的 8 之 0 定义 
Kx, y) 一 Bon 二 PE — -)/8l, PI(x — :)/81), 
(1.5.19) 
这 里 和 和 ;各 为 0, 和 0; 的 维 数 ， 而 x €, yE. WRA 
UAR K(x,y) 存在 , 则 有 
Kx, y) = (KFX, y) We = AA, 
而 且 当 e—0 时 K.(x,») 在 Z0, X 0) 中 趋 于 Klr, y). 
MERRIE K,(x,.») 在 ZQ, X Qj) m e 0 时 有 一 
个 极限 天 (zy)》 则 适合 定义 所 求 。 这 盏 我 们 可 注意 只 要 6 小 于 
:到 CK 与 ?到 CK, WER, P), r(E—) 均 在 
Dr LQ), Dr) 中 而 (1.5.19) 有 意义 且 可 适用 式 (1.5.18)， 
Mm rE, yE 时 
[E,(x, y)] S Ce, p= N, t Nito m. (1.520) 
为 了 求 K. 的 极限 , RRAK K, Hte 在 某 个 值 8 处 用 Tay- 
lor AREN. uM cu. BISHER pC) € C"(R") 有 


0 ea), 
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Ow e. E 


TT 


bj) = — sib). 
Wk b, ero (Lb C, e) t n PIERR, ih Euler da 


"(OQ EMECWQ) 
= — ne” e(& 
w^ ()- Ett) Dm 


由 《Ku, v) BOXESETEX (1.5.18) 易 见 可 以 在 (1.5.19) 的 括 
号 内 对 。 求 微 商 ,因此 
OK,[0s 一 > Lj(s, ty Y). 
这 里 
Li(e, T, y) ET so (- xj? (3). r (5 x 


或 

STE tad 
Apr; Ry 或 了 的 分 量 而 定 。 由 上 式 知 (120) XL, 也 成 立 。 反 
复 应 用 这 个 方法 即 得 


— | 
E x. (ey ak Lam LEY) 


而 (1.5.20) 对 Lemm (Es 137) 也 成 立 。 现 在 将 K, dk e — 0 d 
RFE 


K, = 之 (s 一 8)"Kz/m| 


» $i œ 


+ f Rethe nll 一 ndr, 
将 它 作 用 在 B(x， mS x m) 上 并 令 c0 
(65,0) S1 CX (kg, 0) 
mag m} , 
g CD jh (K56 5, PY — (0"dt 
E! 9 


一 一 (Ki, $), 
这 里 K, € £n X uw). 因为 式 右 只 涉及 多 的 直到 xz 十 1 阶 
在 内 的 微 商 ， 而 由 式 (1.5.20) 容易 证 明 

[Ko, BY «C, suplO°®|, 


[Dd t 


最 后 ERMEE ZGo)9Z(o) tB (X0). 这 时 对 
vE (o), wc (o) 有 


(Gs 5), Bu) = (f eco 


(kr I2). PX 
mu E 
(KG, Ote)» 
其 极限 是 《Ks, wy。 三 此 对 «6 Dla), v€ Z(o) 有 
(Kw) Buly)) = (Ka, v). 
最 后 ， 由 于 oo 分 别 是 CQ,，9: 的 任意 相对 紧 子 集 , 即 知 上 式 对 
uE DCO), ve DC) R ERER. 
用 核 来 表示 一 个 算 子 时 会 出 现 一 个 新 的 情况 BRE RR 
子 的 核 可 以 有 很 高 的 奇异 性 。 例 如 恒 等 算 子 id: (9) DA) 
caq'(Q) 的 核 是 ØO x o0) 广义 函数 KG, y) wes, 


» | 96, de | GC 9. (x, 0), B 


=) eG) dxdy, 


(Klx, y), v(3)8w(2) 一 | u(x)v(z)dr 
e (ids, v). 
» Ka» 


一 个 微分 算 于 P = Xa6)0:1 (90) PDA) 的 核 则 是 c'- 
(A x DRAR Kees y): ple, y) | Xia 00929 Do 


die IIo» (— Ly*ta (89 — 3), ple, -))dx, 这 时 


(KG, y)GO8s()) = | (XC Da) 
(y — x), nC) yo GO) dx 
= | [E e05021:G)1 - vG0dx 
= (Pu, v). 
这 两 个 核 的 支 集 都 在 对 角 集 ((x.), y — x1 中。 这 里 重要 的 
Rau. 
XH 5.8 T K: Z0) Qvw(O) LZEMXSUESS 
线 集 中 的 充分 必要 条 件 是 它 可 写成 
Ku = 2 a, Qx)02u(x) , 


mx D) ERRAR. 


这 个 定理 的 证 明 略 去 ， 而 我 们 进一步 提出 一 个 问题 : 什么 样 
的 算 子 之 核 具 有 很 高 的 光滑 性 ?这 里 我 们 引进 一 个 概念 
(— EX 55 连续 线性 算 子 K: z(0) 2'(2)) 若 可 拓展 
为 4" (9) — £(Q) 的 连续 线性 算 子 , 则 称 为 正则 化 算 子 。 

定理 15.6 乓 为 正则 化 算 子 的 必要 充分 条 件 是 其 核 K(x， 
9) € C"(Q, X 9). 


证 ， 充 分 性 。 藻 KaG) = (KG, UGY, € DA, 则 
很 清楚 它 可 以 拓展 为 算 子 ( 仍 记 为 K): A'a) 一 e (2) 
Kula) = (aC), KG -)). 
它 很 显然 是 一 个 连续 线性 算 子 ， 
必要 性 。 将 天 拓展 后 作用 到 6(, — y)e 4 (3) E, y* 9,， 
应 该 得 到 一 个 函数 a(x,y)， 由 假设 a(*，7) XE IT CT. 


CE $3 * 


由 于 天 是 连续 线性 算 子 , 知 kel — y) = KAC 一 门 ， 它 对 
Y 当然 也 是 光滑 的 。 现在 要 证 arsy) Xx, YAE R 而 且 
K(x,y) = a(r, y). E alr, y) 的 连续 性 ， 取 (xo, A) € X 
Q, N) 
lax, y) — a(z5, Y)! | K8(^ — »)62 

— Kà(- — x9) 
< [KC — yC) — KEC — x)601I 

+ [KEC — yo) — KEC — y()1. 
因为 前 已 证 明 KEC 一 yo)(x) — a(x, yo) p x 连续 ， 故 对 性 一 
e 22 0 VA oq 305), 当 Ix — xl RE 

IKC 一 加 (GD — KAC — XX)! « T. 


又 因 K: E0)  4(90,) 是 连续 的 ,在 0, 中 取 紧 集 |x 一 zo| 拟 
m 以 及 一 个 半 范 sup KEC =m x)CO|, AA m= n), 


x |y — »| s m 时 6C y) 在 C — 3) 的 某 个 邻 域 中 ,而 
使 [KOC 一 W)C) = KAC — y)G0| < 之。 由 此 即 知 alx, y) 


tirs d 连续 。 应力 同 法 于 O20ja(«, y) = KOE — 7) 可 以 证 
HH a(x, y) € CQ, x Q). 

. 最 后 证 明 aCe, y) = Kla, y). VÀ a(x，y) 为 核 作 一 个 算 子 
A , 则 4 是 正则 化 的 (由 充分 性 )。 和 而 且 

ee ACC — y»)) = KOC — y). 

但 是 形 如 058(- — y) 的 2'C8;) 广义 函数 ， 当 ?和 8 变化 时 ， 
其 有 限 线性 组 合 在 g (0) 中 是 秋 密 的 (请 读者 自行 证 明 ), 因此 
4 二 K, VER, l x 


r 


56 微分 流 形 上 的 广义 函数 


1. 广义 政 数 的 变量 变换 ， 设 Q, QCR" 而 X:.0,— O0, E 
AAR AE. * 与 》 分别 为 9,9, POER, 3X 1e 6G(9,)， 
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则 它 在 X 下 的 “ 拉 回 ” (pul-back) x*f— fex 是 Q, 上 的 连续 了 
数 : (X*1560 = f[xG2] = Fy) x€9,, y EQ. 现在 把 ft 和 x*j 
分 别 看 或 2, MO, 上 的 广义 函数 ， 取 pe 四 (9)， 则 ap- 
pox e 号 (9,)， 但 是 使 我 们 奇 笃 的 是 、 

(X*f, p) v Cf, CX gy, (1.6.1) 
而 按照 对 偶 关系 ,应 该 有 

CX*f, 9) == 0. X9), 

X.o EH X 所 产生 的 “ 推 前 ”(push forward), HF x 现在 是 微分 
BE, Hk Xsg = (X7)*o, ifi (1.6.1) 中 应 该 有 "一 "成立 。. 租 实 
际 上 


《ze 9) = [arroes 
= È on) pa 
= [renosa 7 一 | 至 |， 


即 有 
QC7, p) = G, Je Xp). — (1.6.2) 
5 (1.6.1) 根 比 。 这 里 出 现 了 册子 7。 其 实在 (1.2.14)》 中 我 们 
已 经 在 一 种 特殊 的 情况 : 线性 变换 A: ji des ser y de 
的 情况 下 见 到 了 式 〈1.6.2)， 即 式 (1.2.14), 
现在 考虑 一 般 的 2700. 广义 函数 尹 则 对 任 一 pe 级 (9 
我 们 定义 一 个 多 (9,) 广义 函数 Xf 如 下 : 


(x*f, $)- (f, J: (x^ *e?, J= - (1.6.3) 


这 里 当然 应 该 证 明 Xx*f 确 是 一 个 gr) EARN: 它 是 线性 
泛 函 是 明显 的 ,而 且 若 记 9,，9, 中 的 变量 分 别 为 *, y, 则 OL ZR 
子 集 K 在 X 之 下 变 为 9; 的 紧 子 集 Ko MEA ERAB, 


HIDE G7 »*e| 一 Disp 


alek Xr 
. [a5] - (pex 
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& C, by Sup j81pCo] H 
lalak Ki 


当 pe Zy(Q,) 时 自然 有 (X0*o — pox € 2r). 因此 
I1, 9) = 10, J - OC7*»] 
«c PX. [857 - (xel 
al&k Er 


« CC, 9 sup l029G2| , 
jak Kt 


it X*f e D'a). 

定义 1.6.1 (16.3) 所 定义 的 X*f. RATEMA AE X: 
Q,— Q, 下 的 拉 回 或 原 像 。 

现在 我 们 有 了 一 个 映射 

x*: g'(9)— (9), (1.6.4) 
1i— x*f, 
它 是 一 个 连续 映射 因为 若 有 f] GE SUCOD 中 ) 则 Xj 一 
X*j 《在 Z'a) 中 )。， 现 在 取 f 的 一 个 规则 化 序列 UM ST 
f, BE C^ ESL, ata. X*fj(x) = EX(x)]，、 应 用 链 法 则 有 
OX = O0, 1x G2] 


gn Oy, MUR ax) {x) . 


—— ð -h). 


4 fwo 即 有 | 
8,(X*) — X ua Onf). (1.6.5) 
' BBLAR se ØO), (3*2) D0) WERT, L 
—OX* (af) = X*(4)X" f), (1.6.6) 
25 EU SB LT MIC IRA Xi: Q, — Q;, 又 可 证 
(XX = XA, fe D'CO), (1.67) 


注意 ,这 里 交换 了 Xx RX 的 次 序 。 这 一 事实 如 果 用 函 子 的 语言 
表述 ,就 说 六 是 逆 变 的 。 
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一 般 地 可 以 研究 在 可 微 映 射 (不 一 定 是 微分 同 胚 ) 下 广义 函数 
的 变换 规则 .这 方面 有 许多 深入 的 工作 、 倪 如 可 网 V. Guilemin 
and S. Sternberg [1], Æ Texbqaax u Waro [1] 中 有 大 最 的 
PIT. 

A (1.6.3) 是 在 徽 分 流 形 上 定义 广义 函数 的 基础 ， 但 在 讨论 
它 以 前 ,我 们 先 讨论 一 个 在 应 用 上 很 重要 的 问题 . 

2. 超 昌 面 上 的 Dirac 分 布 。 设 5 是 Rr" 的 一 个 超 曲 面 而 可 以 
用 P(x) 一 0 来 表示 .在 Re 中 有 体积 元 素 or 一 dx 人 Mdr,， 
现在 我 们 要 找 一 个 » 一 工 次 微分 形式 oA Leray 有 形式) 使 


ws = dP Ac, 4. (1.6.8) 
这 里 和 以 下 都 设 在 S 上 dP s 00, mRBABGERARURBI l 
grad P #0 {在 $ E) (1.6.9) 


o... 的 存在 是 明显 的 ， 因 为 由 (1.6.9), 我 们 便 可 作 一 个 坐标 
变换 y ?Ce) ， 而 使 例如 n= PO). TR 
ton = Jdy N +t Adys, (1.6.10) 
: NC. 


J 一 der a 即 x 一 *(y) 的 Jasobi 行列 式 ， 令 


on = Jay A c Adya 
式 (1.6.8) 自然 适合 。 特别 是 ,如 果 O0, P 0 我 们 就 作 变换 y, 


PG), y; xj 27 D), MN J= 1/de (2) = 1/8,P. 


R^ 是 可 定向 的 ,如 果 5 也 是 可 定 商 超 曲 面 ， 我 们 可 以 在 3 上 
给 出 一 个 诱导 定向 ， f (1.6.10) 中 的 了 > 0, 
现在 解释 一 下 cn _， 的 几何 意义 。 作 两 个 超 曲面 一" 和 
P-—h(h«1). 在 S$ 上 取 小 面积 单元 do 并 沿 do 的 边 作 井 线 
yi 二 const(j 22 1) 与 5,: P 一 上 相交 ， 这样 得 到 一 个 平行 体 ， 
黄体 积 即 o, l 
w = d P N sis 


但 dP =h, MU osi BRERA o 2$ PER dP 的 比 
值 , 亦 好 体积 随 ? 变 化 的 速率 。 


. 67 o 


Pak 


”% 不 依赖 于 沧 标 在 P 一 0 上 的 变化 ， 因 为 车 y 变 为 3 G> 
1)， 则 图 ! 中 的 平行 体 底面 积 与 高 均 不 变 , 而 只 是 其 秩 变 得 倾斜 。 
因此 ,与 dP 均 不 变 ，ov ( 记 作 =) 也 不 变 . (GE S 的 方程 
ZH P, 一 0，P, 仍 为 光滑 函数 , 且 仍 有 grad P, 250, on, 将 改 
变 成 Qui. 事实 上 ， 如 果 以 P 作 为 第 一 个 坐标 沪 数 Yis fj Pm 
P.C, 3,1), y») 适合 P, (9, yis tt, y.)—9, Mim P,—aP., 
在 S 上 «7*0, 否则 会 有 grad P, = 0, 因为 在 S 上 P=0. 所 
以 在 s 上 

o dPAO,, = Ue = dP, N oa. 


而 o= bon. MEF P, =-——— P, Nj dP, 表示 曲 
a |gradP | UT 


面 P,—0 5 P, 一 8 之 间 的 Eudid 距离 ， 从 而 |gradPj|o,-， 
即 由 R* 中 的 Eudid 体积 在 s 上 诱导 的 面积 单元 ， 即 该 超 曲面 
的 Eudid 测度 . 

沈 在 定义 一 个 广义 阔 数 。 设 ws A R" 中 的 Euclid 体积 在 超 
曲面 3 上 诱导 的 面积 单元 , 令 


(C), p) = | e Gon 


= | ea ES 
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Q$€2(0), 是 85 上 茶点 在 R* 中 的 开 邻 域 ,在 其 中 grad P #0, 
我 们 给 出 

定义 1.6.2 (1.6.11) 给 出 一 个 Z'O) 广义 函数 。 称 为 超 
曲面 $ 上 的 Dirac 分 布 。 

下 面 举 一 些 例 子 .。 l 

A1. 若 P. x 一 0, 刚 c, — dx, Acc Adxs, Tf 1.6.11) 
Rp 


| pCO, Kis Xs Jda A etr A dxa. 


它 就 是 QI (309 (n, tsr) ZARA ER). pda 
此 可 抑 超 曲面 上 的 Dise 分 布 与 一 点 的 Dirac 分 布 8(x) 的 关 
f. | 

对 任意 曲面 5: P(x) 一 0。 人 恒 可 作 一 个 变量 变换 也 就 是 微 
DARE X: yir 使 P(x) 一 0 变 为 y.— 0. 很 容易 看 到 。 
X*(4(P)) = 8(). NEM 

例 2、 考 虑 二 维 空间 中 的 曲面 (曲线 ) x» — e — 0 Ce 5 0), 
这 时 P —xy— c, dP = xdy + ydx 而 

a= deAdy = — | dP Nds = LdP Ady, 


因此 , RiR ry—e=0 上 的 Dirac 分 布 是 
(xy — e), (x, »)) — — le (s. £) Cia 


x z 
aP £ 2y 
fe (£ 7) y* 


Li 3.0852 xl, mg oh S27: + 一 cc = 二 0 上 的 


Dirac 分 布 ， 这 时 dP 一 dr Wü Eudid SHEET osi, RR RR 
Wi S"" 上 的 面积 单元 ， 车 引用 极 坐 标 C, 6) 使 p(x) — eG, 
8), Wu 


(8(r — e)s 9) = | Ple, 8)m. 


* 69 4 


正如 8(x) Æ Heaviside ARARA, SP) 也 与 区 域 P 
和 (P) a bs 


de Z aP), ~ (1642) 
事实 上 ,在 P=0 ru ted RIAA 0， 而 若 在 P 一 0 


上 一 点 各 处 de X0, BU pe AR") B. supp Enting 
ENT xU 于 是 


SS 8 P), 9) ~ i 2" ox (5 


ðP 
Tome) 0m 
这 里 我 们 应 用 了 Gauss 定理 , 出 现 负 号 的 原因 是 因为 P 增 加 的 方 


向 是 内 法 线 方向 。 但 是 我 们 可 以 引入 一 个 新 坐标 系 yr z Gy 
D. y, 7 PGO. iM 


is-, m (— DIA 7 AdXLA Adr] 2r, 
Ti 
4y; 表示 在 外 积 中 没有 dy ZART. FE 
E oP -.. 99 "M 
a(p 8x on) öx; dzi A fetus 
代入 (1.6.13) 有 
(oe m» us - jur oL dn Nt Adan 


(8E e}. 


Mum (6.12) 成 立 ， 若 在 处 æ, 则 可 作 一 个 线性 变换 
diui T 

使 在 zx 处 ard G-1,--.2). Bit Lifi o IEGH ZI 
eue 


aP) _ 
8E, ut as, P) 


u-i yo Bk 
POET 
EE 


Óx; 
- 3 sE) pa( P) 
zm a P 3 py). 
如 果 任 取 fec, fum OP, W 
3 19(PYI = 87 8f | 
"x [8(P)f] 9: 00 4 ir (1.6.14) 
X BOUE WEER AX (1.5.11) G = 1 的 情况 ) 的 推广 , 
3. 微分 流 形 上 的 密度 . . 在 本 书 中 若 无 特殊 声明 , 流 形 MM 异 指 


一 个 C” 流 形 , 而 且 在 无 穷 远 处 可 数 。 对 这 种 微分 流 形 ,一定 有 一 
C” 分割 存 在 。 对 微分 流 形 不 甚 阁 悉 的 读者 可 以 先 看 本 书 的 附 


”现在 来 用 一 个 广义 函数 和 一 个 古典 意义 下 的 函数 的 区 别 ， 它 
表现 在 (1.62) 中 因子 J 的 出 现 . 但 是 ,如 果 在 积分 | 


| fG)eG)dx = (f, o) 


HB, W p(x}dx 为 一 个 # 次 微分 形式 w MAAAR f 29 0 E 
的 泛 跑 , 风 不 会 发 生 这 个 问题 ， 关 为 这 时 
Kat = (X)* 


zs (qox) $ E y uns vA dyu 
= (gqpox” BO 
FE (1.6.2) 现在 成 为 
Gef, o) = | FOD poX dy 
= (f, uc). 
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这 个 关系 当 我 们 考虑 OCR HEARS EAA EN B 
来 ,这 是 因为 在 R* 上 有 一 个 特定 的 坐标 系 (Eudjid 坐标 系 )， 以 及 
相应 的 特定 的 测度 (Lebesgue 测 少 有 一 个 特殊 的 性 质 
如 对 平移 的 不 变性 ) ae、 现在 , 当 我 们 转 到 微分 流 形 对 上 时 ， 医 为 
它 有 许多 局 部 坐标 系 , 而 其 中 没有 任何 一 个 具有 什么 特别 的 性 质 ， 
而 甚至 一 般 地 没有 一 个 整体 的 坐标 系 ， 于 是 就 有 必要 竹 虑 坐标 之 
阅 的 变换 ， 这 样 就 有 必要 引 人 一 个 新 的 概念 :微分 流 形 上 的 密度 . 
以 下 我 们 的 讨论 都 在 一 个 答 分 流 形 妇 上 进行 ,并 设 din M =a. 
外 我 们 对 所 作 的 假设 一 一 C” 而且 在 无 穷 远 处 可 数 一 知 
道 有 一 的 C” 分 割 存 在 。 因此 设 有 一 的 分 割 Do 一 1， 使 每 个 
$; 的 支 集 都 在 一 个 开 坐 标 邻 域 《Ui, X) Qt: U, — R” 是 一 个 同 
KP, 则 对 任 一 个 函数 pe C~(M)， dup FITUS X; 变 为 Re 的 
某 个 开 集 V, 上 的 C” 函 数 : Ar op (为 简单 起 网 就 记 为 P). 
对 于 它 , 我 们 可 以 规定 半 范 如 $1 所 作 . BUS MIO GE A KG CI 


RUBIS & A-JEAEERADARIESE OU. Uste Un MA p 一 P, 
je] 


k k l 

也 可 以 规定 其 一 个 半 范 1plx,w = >， lo; X, Djsupl Brg, |. 
i=] 『 一 lalim 

这 样 CAM) 成 了 一 个 Fréchet 空间 ， 记 为 EM). 同样 也 可 

以 定义 M 上 的 支 集 在 K 中 的 C" EDS GM), BER 

以 Fréchet 空间 的 拓扑 ; 还 可 以 对 CS(M) = |] ZM) 


以 归纳 极限 拓扑 使 之 成 为 DM). Cp > 0( 在 20M), Baa 
所 有 o; 之 支 集 均 在 M 之 同一 紧 乏 天 内 ,而 且 如 上 定义 的 pl > 
0 对 一 切 非 负 整数 呈 成 立 ). 

若是 M 上 的 一 个 矢量 从 ,其 秩 为 N( 即 其 纤维 型 是 N 维 实 
或 复线 性 空间 )。 作 M 的 坐标 邻 域 D 使 F 在 其 上 可 以 局 部 平凡 
化 , 则 F loU; X RN( 或 U: x C" 如 果 我 们 考虑 复 矢 量 从 的 
E). CAM, I) SER 多 的 CT 切口 的 空间 ， 在 六 DEBER 
C"(U,, RV) 的 C* 切口 一 - 亦 即 N 维 的 C" 矢量 一 空间， 所 
以 也 可 以 赋 以 拓扑 。 即 对 其 每 个 分 量 赋 以 拓扑 。 这样 得 到 PM, 
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S), DKM, F) 5 DAM, S). 
先 讨 论 一 般 线 姓 空 间 E 上 密度 的 概念 ， 令 dmE =n, Win 
i 人 入"*E， 如 有 一 个 映射 (不 一 定 是 线性 的 ) 
p: A"E >R (或 C); (1.6.15) 
而 且 适 合 
plaw) = |1|"e(w), «cR. 2ER (X C), (1.616) 
RIZR ee 阶 密度 。 一 切 & 阶 密度 之 集成 为 一 个 线性 空间 , 而 且 
因为 A"E 是 一 维 的 ， 所 以 只 要 有 一 个 a 阶 密度 po。 (在 ATE 的 
其 个 基底 m ERAO ,例如 设 ayuu) 一 1), 则 ps 是 z 阶 密度 空 
人 痊 的 基底 。 因 为 若 有 a 阶 密度 ?使 pw) 一 4、 则 易 见 o = 1i. 
Pos 因为 p(w) = plRwo) = IkloGus) = AK] = Aki po wo) == 
loe). 可见 E 上 的 0 阶 密度 构成 一 个 一 维 线性 空间 ， 我 们 记 些 
空间 为 | 五 |。。 由 《1.6.16)》 AE e 对 某 个 几 取 实 值 或 正 值 , 则 p 对 
一 切 hw € 入”*E. 也 取 实 值 或 正 值 ,因此 可 以 谈 得 上 实 so 阶 密度 或 
正 & 阶 密度 . l 
对 密度 可 以 作 条 法 运算 : 设 p:，p; 分 别 是 a 有 阶 与 8 i pum, 
我 们 定义 其 张 量 积 为 《p.@p)(w) 一 pw) alw) 它 是 wa 十 
E WERE. XA lE]as 1 Ele, (Elur 均 为 一 维 线性 空间 ,所 以 
|[E|,G|El;m|E|.,. XBPuHnsEX [Ele=C (或 BR 或 Ri), 所 
以 由 上 式 可 以 认为 |E1-。 即 |E|。 RH: FEL ue | EI2. 
现在 回 到 流 形 上 密度 的 问题 ， 取 E — 了:M， 则 在 每 一 点 
x € MM 可 以 定义 切 空间 的 < 阶 密度 ， 而 有 |T.M 1。 这 里 值得 注 
意 的 是 1 阶 密度 。 因 为 dr Ar Adre ATIM, W Has A 
Adaa) 是 |TM |i 的 基底 ， Id, A o Adxsu| 我 们 记 为 das 
dxns 于 是 : 
" | T.M |; = Íadz,* *:dx,; a € CY. 
UEM Ls 附近 作 和 坐标 变换 ，zl->》 很 明显 ，A "(TM)3 
wr 一 w€ NM), 而 且 w m Jw, J= de (ĜL) Bii 
密度 ?将 变 为 p(w,) = |Ji'e(we.). 在 MM 之 各 点 * 均 作 LTM las 
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我 们 将 得 到 一 个 矢量 从 ， 记 作 98。6，9; 的 一 个 C^ 切口 eGO SUR 
为 好 上 的 一 个 < 阶 密度 。 一 切 o 阶 密度 之 集合 构成 一 个 线性 空 
闻 , 记 和 作 COCOM , 0e). 我 们 现在 来 讨论 它 的 坐标 表示 。 若 有 对 上 
的 一 个 局 部 坐标 (Di X: x;: Uj 一 VCR (R C) 且 它 在 9- 上 
也 诱导 出 一 个 使 9。 局 部 平凡 化 的 局 部 学 标 Xs Qalu V, XR 
(或 ;XC)， 若 有 男 一 个 局 部 坐标 《Ui;, Xi) 而 且 U;nU;- 6$, 
则 在 A'T.M 上 将 诱导 出 I» Jw，J 二 det(XjoXr') 从 而 在 
Q. 的 纤维 [T-M] LASH 
i pi— |Ji*e e€9.l., 

x €UNU,, (1.6.17) 
仿照 IT.M 的 基底 记号 dz… dx,，。 我们 记 |T-M |a 的 基底 
为 jdr dxoj*， 从 而 在 UV; 和 Uj; 中 ，p《x) €e0.G) A BÜHIULS 
为 
| p(z) = alx) |dr dx,l*, aCe) € C"(U)), 

eG) 一 GE) ld edin", I)E C"(U)D, 
mE 
a(x) = a(x) det oxi) (a) [*, 

z= (XeoX). (1.6.18) 

ex) € C'(M,Q,). 既是 M 上 的 测度 a)dx, max。 我们 


就 可 以 对 它 进行 积分 : DO HUE os eS eS 1—e 


阶 密度 。 则 可 以 定义 | (o0) C2. 这 样 我 们 就 解决 了 M 上 没有 
一 本 特定 坐标 系 与 一 个 特定 测度 的 困难 。 畦 别 是 着 上 式 中 的 a(*) 
eL’, P 20, WE a 二 1/p, BI p) 是 ovw HLH 
口 , 则 oD 是 0.69 严 切口 .这 时 f 1oG0 1! 有 意义 ,而 成 
为 一 个 Banach 空间 ， 特别 是 车 pCx) 是 aGO € L* 的 112 阶 密 
度 , 若 引进 Hermite 配对 (pu, p) = ende 则 得 到 一 个 M 上 的 击 
度 , 于 是 可 以 定义 
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| (ei, e» 


使 这 些 1/2 阶 密度 成 为 一 个 Hilbert 空间 . | 

现在 我 们 可 以 给 出 流 形 上 广义 函数 的 定义 了 了: 

定义 1.6.3 HEMEN 4M) TAKE Z(M, 9,) 
上 的 连续 线性 泛 函 。 它 们 的 集合 是 DM, 0) 的 对 偶 空间 ， 仍 
记 作 (OM). 更 为 一 般 地 ， 若 .多 是 M 上 的 矢量 从 ，.* 为 其 
对 侦 从 ， 我 们 定义 COM, QG.9r*) 上 的 连续 线性 泛 函 为 RM 上 
的 sr 广义 函数 其 集 记 作 eM, 7) 特别 是 着 多 是 94. 
+ 一 0_;， 凤 得 M 上 的 T 密度 广义 函数 为 (M, Qi) 一 
£(M,90,00.,) LR MEE AZ PC : St 

CHM, F) TRAE DM, F) 中 如 下 。 ER pE 
£(M,Q,Q.*), HRE Er zm íü? p(x) En X 多 *(x)s 
fce C"(M, F) tx zB fi) esr), TERAN 
20600. PANAR GG), pO, EF EARRA) D 
于 是 K() 可 以 按 下 式 定义 一 个 PM, F) LRR: 


(f, p) | (CO, plx)? ] 
Gk (59) 一 «b GE), eG). ME 


| g'() 广义 函数 的 性 质 有 许多 部 可 以 移 到 eu. ar 
义 函数 来 ,这 里 不 再 一 一 列举 ， 


Ec 


s 75e 


第 二 章 Fourier 分 Bi 


$t. v RA, P 广义 函数 及 其 Fourier 变换 
LP 空间 的 定义 及 其 Fourier 变换 。 
定义 2.1.1 s 空间 即 由 满足 条 件 
suplr*D’p C) < c0, Va, LEN" | (2.3.1) 
的 CCR") 函数 所 构成 的 空间 , 

S 空间 的 隙 数 是 在 jz| — 十 co 时 ,以 比 1 | 的 任意 次 需 更 
快 的 速度 趋 于 0 的 C" 函数 ,因此 2 亦 称 为 急 减 函数 空间 。 - 它 是 
一 个 Fréchet ZA, 因为 由 定义 它 的 不 等 式 G l. nE 可 以 引入 可 
数 多 个 半 范 : C 

Pug) 一 sspls*D^l. (2.1.2) 
mis SERT 个 拓扑 线性 空间 ，%w 一 0《 在 2 中 ) Wj, 
对 任意 选 定 的 重 指标 c 和 8 有: x”Drqgj(x) 对 xe R* (但 不 是 对 
a 和 8) 一 致 地 趋 于 0。 

BF 空间 的 定义 很 容易 看 到 p€ S" < 这 对 一 切 多 项 式 PCD) 
5 Q5, QGOP(D)o 及 P(D)IO ple S. 

我 们 有 以 下 的 明显 结果 . 

DRY F(R") g (R°), (2.1.3) 
其 证 明 略 去 。 由 此 还 因为 S (RU 在 ER) pH, BI OG 在 
S 中 以 及 22 dede. 
F 空间 元 素 pl) 的 Fourier 变换 即 


F: p> 6G) m | eI Gode, (2.14) 
ries Pls. dx (2.L1) 知 这 里 的 积分 总 是 存在 的 。 但 
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是 为 了 使 这 个 积分 存在 ， 并 不 局 要 Ge, MAURE e 
(x) E LICR”) Bay. 传统 的 Fourier 变换 的 讲法 也 正 是 先 讲 L' 
函数 的 Fourier 变 痪 。 现 在 采用 的 讲法 ,其 最 大 的 优点 在 于 ,能 证 
HER Z 到 miaa. 

定理 21.2 若 o GO € z^, M eee, ME 

DPE) = £'$CE), (x*g)^G) = C7 Dy P(E). 
证 。 由 于 式 (2.1.1), 可 以 在 积分 号 下 求 微 商 : 
DEE) = | e" 9C- apdr, 


Pg | (— D,ye € 9o(x)dx 
«| empPDsp(z)lr COMSTRA A). 
因此 有 (D*o) (E) = SpE), Gp) 一 《一 DU $CE), fü B. 


[E DIG CE) | ei dp x p(w) ldr 


| CLE pep) e 91s aee 


: Ds IC— xD 


< Csup|Ci + [21507 *?7^DZLC— x»gG211 
R 
< 00, 
Ak $e v. 
X. D$) 一 [(— xY91^G), E $2) = (D 9)CE), T B 
E v;00-0 GE S7 中), 必 有 Q5) 0 CEE S7 n). 
因此 Fourier 变换 F: Z> V^ 是 连续 线性 映射 。 
为 了 证 明王 是 折 扑 同 构 ， RE FT S al 也 是 连续 
线 儿 上限 射 即 可 。 这 就 要 证 友 沈 公式 : 
定理 21.3 Fourier YHE MAAE 


F^. aE a) | ePe(EME, (2.1.5) 
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为 了 证 明 它 ,我 们 先 需 要 一 个 特殊 函数 EGO m enr CI 
x? t ete rh) BD Gauss PARRY Fourier 变换 


| gne gy ue (25 Pte EPA (2.1.6) 


实际 上 (eeben 一 TT | enisitie- hae, MARTAS 
} Ad] 
对 ?一 上 证 明 上 式 即 可 ， 但 
[etes EN egi eA qu 


但 由 Cauchy 定理 (图 2) 


Ah t it)? = gi A6 
(e iore == | "ng, = V 2x, 


因此 (2.1.6) 得 证 . 
定理 2.1.3 AER. RER Gauss 函数 gG) É 


| eGOs Gesta = | geag | entm Gyay 


ila oor 
一 {20 — x)o (y)dy 
= | pt 


若 用 g(eE) Ce 2 0) 代替 g(#)， 上 式 中 的 80D 应 改 为 8 
êle) 念 yje =), RAEARIA 
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TOS H 


LOT E IESE * sn». 
4 e->0, RI 


«Co | PED)ceeas — eco | oar 


但 g(0) — 1, $0) = (222 [o7 imtódy, = (2^, BOR (2.1.5) 
x. 
以 上 我 们 用 了 Fupini 定理 以 及 蛮 积分 号 下 取 极 限 。 由 于 p, 
钊 ,8g, 辫 部 具有 足够 好 的 光滑 竹 区 及 在 o 处 的 衰减 和 性质, 这些 运 算 
都 是 合法 的 
由 式 GILS)HILEC$ 一 (2r) FF 冲 。 因 为 反射 运算 V :p(x) 
t— (s): plr) 是 £s" 到 2 的 拓扑 同 构 ,所 以 总 结 定理 
2.1.2、 其 系 以 及 定理 2.1.3 可 以 得 到 
定理 21.4 F: 9 -一 5 yit. 
下 地 讨论 Fourier 变换 的 性 质 ， 首先 ， 定 理 2.1.2 说 明 F 与 
F^ ER x E955 Di OX D) EXRCÉRBIRISEDLC—. D 的 相应 
T. 在 讨论 几 个 重要 性 质 之 前 ,我 们 先 略 述 - 一 下 几 个 自明 的 性 
B: 
1° Fourier 变换 与 反射 : 
F; pr FXE) = | Pol ede 
= (2z) Fp), (2.1.7) 
$G) = E) = | Polad 
= QE) = OPF p). (2.1.8) 
2° Fourier 变换 与 平移 
Gap XE) = | epp(s — h)dr 


== e PE), (2.1.9) 
TLE) = d(5 — à) 
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= | (I7 (x)dx 


es | eI) e P (n) ]dx 
= [e Pp] CE). (2.1.10) 


ple' (ED = | e Io E o(cryMy 


-ilr Ey 
= Jej fe Polde 


. 


= |e] "sy (£), (2.1.11) 


PLCE) = (227 | ee (dx 


四 


—lel7(2z)y* | cit (2) dx 


€ 


= icl-"p( 二 ) NE). (2.1.12) 


特别 是 , 若 pkz) J& ROE EA K, A 
plex) = c^ (x), c > 0, 
此 式 再 与 (2.1.11) 结合 ,将 有 
ee = ee (1. 
因此 名 是 — nk WIGEOSPEPAEE, 同样 , E $0) TRE 
RERA po) 是 < 一 阶 ( 正 ) 齐 性 函数 ， 


a » e * c 


性 变换 ,区 
eC ^) = | -ep(4z)az 
= È Doly) Ide 417p 
= jde dj $C A78), (2.1.13) 


+ BO + 


$(4E) da f eie Pe (x) dx 
| eI 479p (x)dz 


一 | eo Dp 471y3 det Alay 
= |de 4|" 47-)*£). (2.1.14) 
2.9^ ARER. Parseval F8, F ARAI Fourier 变 
换 的 最 重要 的 性 质 是 关于 卷 积 与 Parseval 等 式 的 两 组 性 质 。 我 
们 先 介 绍 Z MARTER. 
设 1, &€ 2， 我们 定义 其 卷 积 为 积分 


(Pg) 一 [fe — y)ely)dy 


= foe — y)dy. (2.115) 


这 里 的 积分 由 于 F 函数 的 衰减 性 显然 是 存在 的 ,实际 上 , 由 第 一 
HHI Hausdorff-Young REA (1.4.6) 4C: g) 6) € LXR”). BF 
可 以 在 积分 号 下 对 zx 镍 任意 多 次 微 商 ;所 以 CP ge) ECR), 
至 于 Grge F(R), RUZA Fourier 变换 是 2 到 $^ 
上 的 拓扑 辣 构 来 证 肯 . 

作 积 分 


| eF Ð fk g) Cx)dr = f enia DE a — y )e gly )dydx 


-- | eI? f(r) dx - | c7 9 Pg(y)dy 
== AE) - AE). 
这 里 我 们 多 次 利用 了 交换 积分 次 序 , 由 Fubini 定理 , 这 样 做 是 允 
许 的 . 1 l 
但 fGD, EEES, m 9^ BUKBSER S AU Fe S7 AR 
《请 读者 自己 证 明 ), 所 以 jE) .8)E 9, 利用 Fs 
为 拓扑 同 梅 , 将 以 上 的 运算 反 序 进行 , 易 得 


"Ble 


EIGENE) = Qs» | oreofE) BE) 
= 2a)" f efc» e? p (y)dy dE 
= Ge 人 ea)8 Cy) dydg 
= [soos | eer of)as 
= | C — aD 


= (kg). 


因此 有 
定理 2.1.5 车 1 ，gCD e 97, WEER (00 € ^, 
mE 
GRENE) = KEE). (2.1.16) 
x. GENE) = Gs)" *(» DG). 


在 Fourier 分 析 中 ,有 和 对 及 用 站 或 #x 的 记号 : dE (20) 
dE, dx (2x) "dx. 这 个 写法 可 能 是 从 物理 学 中 来 的 : 对 于 


Planck Eta, SITE 一 地 这样 系 可 以 写成 较 对 称 的 形状 ; 


| e" PE - glede => EG — z)i nis. 


下 面 再 讨论 Parseval 等 式 ， 由 于 一 个 函数 的 Fourier 变换 时 
常 是 取 复 值 的 ,我 们 除 Eudid 配对 (其 记号 是 4… hh MAE 
用 Hermite 本 对 (其 记号 是 (.)). 

定理 2.1.6 若 fece, W 


G, g) — 0, B, (2.1.17) 
或 [fos Gods ~ | HEME)aE; 
G, 8) = QxY"(, 8) (Parseval $R), (2.1.18) 
R [OO m [iGoRD. 
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mms 一 一 一 一 


LETTERE 
(or Go e PdrdE, 


-~ 


用 Fubini 定 水 将 它 写 为 两 个 不 同 次 序 的 逐次 积分 即 得 式 (2.1.17). 


在 (2.1.17) 中 将 g(x) A Qa) pe, Wi] AE) Risiko 

Qsy*l e I9 $e st. QxY*| ePix)dx -— gŒ), 
即 得 (2.1.18). 

3.9" 广义 函数 及 其 性 质 。 o7 空间 上 的 连续 线性 泛 泡 称 为 
S^ 广义 函数 , 记 其 染 合 为 Z. 

Hs 上 半 范 的 定义 , IES 的 充分 必要 条 件 是 存在 非 负 整 
SK kom 以 及 常数 Ch,n 使 


IG qo] Cus — D, suplz^09pGO|, pe 9. 
MIEIS p 


(2.1.19) 
下 面 举 一 些 例子 ， 
例 1. 由 于 2R) ZR) 8R), FIA 
E'R PR) D'R”), (2.1.20) 


因此 一 切 具 有 紧 支 集 的 广义 函数 都 是 97" 广义 函数 ， 而 一 切 S^ 
广义 函数 又 都 是 2251: 1.9 
9812. L'R). & pE, g(x) € L'R"), Wi 


I, el « | IPLE) ds < lluelelae, 
这 里 z SRE 
lohe = (| leCO Ind ) 
& wp (1 + #1) lp) 


Ve 


[ja 4 lxi as] 


^" 


* ecol, 


= C sup (1 + |x] 


因此 


Igel < Cup (1 + 1215 pl. 


例 3. Cr 一 (f(x) E CR); Ve, 3CCa), N(ao), & 

IDF] s; CCo op 41a 75, (2.4.21) 
Ou 的 元 显然 是 97 广义 函数 。 CERRAR. KRAZE, 
对 任 一 fe V", gets. ede 7, BRER Or 是 97' WRF. 
这 是 因为 , 若 我 们 仿照 D 广义 函数 的 乘 子 来 定义 时 ， 则 对 gE 
F, A 

Cet, p) — C, gp). 

£p 显然 是 S4 之 元 ,而 且 由 (2.1 21) 易 匈 其 半 范 


Pago) * 5 Posso). 
Y«B8 


因而 上 式 定义 gf 为 S7 广义 函数 . 

例 4. 一 切 在 co 处 具有 多 项 式 阶 增 长 性 的 连续 函数 OD, 
f(z) = ol) Clu] -> + co) 都 定义 一 个 97 广义 函数 ， 而 
且 一 切 这 种 洲 数 作为 ”2(R") 广义 函数 的 微 商 HK 也 都 是 
P 广义 函数 . 

在 例 工 中 既 已 指出 一 切 97 广义 函数 都 是 Z LKR, T 
一 切 具 紧 文集 的 广义 函数 又 都 是 Z 广义 函数 ,因此 ,上 一 章 中 关 
FP ME 广义 苞 数 的 运算 和 人 性质 的 讨论 就 可 以 移 到 这 里 来 . 
但 是 这 里 有 一 些 新 的 需要 注意 之 处 ， 

首先 是 乘 子 运算 。 现在 并 非 一 切 Ct RARE 97 广义 函数 
HRT. PIS 指出 , OL 中 的 元 都 是 S 广义 函数 桑子 ,其 实 其 逆 
也 成 立 , 即 97 广义 请 数 的 乘 闻 必定 是 C$ 中 之 元 。 其 次 ， 关 于 
S7 广义 函数 的 构造 定理 我 们 有 

EXEILI 对 任 一 8^ LERI 必 可 找到 一 个 有 界 连续 
函数 Ge CCR) UA EIRE o PERE k E 


= g4 5 


J= EL -i jr 20576 ()1. 

以 上 两 个 结果 我 们 都 不 焉 计 明 了 ， 读 者 品 以 参看 例如 Barros 
f Neto[1]. 

从 这 里 可 以 看 到 or ZAE S 广义 函数 的 重要 柱 . 
Cn BEBO C" PESCE HERR 2.17， 红 广义 函数 也 
称 为 缓 增 广义 函数 . 

4. ”广义 函数 的 Fourier 变换 。 现在 我 们 要 用 对 侦 性 来 
定义 S 广义 函数 的 Fourier 变换 , 它 的 基础 是 式 (2.1.17)， 事 
EEZ bpe, Wi 

<f, $) -a i Pp). 
但 是 了 也 是 Z 广义 函数 ，$》 也 是 SC 函数 ; RERS f 不 属于 
€^ 而 是 一 般 的 2 广义 孜 数 ， 上 式 堪 方 也 是 有 意义 的 ， 因 为 F: 
e$ EF 8 v riti, BS feo" By, (f, 4») 
实际 上 是 «€ S Ug — I EB ERVETE ER LO CHE SEHR VETE PR 0G P, PR 
(18 

定义 2.1.8 X fe 7', 则 对 任意 oe 9^, G, HELFE 
一 个 连续 线 生 谤 函 ， 记 作 te”, MÍRA F Fourier 变换 ; 
因此 

C, v) — 0, $). (2.1.22) 

因为 Fi: 22 $^ Emt, CRIAR 97 的 Fourier 

变换 ( 仍 记 为 F) F: s$7'— 9" 也 是 连续 的 ， 而 且 可 证 明 它 仍 为 
线性 同 构 . 

定理 2.1.9 F; Z> F 是 拓扑 同 构 . 

证 .现在 只 需 证 明 F 8S7 97 是 韦 续 线性 映射 即 可 。 
尾 给 一 个 ft 7'， 因为 F; S 一 2 EHAA, H gcc, 
G, p) ZEMA $ HEMELE i: pc 7) 的 连续 线性 泛 消 : 
《8 四?， 但 idi p€ F= 9, MA (0, 4? XE 上 的 连续 
ZR VEETE PR , ot 

(f, p) m CR, d). 
而 由 定义 1 = 这 样 就 让 明了 FF"' 是 有 意义 的 , 且 
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CF, v)? = CF, 4). 
F“! 是 线性 的 这 是 自明 的 , 它 的 连续 性 也 可 以 由 上 式 得 出 。 证 毕 .。 
利用 对 候 性 我 们 就 可 以 把 关于 A 函数 Fourier 变换 的 性 质 
移 到 乡 ' 上来. 
1^ 微分 性 质 ， 这 里 我 们 先 要 注意 EAr HECE SI R 
子 。 然 后 很 容易 得 出 n" 
(jf, 9) = — d, Dip) — — (, Dip) 
= — (f, Eip) = (C— EDI, 4). 


Wu 
C— 2) Dif, Fir (一 zf — D8j, 即 
(xf -(-— Dy, (2.1.23) 
(Ub, p) m (, Eip) = (f, Ei) 
— (fC— D,)$) — (Dl, 42. 
因此 


Dr — zl, Fm 
(DON = £*j. (2.1.24) 
2° Fourier 变换 与 反射 。 由 广义 函数 反射 之 定义 
= (j, p) = Qx)Xf, Fp), 
Pit 
F} — (C24)°F Xp, = (x) FY, (2.1.25) 
3? Fourier 变换 与 平移 ， 同 样 由 定义 


(if, 9) — 0, va) — C, e Èo) 
wv (etj, P)» 


GNE) — (KD, (2.1.26) 


(rs), eG) = (D, ap (E) 
— (t, $), 
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cf = (emp, (2.1.27) 
关于 Parseval 等 式 , 应 该 注意 ,现在 用 来 定义 了 的 式 (2.1.22)， 
对 于 je” 即 是 式 (2.1.17)。 我 们 现在 要 证 明 的 是 式 〈2.1.18) 
在 s" 情况 下 的 类 推 . 因此 考虑 一 个 Hermite BOX 
(2) — (f,8), Ile M. ge, 


Bi» 2- E - [G7 | eios ]^ — 4. ik 


G, g) 一 (f, 8) — (f, h= G, kh) = , i). 
但 是 


AG) = (x) | e PeCE)dE — GO, 


[SA EXBIHSB Parseval 等 式 | 
(f, 8) = QxY" 0,8), (2.1.28) 
这 里 fes", ge v, 
最 后 讨论 F 广义 函数 的 卷 积 及 其 Fourier 变换 。 MZT 
义 函 数 一 样 ,两 个 任意 的 2 广义 函数 不 能 定义 其 卷 积 。 困 此 ,也 
和 第 一 章 一 样 ,我 们 先 讨 论 一 个 函数 和 一 个 S 广义 函数 的 眷 积 ， 
再 讨论 两 个 2 ' 广义 函数 的 卷 积 . 
所 以 先 设 fe 97, ge 纪 ， 和 第 一 章 定义 141.4.4 一 样 ,我 们 定 
X 
(8) = (OD, glx y) (2.1.29) 
这 个 定义 之 所 以 合理 , 是 因为 当 fes Bp, (2.1.29) 就 变 成 了 式 
(2.1.15)。 这 时 我 们 有 
定理 2.1.10 当 j6 97, ESF WI, 定义 Ig 如 (2.129) 
x, B 
1° (/* 5) 00 € ei 
2° ofeg-b.d 
WE. 出 S7 P DEI DELE EDGE RE 2.1.6); 
f= IO 十 x) FGD], 
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这 里 F(x) 是 B" ERE A FERRI. BREL 

0), 8 — 0 = Co Of ja + poe 

|: FCOD8$g(x — y)dy. 
办 为 gt .22 ， 所 以 上 面 的 积分 是 有 意义 的 。 由 些 式 立 即 可 知 
Cog) € C^(R*), 为 了 证 明 fige C2%， 要 用 到 著名 的 Peere 
不 等 式 ( 其 证 明 交 后面) 
Q p PY «2t JPY 4 Ix — 12^, 

而 有 f 


(f x8) (x) 一 | TEMP 


- FOX + 1»153* gle — yy, 
这 里 取 S 0 充分 大 ,使 (1 十 POFO 可 积 ,而 下 面 的 运算 
将 更 为 简单 。 于 是 
LATTE i (1 + Ix Y FG) 
(1 + 1y [237 tig(r — y)dy 


<c fa mro + iD" 


+ fx — y] Longe — y)ldy 
«c sup |I 十 lD?" 8**?g (2)| 


EE SM d 
= CB + lD”, 
因此 f*ge Ou. 


由 于 OCS’, 因此 ige” miite S, 对 任意 
LDE cs" 我 们 有 he 2 ， 和 而 由 定义 


(eg, hy — (ng, Â) 


- jj a + DFO) 


~ + Ir] 37 Ogle — yw) dzdy 
= fa + PFC 
- 8s(g(x — y), AG) 


= C17), GGO, B(x + »))). 
这 里 我 们 应 用 了 Fubini 定理 来 交换 积分 次 序 ， 然 而 


(elx), Ale +Y) EDAC + y)dz 


E 
= [ec — yMG)dx 
= (jx ÁO). 
因为 EE) = g( 一 +) 一 Qt | EBACE is = (218C), ik 
有 (EKA) = ORAO) = O 代 人 上 式 即 
得 
(Pg, b) = C, (B AY) 
= (f b hy =f- 8,5). 

因为 he 多 ARI M HE he 多 } ESHAK, KE 
有 wg 一 了 .&. dE. 

注 、 在 上 面 的 证 明 中 ,我 们 用 到 了 Pere KER., 这 是 一 个 
简单 的 但 又 十 分 有 用 的 不 等 式 ,此 后 我 们 还 会 用 到 它 , 因 此 现在 证 
明 如 下 : 

E3211 对 任意 cR 以 及 5,9€R” 有 


IEE ga pja 
(+ E SHI A [£— 20)", (2.1.30) 


WE. 当 : = 0 BE, ERRERA E, m 可 以 互 换 ,所 以 只 
要 对 * «o 证 天 即 可 。 人 也 
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I-|j£—zZ2/l'—1-4|£/—2£5: £o IZ? 
<12] P alg 
« 2 4 D + 12:15, 
=i, WAA (1 十 15851") FR, BR 一 上 一 | XR 
即 得 . 
现在 我 们 转 到 两 个 广义 函数 的 卷 积 .也 和 第 一 章 一 伴 , 设 其 中 
zm g€d'hE—41€957, 这 时 也 如 定义 14.9 一 样 ,我 们 定义 
(Fxg, p) = (G6), GOD, phx 0). 《2.1.317 
但 在 讨论 它 芍 合理 性 和 Fourier 变换 之 前 ,我 们 先 证 央 
EA 2.1.12 车 ge 4'C S7, W AG) = (go, 69). 
证 ， 我 们 仍然 使 用 广义 函数 的 张 最 积 的 定义 ， 在 现在 的 情况 
下 它 仍 是 适用 的 ， 于 是 对 pe ZR") 有 
(Ê, p) = <8, È) 
= (glr), (p( 5), eY) 
= (g(x)9o(£), e" 09) 
= (9E), (g(r), en) 
= (g(x), e ^75, gC£)). 
HT Om 在 9 中 再 密 , 故 有 定理 之 证 。 


定理 2.4.13 若 [c97,:64, Wikre”, Bf 
t-g. 

d. EB occ, HAX ieo"cQm,:cd. HEX 
1.4.9 fj 


(bg, o? = (G0, (GG, eG + Y)». 
但 由 ge 广义 函数 的 构造 定理 ， 存在 一 个 紧 支 集 连 续 函 数 GG) 
使 supp GC(supp8g 的 任 一 邻 域 ), 而 且 g0) = 36O). Eu 
eG = (80), plr + »» 
一 (一 Da jud G(y)80a(x + y)dy. 
利用 积分 号 下 求 微 商 以 及 Peetre 不 等 式 有 
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-JQ + da) p) <cl ,GW + Iy 


v Sup 
[OR dx 15157180999 + y)|dy 
s C supl CI + RPO pE. 
R” 


HERTA H pe” 中 ,上 面 所 定义 的 (x) EE 5 ,从 而 当 p 
S^ 时 《He LO, pl +y 仍 有 意义 ， 而 且 定 义 了 一 个 
FER. ATZE 中 稠密 ， 故 知 这 时 fg 也 应 该 用 
(2.1.31) 来 定义 且 fe v, 


为 了 计算 Pee, DR pe 多 而 由 (2.1.31) 有 
(tg, 4) m (og d». (2.1.32) 
但 gk d pedcs 5 ee F()CS" WER, 因此 可 以 
用 定理 2.1.9 知 它 在 €um. 得 
P D g 6 09 p(E)dE 


E 


m È (getto) 


= (g, | e" PoE dE) 


a (8, $x 十 2» 
= (š, (x — -)) 
— P£*é6, 
这 就 是 说 E o (B. 9)^. RA (2.1.32) 即 有 
(f*g, $) = (f. CE * 90^) 
= (f f- p) = 0-6, 0). 
因为 2E HAE, 故 上 式 对 一 切 pe S" 成 立 而 定理 得 证 . 
最 后 我 们 来 看 一 些 2 广义 图 数 的 Fourier 变换 之 例 。 
例 1、586 4", Ii i nEOEEE 2.1 计算 : 
| CE) = (8, £79) — 1, 
同 理 
EOE) = (99, eT m po, 
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例 2， le, 因此 由 定义 ,对 vec 有 
《io = (1, $) 
= È eas 一 Quy Qs" | Oege 
= Qe). 


因此 Í = (2r)"6. 同 理 re, 而 由 (2.1.22) 
e py “1 二 (一 Dyi = (2x)'i^8" (x). 


913. oR (» p. iy. v.p. 二 显然 也 是 SA 广义 函数 ,而 


H zo (v p D) o1 (pis (s (v. p. E), eG) — (s. el, 


seG))- im | Ee ME eG — 0,92). & 


P IET x 


w) 
Di — 一 | x (v p. Sr -= — Î = — 2r, 
f(E) — — 2zi6, 


^ 


因此 
IE) = 一 nisgn£ +c, 
“是 待定 常数 (这 里 我 们 用 了 sgn5 一 2Y(5) 一 D. 为 了 决定 < 我 


DES, vp RANER, K Fourier 变换 也 是 奇 的 《这 两 
点 由 读者 自己 证 明 ), 因 此 。 一 0 而 有 
(v. Ly = — wisgn£, 
$64, log 1x] e 97, FEHR (logjzbD^。， 令 1) = 
Clog [DAE ED Clogixl m v. p E, Mc 


Ee i KÍ 1^. 
EIGE) = (QD, log |3])^ = (v- p) 一 sgo, 
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但 因 广 义 渐 数 对 于 乘 子 运算 是 有 崔 因 了 于 的 ( 见 第 一 章 $ 2.2)， 由 上 
式 可 以 得 出 一 个 特 解 
hE) 一 — nsgn£/E = — vij |l, 
而 应 有 通 解 KE) 一 OD 十 AE, XB 
ERCE) = 0. (2.1.33) 


dp& 05b, = EART, RAMA LGE) 一 0 (00) 亦 即 


i 
5 
suppÁ(E) 一 {0}。 由 定理 1.3.12 有 AE) 一 2) aE) 代入 
(2.1.32) 可 得 f, = c&(£) ifi 


CAR AMD 
KE) = TN CE). 


LES S PB Wgh) RES E WA 
Cll, p) = 2€, p) 
= — 2( log t4, p’) 
=4 ME - exp( — x^ )dx 
—[T'(l)--—v (v 是 Euer 常数 )。 
这 里 我 们 用 到 了 《1.2.23) 以 及 一 (1) 一 一 >， 后 一 点 可 以 参看 
任 一 本 关于 了 函数 的 著作 。 
因此 


m E: 
Cc Iri 十 c8(), D — zy +r, (2.1.34) 


但 另 一 方面 
e p?) A (log Il, $) 
一 《log |æ |, Vr 71) 


— [i+w 
一 2 x [ log xexp( 一 x// 4)dx 


= [ P log xexp( — x? — y'/ 4)dxdy 
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一 expC— r'[4)rdr | tog (r sin 9548 


一 4 | exp( — r')rlog rdr 
V 


= — r7, (2.1.35) 
比较 (2.1.34) 458 (2.1.35 ) 有 c = 一 2ry， 从 而 
(log |x]]^ = — z| ë| — 2«r8(£). 


$2. Lebesgue 空间 的 Fourier 变换 


1. L'(R*) 中 的 Fourier 变换 。 dE FE REM LRC 
Se'， 因 此 ,上 一 节 对 S7 中 Fourier 变换 的 一 般 理论 自然 适用 于 
L'(R*). 但 是 在 历史 上 却 是 先 有 L', L ZEHA Fourier 变换 ， 
这 里 面 有 许多 具体 的 而 且 是 很 有 用 的 结果 。 现 在 我 们 想 要 说 明 这 
些 经 典 的 结果 与 S 理论 是 一 致 的 ， 为 此 ， 我 们 先 从 LR) 中 
的 Fourier 变换 开始 ， 

设 fE LRC, W fes" XT: 对 oco, 

G, p) = (l, $? 


- | fx) [ento Gatas 
- [stas | oes 


az (| esf (x) dr, e). 
这 里 我 们 应 用 了 交换 积分 次 序 的 Fubini 定理 。 总 之 我 们 有 
K- | eI mE Ga. (22.1) 
但 这 正 是 Fourier 变换 的 古典 的 定义 Ak, LR) 函数 作为 
P 之 元 的 Fourier 变换 与 其 古典 意义 下 的 Fourier 变换 是 一 至 
的 . 
现在 讨论 1(z)e LOR) 的 AE) 之 性 质 ，Fourier 变换 F; 
P 或 sU sU 均 为 折 扑 同 构 。 但 对 fe LR), AE) 
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不 一 定 可 积 , 和 而 有 以 下 的 性 质 ， 


定理 2.2.1 X fGOELW(RO, WIG 连续 而 县 当 Jel- 
oo 时 区) 一 0. 


证 ， 对 任意 67 0， 必 有 N 一 NC) 存在 使 
f, Olde < ej4, 


IC -h)— iG» < | T | e^ eth 


< lsi 


— e Pf) 


十 | | eie» 
| 
LI eoe lf Ca) [dx 


< 2 E + | | et 
4 ixl N 


— e HP EC) ldr, 

但 
| ea 有 一 et 有 | & | coslr, E -+ A) 

一 cos{x, &5| 

十 | sn(x, E +A) 

一 sin(x, £)] 

«2G, | «&2N - IH, 

因此 ,只 要 |A] 充分 小 , 必 有 


lk + = KG) < 8 2811 ELIGO s < e, 


从 而 AE) 之 连续 性 得 证 . 
为 证 JE] 一 co 时 I) -> 0， 仍 用 


REIS È lde + 


| e fq) dx 
IslxN 
abd Ib en -eef(oar|， 


在 1x| «NN 处 用 一 个 阶梯 函数 


® 95 s 


k 
hG) 一 9 4XCE) 


去 逼近 1G, 使 lf 一 了 lw < se/14， 这 里 Ei 是 zl RN 中 的 

小 长 方 体 af? x ro «m BP. EHE; 5 Gi) E {x; els 
大 

N} = U E, 于 是 


i-1 


«(petet — I)) la 
PEL IE 
+ la e Hei Gods | 

< Sg » ^l e Pdx 
4 ft | Ej ` 


但 当 15| 充分 天 时 容易 证 骨 最 后 一 个 积分 小 于 s/2， 因 此 El 充 
分 大 时 |1(#), «s. 

定理 的 后 一 部 分 称 为 Riemann-Lebesgue 5|, 

若 记 在 oo 处 趋向 4 的 连续 通 数 集 为 C=<(R")， 则 F:L'(R) 
— Cau(R")。 但 是 这 个 映射 并 非 满 射 。 尽管 CR C S7 而 
有 逆 Fourier 变换 , 但 其 逆 Fourier 变换 不 一 定 是 LR") AR. 
因此 ,在 LICR") RAY Fourier 变换 反 演 定理 可 以 表示 为 

定理 2.2.2 31 5i) LR) 中 , 则 有 反 演 公式 

1G) 一 Qx)y [e O (2.2.2) 


证 ， 57 中 Fourier 变换 的 反 演 也 可 以 用 以 下 公式 来 表示 ;: 


在 
Cf, p) = (1, $) 
中 记 i =g, p= e, W ff 一 Fg, p= F-yy， 而 有 
(Fg, p) = (g, F^), (2.2.3) 
因为 F; F> F 和 £7 — v7 都 是 拓扑 同 构 , 所 以 上 式 对 一 
切 BE 299，85 S" 成立， 由 干 对 €, 
FPC) 一 (2a | e HPAES, 
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所 以 对 ec LR) 有 
(F^g,4) = (g, F 4) 


= {ear - 27 | EDCA 
一 | eG - Q7 | ette Gd 


= ((2xy* | cegCedr 6(8)). 
因此 得 到 


" 


(ETENE) = Qu)" | e"?g(ds, 
Jr RU 
f(x) 一 (2r) | eeiam. 


LR") 的 Fourier 变换 是 然 与 22' 的 Fourier 变换 是 一 致 
B0, WIE I 中 关于 S7 中 Fourier 变换 运算 和 性 质 的 讨论 在 这 里 
自然 都 成 立 。 但 是 正如 上 面 定理 所 表明 的 ， 在 LAR) 中 讨论 
Fourier 变换 时 多 了 一 个 可 积 性 的 问题 ,所 以 在 这 个 框架 内 讨论 其 
性 质 和 运算 时 也 就 不 能 不 带 上 -- 些 特点 ， 这 里 特别 需要 注意 的 首 
先是 关于 微分 运算 问题 . 

定理 2.2.3 车 (GO X [Ga] « m 均 属于 LR), Ai 
DAE) 存在 ,而 且 FO 二 (一 DYfi E 1(x) 及 D*f(x) 均 属 
T LR"), lal & m, Wi Df = ERE). 

证 。 只 不 过 是 分 部 积分 法 而 已 。 

但 是 在 L! 框架 中 , 卷 积 运算 却 变 得 很 简单 ， 由 定理 1.4.1, 任 
意 的 frc LR) 均 可 作 卷 积 , 而且 A mfg e LKR")。 现 在 
有 


定理 22.4 fag=}- è. 
ik. KIH Fubini 定理 


(gy) = | eE] k g) dx 
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m | | ei Df g(r 一 站 dx 起 
m | "erar | 2 


-]:f£. 

2.L'(R*) 中 的 Fourier 变换 . LORY 也 含 于 57 N, E 
同时 它 又 是 一 个 Hilbert 空间 。 现在 我 们 想 在 Hilbert 空间 的 框 
架 中 讨论 Fourier 变换 。 因 为 对 于 一 个 函数 e), IE) 一 般 取 
复 信 , 所 以 我 们 应 用 揽 Hilbert 空间 LXCR*), 其 中 的 内 积 是 Her- 
mite 内 积 〈Hermite 配对 ), 因 而 按 上 面 的 规定 用 (,) 表 示 : 


(1, 8) 一 | OROL (2.2.4) 


R" 上 的 上 函数 与 有 界 区 域 0 上 的 L^ 函数 不 同 , 一 般 不 属于 
ER), AEREE (2 2.1) 来 定义 IE) 但 由 本 章 $1.3 的 例 
2, L(ROcC S7, Bib f(x)e LAR) 可 以 定义 AEE r. 
特别 是 由 Parseval 等 式 , (f, 8) — (22) "G0, G), AEAT Rz 中 
用 测度 dr, YE Rg 中 用 测度 J£, X€ Parseval 等 式 用 于 了 一 56 多 
将 有 

Ilero = llean. (2.2.5) 
现在 我 们 可 以 利用 此 式 证 明 对 fe LR), 必 有 je LRH. # 
RE, SE LOU) 中 稠密 (在 定理 1.4.2， 中 我 们 甚至 证 明了 
ØR) 在 LR) 中 稠密 )， 因 此 对 £e D(R), ZB fe 
S^, V fi GE LG) d0,5 (2.2.5), J, 必 在 Lp Ser 
g€ L(R^), 但 对 任 一 p《 S, A 

(n $) = 0, 9» 
求 极限 后 有 《1, 4)—(2, p). 因此 jege LR"), 而 且 (2-2.5) 
对 fe LXR") RY. 

这 样 我 们 证 明了 F: L'(R^)— LR) 是 一 个 等 号 (保持 范 
数 不 变 ,从 而 也 保持 内 积 不 变 ) 变 换 。 这 个 变换 是 一 对 一 的 ， 因 为 
我 们 可 以 用 F 中 的 关系 式 

(F^g, p) = (g, F^4), 


trf Lt ins pio FO 拓展 为 FO D) -> POP). Bab P: 
gr 限制 到 LR") 上 成 为 一 个 西 变换 (unitary transfor- 
mation) 一 一 好 一 对 一 的 等 距 变 换 ， 从 而 知 LOR ARA Fourier 
变换 仍 是 LRO AR. 但 是 我 们 希望 有 更 具体 的 表达 式 。 

dE fe L'(R), Ve Ix | SN 的 特征 函数 
l, Ix] SN, 
0, [Ix] >N, 
则 Xs} = fa€ INL mE lis — ile — 0(N — 00). Bit 
EX Fourier .变换 的 等 距 狂 ,有 

Vis 一 fle o. 

但 是 因为 fu € LIR"), FA 


WE) 一 | eos, 
j 既是 h 的 LL 极限 ,自然 有 
f£&)-1i. m.| ur nof GDas. 


Aoa 


XN(x) = i 


这 个 极限 有 时 也 写成 em Ide. iom Jnd Ro 


X525. 

概括 以 上 的 结果 ,得 到 

定理 2.2.5 若 fe LXR")， 则 作为 27 广义 函数 ,其 Fourier 
变换 KE) 仍 属于 LR), mA 


KE) =l. i m. f - eDi dr, | (2.2.6) 
F; L'— L EAER, i 5 Ve de 
IHS (dz) "7 lf llano. (2.2.7) 


在 Hilbert 空间 中 保持 范 数 不 变 当然 也 保持 内 积 不 变 ， 因 为 
(fre) — T Uff + gli — ie iell — N — el + iM — ja. 
因此 又 有 
^ 定理 2.2.6 (Plancherel) 对 f, gE LCR”), 'R 
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G, g)s- -= G, Da. (2.2.8) 

Plancher: 定理 虽然 形状 上 和 Parseval 等 式 相同 ,但 却 表现 了 
不 同 的 内 容 ， 它 虽然 很 简单 却 是 一 个 重要 的 定理 . 

3.L^(W^) 中 的 Fourier 变换 .这 里 介绍 L'(R^) 中 的 
Fourier 变换 并 不 只 是 为 了 完备 ， 曾 基 想 要 介绍 一 种 很 重要 的 方 
法 。 分 析 中 的 许多 不 等 式 都 是 由 证 及 某 个 Lebesgue 空间 到 另 一 
个 Lebesgue 空间 的 某 个 算 子 的 有 界 性 而 来 . 例如 定理 1.4.1 中 的 
Hausdorff-Young 不 等 式 就 是 证 明了 以 元 :为 核 的 卷 积 算 子 是 L^ 
到 L? 的 有 界 算 子 ， 并 且 估 计 了 它 的 范 数 。 这 虫 时 常会 遇 到 下 一 
Jk Banach AJA 4, 到 另 一 内 Bonach 空间 B,BOSCT- T, KEA 
如 0 委 : 上 科 1， 而 且 可 以 证 月 在 两 个 “端点 ”上 T: 如 一 Bo， 
T: 41 一 B, 是 有 界 的 ， 而 要 证 明 在 中 间 的 情况 T: 4, 一 B， 
也 是 有 界 的 ， 例 如 Fourier 变换 fF: L'— L" 与 一 了 都 是 
有 界 的 ， 我 们 自然 希望 能 对 <p <2 的 Lf?。 讨 论 Fourier 变 
换 是 否 有 界 . 关于 这 一 类 问题 有 许多 所 谓 插 全 定理 ,其 中 最 简单 
的 是 所 谓 Riesz-Thorin 定理 . 为 了 证 明 它 ， 我 们 首先 需要 关于 解 
析 函 数 的 最 大 模 定理 的 一 个 推广 . 

定理 2.2.7 (Doetsch 三 线 定理 ) 设 Fle) 在 复 平面 sE 
C 上 之 带 形 0 < Rez < 1 中 解析 , 在 Ox Res «Ol 中 连续 而 县 
HEX. 若 在 直线 Rex 一 0, 1 E55 [FG] s Mo Mi, Jl 
在 直线 0< Re2— 09-1 上 必 有 IFO] « MU*MÍ. 

证 . 令 p(z) = FDM M, 不 妨 设 M, 一 M d, 车 
4 z 在 带 形 0 委 Rez 委 1 中 趋向 oo 时 g( 一 0， 则 可 取 R> 
0 充分 大 使 在 |Imzj >R k, PWS. MERE OsRers 
l,|llmz| SR ERZRHECKGRECEÉ ,AIEEJGXUE | 8 Ie CO] s, 
从 而 在 带 形 4 和 Rez 和 1 blew] x1. E oG)-0 的 条 
ERR. AE p) 一 pz)e 77, Gp 

jen] 一 e Rer aco 一 coalVa < toys 


注意 , 这 里 我 们 记 = 一 * +i, MOKK, A Elie 
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^. 由 于 eG) 在 0 委 Rez 委 1 上 已 设 为 有 界 ， 故 当 1y| 一 oo 
Rfs pale) 一 0， 而 由 上 之 证 明 , 作 0s Rez & 1 E, |o, CO sS 
1, 4 # 一 so， 则 在 每 一 点 z, p) — eG). Ai leals 
1. 
定理 2.2.8 (Riesz-Thorin 定理 ) 设 T 是 巾 LNL” 到 
LANL: 的 线性 算 子 ,而 且 
ITF m MES, 1$ 1,2, (2.2.9) 
MH P q, 适合 MP, — ib 0 — DE bu 1a m tg (1— 
t)i 时 ,对 fE L^nD LE? 必 有 
ITH « MIM3 fr. (2.2.10) 
证 。 因 为 阶梯 函数 在 Lebesgue 空间 中 是 稠密 的 ,所 以 仅 需 对 
PERRA AUENA (2.2.10) 式 即 可 ， 为 此 取 两 个 阶梯 函数 


fx) S 之 EX), 


£G) 一 P axe G0, 


这 里 UECR, UF;CR", EAE, = Ø, 45545 F; NFS 
Ø, i#h 而 且 E;，Fj 均 为 可 测 集 .由 稠密 性 有 
lTfl;e = sup {ISTE - gGO2»[s lele < t) 


q Roa ice ES 


ay = | TXOR Od, 
则 
| TIOE Gdy 一 D antim = TG, n). 
又 因 


iiit» 一 > IE lim E,), 


lelg 一 > In| "mF,), 
j=4 
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因此 我 们 现在 需要 讨论 的 即 是 
Mas = sop {TE 5 D i e 


b imn S ifs 


! je] 
gp mE), v= mQFQ). a 和 8 AARE. 我 们 想 证 明 Mas 
Hea, p 有 一 种 对 数 凸 性 , 即 当 一 (1、3)m + 02, 8 — (1— 
6)8, 十 88; 时 

Mp MEMO, (2.2.11) 
( 亦 即 log Mas ÆORRO. RN, RES a = I/P B; 1/4: 
(6 = 1,2) 而 1 一 8 —:, BÜRISóESEILUE. AAR Maus 
Mis Maa, Mi 而 Mag BE T L” — Lt 的 范 数 ， 为 证 (2.2.11)， 
& 

Ex) mm eV? ngt; | p, | Tn hn Va 


一 上 2 一 
nile) MEE eY arg? iayl Kı = 


则 T(EGO, n) 是 2 — x iy dEO — x RARER. 
在 0 «x «WE #1(x) ,TCx) 都 连续 而 且 有 界 , 所 以 了 (5(z7， 
950) 在 0 x 和 1 时 也 连续 且 有 界 . 
当 Rez 0 Bj EG] — gn xA 一 MES 故 
PHEACOI — 211 u x 
21 iG ^v; — Bly tv; x L 
从 而 这 时 
ITCEGO , 3620 S Moan — Mi. 
同 理 ,在 Rex 一 1 时 
TCE), 5620] S Mas, = Ma 
从 而 由 定理 2.2.7 34 2 一 9 时 《这 时 5, — 5, GG) 3) 有 
ITCE, 22] & Mg, Mi» 
页 定理 得 证 ， 
注意 上 面 的 证 有 明 中 是 设 a0, 908g. 若 & 一 4 或 8 一 
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0, EX Mas 的 式 子 中 之 [£,| "n; « 1 HÀ, 2 Iyl ^v « 1 
就 要 改 成 sup|,| < 1 或 supla] < « 1. 


现在 将 这 个 定理 用 本 Fourier 变换 ,有 
定理 229 (Hausdorff-Young) 若 1 ELr(l x-px2), Nj 


jer", A + * = ifi B. 


lAl < QM luo. Q.2.12) 
WE. M p—1Hb p = 0， 上 式 自 然 成 立 ，f? 一 2 了 时 5$—2, 
Hi Plancherel 定理 上 式 也 成 立 。 今 令 fpl, g= 0, h=, 


EG bas. WA z - 1 tt, ds 
9r 


ie 自然 有 上 i [PM 则 4 —P, WEM 
a. 

ETR ERDER, RR SP UUEBU— ^ RLHBDXCTGÉ 
RAJ Young 氏 不 等 式 . 我 们 已 经 看 到 , 若 视 f€ L! 定义 一 个 卷 积 
算 子 T; L’ L, gjg B skgh s lifitelgle, mE 
KA llik gile = ess. sup | [f(x — yg Oar) S liflliliglus. 因此 
对 于 ge LINL” 有 

| T lire e < WAles 


xu esp E a L zmt [RE LINL? XE L’ 中 


稠密 ， 故 Tj 可 以 拓展 到 L 上 成 为 L'U— L 的 有 界 算 子 ， 其 
范 数 不 大 于 dfe. XE 2 = 0D/: 是 之 1 的 任意 实数 ， 所 以 上 面 
的 部 就 收 写 为 p: ISPS, 

-固定 gc L*， 再 把 fg 看 成 由 & 定义 的 卷 积 算 子 Ta, 则 上 
面 证 明 的 即 

Te: L'— L* (Tal s Well. 
然而 当 FELI 时 ,由 Hilder 不 等 式 又 有 
llf «gli.» < lelei. 
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因此 又 有 
TD， 
再 在 1 和 4 之 间 应 用 一 -次 Riesz-Thorin 定理 即 可 将 T, 拓展 为 


"一 上 的 有 界 算 子 , 目 其 范 数 <<|slur。 这 里 二 一 二 十 二 二 上 一 


1 3 
1 t 1 t 工 一 上 E 1 1 TENE 1 
=s 十 一 ， 一 -一 一 . 十 EU ENS a —- lI — —, 一 十 一 二 
q P $ P co rp r Ci 所 以 r P 
lady qmi 
s 
lf gle < fstlgllee, (2.243) 


此 式 也 称 为 Young ERER. 

但 这 里 需要 提 到 的 景 现在 f e 仍然 p.p. 可 以 用 积分 [G= 
D£G)dy RAR. HE b 2e 1 X JEL’, geL, 
&€ 工 ?， 不 所 一 般 性 可 设 f g, A JET Cp. p.) 这 时 

(^00 | Ke — De Gays 

= EO (fo — y 9h Go)dxdy 

< Ilzes gay 

— llel laele. 
因为 此 式 对 一 切 A BRY AA (f — ye dy X r p.p. Kk, 
属于 L? 而 且 范 数 不 大 于 Wbelelo. 但 当 fe LNL M, BE 
re» ue — Y)gGQ)dy Bl fxg, 因为 LNL? EL msn Br 
以 对 一 切 fe L' beg 都 可 用 积分 表示 。 

再 用 一 次 上 面 的 技巧 , 令 二 十 二 一 二 十 1， 并 设 fent, 
ge L' be LL" (4 T: » E Pi 于 是 有 
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{eWay is — yMGOdx 
« leteli ater (5 + L 三 1) 


< lgdsflelsl. 
因此 ,由 Fubini 定理 gG)f(x — »)5(x) € LRI X Ry)， 从 而 对 
JU—393) x, gO — »)4 GO € LRZ), mE. 


| ki [re — yyeGody < llelnlifli le lor 


由 于 AGO € LiNL* 是 任意 的 ,所 以 对 几乎 一切。 r f(x — y) 


8《y)dy € L' Ti BERUF T I elele. 以 上 我 们 对 ge LN 
L' 证 明了 í*g 可 以 用 积分 表示 ,但 因 LOL fe L' 中 向 密 ,所 
以 对 geL' 上 式 也 成 立 ， 

以 上 我 们 简单 介绍 了 以 Riesz-Thorin — 
但 在 许多 问题 中 工 在 两 个 “ 淇 点 ”(4,, BO, Ch, B) 上 的 有 界 
性 并 不 能 保证 。 这 就 需要 更 强 的 播 导 定理 ， 例如 Marcinkiewicz 
播 什 定理， 对 此 请 读者 参阅 有 关 的 专著 . 

关于 经 典 的 Fourier 变换 ,可 以 参阅 经 典 蘑 作 S. Bochner [ 11. 
或 较 简 单 的 Bochner 和 Chandrasekharan [1], Stem 和 和 Weiss [1] 
一 书 欠 容 丰 富 ,很 有 用 处 maA ATEENAN. ATEN 
问题 可 以 参看 j. Bergh 和 J. Lofsuóm [1], 


$3. Poisson 求 和 公式 与 Fourier 级 数 


V 周期 的 广义 函数 ， 设 p(x) 是 R? 上 的 CRR, 我 们 说 
它 对 多 个 变量 是 有 周期 《为 简单 起 见 不 妨 设 对 各 变量 周期 相同 
且 均 为 1), Bil f 


eG e) m eG), e 7 Optrag 0,7, 0). (231) 
《第 7 个 分 量 ) 
因此 ,着 我 们 记 等 价 类 
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| rex vy xe (mod ej), j — 1,::*, n, 
为 *， 则 上 述 周 期 函数 pC) dé IAKA, dE e. 上 人 述 等 
价 类 的 集合 称 为 ” HERR T": 
T” = R"/ 一 。 
因此 周期 函数 就 是 T^ 上 的 函数 〈 当 然 设 周期 为 D, KAREE 
一 样 . 
我 们 现在 讨论 T” 上 的 基本 空间 ZT) — 因为 T* 本 身 就 


是 紧 的 ,因此 一 功 C™~(7") EROS UXOR. KER FO 


(T) 与 多 (0) 不 同 , 现在 aT") 是 Fréchet 空间 、 而 对 
pE DCT) 可 以 引入 可 数 多 个 半 范 ,例如 


pp) 一 sup 2) [8g], R= 0,1,2,.°. (2.3.2) 
T" ;al&k 


OT*) 亦 即 (T)  EBSUZEBEZEEETZ pR Er OS JOH" SCRI 
DPT”). 其 所 以 称 为 周期 的 是 因为 : 若 * 有 两 个 代表 元 * 和 
zte; (j 二 1,"…*, 7), 则 

pt) = pkr) = lx 十 ci) 
从 而 对 于 FED (T 有 
GE), PED = GE), 9 G0) — (GO, e (x e), 


亦 即 ryf = f(x — e) — 16) {i — 1, 75, 0).. ita PS 


数 对 各 个 变量 都 以 1 为 周期 相仿 . 

BS T 是 紧 的 ,所 以 DT ATIA KEMAT") = 
ELT"), gU) = A(T”) 上 的 线 柱 泛 函 连续 性 的 条 件 也 就 成 
T: 存在 一 个 常数 C >> 0 RIETER k tE 

IG, p) < C sup $5189, pE 2T). (2.3.3) 


rt 
因为 gt) = (7T")， 所 以 二 者 不 加 区 别 ， 而 第 一 章 关 
于 407") 的 性 质 都 可 以 移 用 于 此 .其 中 特别 需要 注意 的 是 , 首 
先 ,每 一 个 Fe p'Cr") 均 可 表示 为 7" 上 的 连续 函数 FE CCT") 
ARRO AERON FAAR (ALEE 1.3.10); 
1=0°F, ja] =k, FEDT”). (2.3.4) 
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其 次 ,任意 内 个 en CT) JC LER Em e Ha AER fx*g8, 定 
义 为 
(*g,9) = GANDE), plx 4»). 
2.&'(T^) 广义 函数 的 ”Fourier 变换 。 既然 (T) 一 
KO, DT = ET, 自然 在 T 上 也 不 可 能 青 区 别 
7(T") 和 s^ 77) 而 有 
DCT) = PT") = £(T*), 
EST) = ST") = PT’). 
因此 。 每 一 个 fe DCT) 都 应 该 可 以 作 Fourier 变换 ,但 定理 
2.1.11 背 出 、 每 一 个 具 紧 支 集 的 广义 函数 8 之 Fourier 变换 eE) 
即 & 作用 在 eee 上 之 值 ; 不 过 现在 679 一 般 地 并 不 在 
£T") H, BIR y 不 -- 定 有 周期 1， 为 此 ,其 必要 充分 条 件 很 容 
易 看 到 ,是 EEZ, 我们 记 Zr 中 之 元 为 1!， 即 1 = (h, a) 
而 4 一 0, 1, 士 2,.…。 所 以 现在 AE) 并 不 是 RE 上 的 函数 ， 
而 是 离 敬 集 Z" ( 它 对 加 法 成 群 ) 上 的 函数 , 亦 即 序列 
[(g, eD} — (6), 1 一 0, 土 1, 士 2,… (2.3.5) 
现在 来 讨论 Fourier 变换 的 性 质 。 首先 是 微分 性 质 。 若 
KDED, M DIEE C), 因此 可 以 讨论 Df tis 
题 而 有 
De} = (Det, eie) 
= ((,C7 Dyer») 
= (Qul)*(f, comb) 
= (Qxzt)*cij. (2.3.6) 
下 面 讨 论 卷 积 运 算 ， 由 卷 积 的 定义 对 gea QT, B 
其 Fourier 变换 为 {及} 和 ieh RITE 
fkg = Aike, ee 
= (GO Gg), e mtem») 
= (G0, ANEC), echo) 
— {fi gl. 
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MERITE? ERRE Ma) ero d gt, WE 
有 


fg l.p. (2.3.7) 

现在 讨论 Fourier dE f& BUE de a. 从 上 面 的 讨论 看 到 ， 

£Z'(T^) 中 的 Fourier 变换 其 实 就 是 将 fe D (TATH Fou- 

rier 系数 序列 。 因 此 ,直观 地 可 以 想象 到 ,其 道 变换 就 是 从 Fourier 
系数 恢复 到 原来 的 FEDT"), RRA 


f(s) ~ See, fe DCT”), (2.3.8) 
t 


所 以 现在 我 们 将 问题 重新 提出 如 下 : 

广义 户 数 在 什么 意义 下 可 以 展开 为 以 上 形状 的 级 数 。 它 在 什 
LEL EU Sco 

以 下 就 称 (2.3.8) 为 广义 函数 f(x) 的 Fourier 级 数 ; ci 称 为 
i) 的 Fourier 系数 . 

3. 广义 函数 的 Fourier 级 数 . 我 们 先 计 论 广义 函数 fe 
Z'O) 的 级 数 收 化 人性 的 概念 . 

定义 2.3.1 Jahe ZOE Z(9 ud fe 
D(A) 即 指 对 任意 oe (0), Si. o) ACT. O, v). 

现在 我 们 来 讨论 Pe D (T^) 的 Fourier 级 数 的 收 化 问题 。 
为 此 我 们 先 估计 cr 

如 上 所 述 ( 式 (2.3.4)) f = FF, F 是 了 "上 的 连续 通 数 即 局 
期 的 连续 函数 ,因此 


le = [Ge Rm y 
-一 {{— i)" 天 A Oe 0| 


= |C)" T F(x)e- "gy « Cl", (2.3.9) 
现在 我 们 在 T OBBEUDE (23.8), 取 pe DT), Mk 
行 充 分 多 次 分 部 积分 法 
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(eig p) PRE A q (e? me 


—[(— 1)2n]^* js O* p (Cx) ed dr, 


因为 8 可 以 是 任意 的 ,因此 (ce ”3,gp) 是 急 碱 的 ,而 由 (2.3.9), 包 
又 是 缓 增 的 ， 所 以 级 数 〈2.3.8) 总 是 收 伍 的 。 现在 要 证 明 其 和 为 
几 s)。 为 此 先 考虑 一 个 特殊 的 级 数 


Y emen, (2.3.10) 


它 的 系数 显然 适合 一 个 形 如 ( 2.3.9) 的 估计 (a 一 0, C — 0, A 
Hed. 但 对 ecd, 


21 0799,9) = >) m erg (dx 
i H 
= 25 gie P0 
H 


qi: 是 争 的 Fourier AA. AAP 7E JOB BUR AREE, 它 的 
Fourier 级 数 自然 收敛 于 pl): 


eG) 一 que mem, 
因此 e(0) 一 2; que (49， 代 人 上 式 旭 有 极 重要 的 公式 
8 一 M emen (2.3.11) 
MES IG) € C) REPNA 
{= ħ*8 = > x emm 


《这 里 我 们 和 用 了 卷 积 映 射 的 连续 性 )。 但 
ES ehm un -— GC, eh oy» 
d M CR e ny 


— fe, 
RALARI E fen? — f. 因 此 (2.3.8) 成 为 
f(x) 一 » fom, (2.3.12) 
i 
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这 里 的 收敛 性 自然 是 在 乡 《7*) ELTH. WP e RS 
典 意义 下 的 函数 ,自然 要 问 (2.3.12) 是 查 会 逐 点 成 立 ? 若 设 IO) 
局 部 可 积 , 则 因为 f(x) 至 多 定义 到 相差 一 个 0 测度 集 , 所 以 我 们 
至 多 只 能 希望 (2.3.12) PP 成立 或 平均 成 立 。 这 方面 的 研究 可 
以 参看 关于 Fourier 级 数 的 专著 ， 

LERRA. fe P T") 的 Fourier. 系数 一 定 是 缓 增 的 。 
反 过 来 , 兰 有 三 角 级 数 lnc tH. 其 系数 适合 (2.39)。 这 时 
Wig > a fE B — e 充分 大 , 则 级 数 


5 hC— el) Peis (2.3.13) 
1 


— Bulk SCE3E- 38 OG BOPRER F), quB. Q.313) d& F(x) 
的 Fourier 级 数 。 因为 微分 运算 在 DT") 中 是 连续 的 ， 因 此 ， 
在 广义 函数 的 音义 下 Fourier 级 数 可 以 逐 项 微分 任意 多 次 。 对 
(2.3.13) 微分 有 次 ,立即 有 Fourier. 级 数 


DRC) 一 fec oom, 
H 


Ki FUR —Á PRUUGASE RE EDCT^). 广义 函数 的 Fou- 
rier 级 数 。 这 样 我 们 就 得 到 了 一 个 刻 划 (T^). TARRE 
质 , 即 具 有 组 增 的 Fourier 系数 ， 

最 后 我 们 加 到 十 分 重要 的 式 (2.3.11)。 如 果 在 R 中 表示 ， B 
应 该 写成 


Dr 一 站 一 Dy en, (2.3.13) 


式 子 的 左边 很 容易 看 出 是 一 个 S7 广义 函数 ， 因 此 右 方 也 是 。 双 
方 作 Fourier 变换 ,但 注意 到 ,现在 我 们 讨论 的 是 以 1 为 周期 的 函 
数 ， 所 以 它 的 Fourier 变换 也 应 变 成 对 于 以 1 为 周期 的 e 7e 


进行 的 运算 KE) = | E9), FE 


只 全 一 站 CS) gone ot 
e oem on (a) 二 (E +i). 
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从 而 有 
S 8 一 DAGE) = Seo S ST B(E— D. 344) 


在 最 后 一 个 式 子 中 我 们 应 用 了 (23.13), KIAHNE 139 Z 
中 一 切 值 时 ， 一 ?也 遍 取 Z^ 中 一 切 值 ,因此 将 《2.3.13) 的 右 方 之 
? 改 为 一 !， 它 仍 成 立 。(2.3.14) 中 我 们 又 遇 到 了 一 个 广义 函数 ， 
它 与 Gas XE 6777 i8], 其 Fourier 变换 内 一 个 常数 因子 外 
即 其 自身 (与 (2.1.6) EH). 

取 fes, 由 


(3isG — 0.) - (Sis - 0.3) 
立即 可 得 重要 的 Poison 求 和 公式 | 
| 2i 10) = 24,0. (2.3.15) 
把 它 应 用 到 KG." (Gem) 上 即 得 著名 的 关于 0 函数 


的 函数 方程 
So esie NES (23.16) 
$4. Paley-Wiener-Schwartz 定理 


1. Fourier-Laplace 变 横 .这 一 节 的 中 心间 题 是 讨论 函数 或 
广义 户 数 在 无 穷 远 处 的 衰减 性 质 与 其 Fourier 变换 的 光滑 性 的 关 
系 ， 当 然 ,衰减 的 极端 情况 是 遂 数 或 广义 函数 具有 紧 支 集 , 即 在 无 
穷 远 处 峙 近 为 6， 因 于 我 们 要 肇 划 出 这 类 通 数 或 广义 函数 的 Fou- 
rier 变换 的 特点 。 这 就 是 Paley-Wiener-Schwartz 定理 。 它 实际 上 
ERTER, 分别 讨 论 CIR) Sé Rt) 的 Fourier 变换 、 现 
在 从 CoR") 的 Fourier 变换 开始 . 

CIRC, 内 此 , 任 一 个 f€ CER) 的 Fourier 变换 
AE) 都 是 于 的 急 减 函数 。 但 是 反 过 来 , 由 ICD 为 急 减 只 能 得 也 
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f(x) € 芭 一 一 这 当然 也 是 一 种 光滑 性 的 限制 ， 币 不 能 得 出 有 关 

suppf 的 信息 .为 此 ,我 们 引入 EC", E = (urs 060. E 

i 十 Vly 或 写 为 =E +V 一 9，E, aeR"， 并 给 出 
定义 2.4.1 7Cr} 的 Fowier-Laplace WHE X AR. 


Iq) | -fear， (24.1) 


如 果 这 里 的 积分 存在 的 话 ， 
现在 设 fe C8CR")， 则 不 但 可 以 看 到 积分 (2.4.1) 是 存在 的 
“ 它 事实 上 只 是 在 紧 集 上 积分 ), 而 且 可 以 在 积分 号 下 求 微 商 , 或 将 
eU 展开 为 二 的 震级 数 而 知 万: ) 为 志 的 整 函数 。 今 设 suppj 包 
RER k| <4 py, WA 
定理 2.4.2 (Paley-Wiener) 整 函数 g(#) 是 支 集 含 于 
jel s A4 内 的 CECR") 函数 Ke) 的 Fourier-Laplace 变换 的 充 
分 必要 条 忻 是 对 任 一 非 负 整数 NN 均 有 常数 Cu 存在 ,使 
12G2] & Coet ™ G 十 LED, (2.4.2) 


证 .必要 性 . 设 e) — (GO Its, RU 


Ce) 一 | De Edr, 


IIT 
但 在 IET «d 中 ID'f(x) | s C,, [e (m | ns emn lalllt c 
cdltetl， 上 式 对 任意 «成 立 ,所 以 
{1 + EDLE S Cretan 
对 和 任意 六 成 立 ,， 从 而 有 【2.4.2). 
充分 性 ， 设 (2.4.2) 成 立 , 则 对 实 的 过 一 E， 有 
le] < Cn(1 十 181)-* GHERN RE), 
这 就 是 说 eC 急 碱 ， 因 而 必 有 某 个 C” 函数 /(x) 使 
KE) = Q2) | ete. 
AE CO 有 紧 支 集 于 lel <A 中 .对 于 
1G) = Ca)” | e" goat 
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利用 Cauchy 积分 公式 ,可 以 写 出 
KG) = ay" | esit, 


=E + in, MRAZE n= const， 和 利用 (2.4.2), R N —n 
1。 注 意 到 
[e 9| 一 ee 
UR 1+ ipl >14 itl 8 
UO] < (ay cue» | (1 + ID tnam 
«S CeAm 7o 
4 1 一 tx、 则 有 
[iG | a Cen im, 
若 [x| > 4, WH 1 一 4 00 时 上 式 右 方 可 以 任意 小 ,从 而 
fG) — 0, |z| > 4, 
Bi suppfC(x:lz| & 4}。 证 毕 , 
2. 紧 支 集 广义 函数 的 Fourier-Laplace 变换 . Schwartz 把 
ER Paley-Wiener ZAE AES (RO FEREENA 
定理 2.4.3 (Schwartz) (2) Eg (R°) 广义 函数 FG) 的 
Fourier-Lapiace 变换 的 必要 充分 条 件 是 ，g(#) 是 适合 以 下 条 件 的 
整 函数 ;存在 常数 C20, 4 > 0 以 及 非 负 整数 N， 使 
lg] CC + [0| "e me, (2.4.3) 
证 ,1(xw) € (R^) 的 Fourier 变换 (E) 是 (定理 2.1.11) 
KE) = (flr), e ?), 
BERES (E), ec 只》 仍 是 有 意义 的 ， 因 为 eem 仍 是 x 
的 ( 复 值 ) C” 项 数 ; 而 且 可 以 在 “积分 ?号 下 求 微 商 证 明 它 是 “的 
整 函数 。 这 个 整 函数 记 作 I — (060, 279», R29 f) 的 
Fourier-Lapbce 变换 ， 它 显然 是 (E) 的 解 本 拓展。 
必要 长， 由 A'R) 的 构 洁 定理, 一 定 存在 一 个 县 有 紧 文 集 
的 连续 函数 F(x), 使 Fax) — Dr, DEF SuppfCtz3 lels 
A}， 必 可 使 Supp FC{r，|xi s 4 -F ep, e 是 任意 小 的 正 数 . 
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于 是 对 任意 含 复 参数 【e C" 的 CQ) 函数 (x) 有 
IX. Pel = IF, D10:G))l 
«|, IFO + DIOC) Ls 
«cC Sup,. DEP), 


现在 令 Ple) = 2609, MPA |Di4dQ.00] = gl ee 而 
(, P) = ÍQ). ALEX 
I1 « c 十 El Ne mii, 
ERP (2.4.3), N = lal, MARE 4+e, MESA Suppf 
的 球 |x| « 4 之 半径 稍 大 的 数 。 
充分 性 . 设 g) ERA (2.4.3). $ r =E, 可见 (6) 是 
EDZA, AME S7 广义 函数 ， 因 为 『: Fr Rd 
HE. Wu IMEF E 8CE) 一 和 基 )， 今 证 寺 有 紧 支 集 含 于 
i| A4 内 .， 为 此 作 磨 光 核 序列 ou) 一 Ju € cR) 
A CLL2)), 而 用 它 将 I) 磨 光 , 即 作 卷 积 
(Pap. 
由 定理 1.47, Cfkoj)GO. 作为 P0) 广义 讽 数 应 该 收 钱 于 
f(x). 
但 另 一 方面 
fa, 一 六- dj. 
KB = eE) ARRIR O 适合 式 (2.4.3)， 其 中 的 六 是 一 个 
国定 数 ,现在 改 记 作 N., a 的 支 集 在 |x|m1/] 内 ,因而 由 Paley- 
Wiener 定理 d; 也 有 解析 拓展 &($)， 而 且 对 任意 的 N 有 
lé] « Cue ml + zy, 


因此 j- a N fka BRRR Oka) (5) 是 5 的 整 函 数 ; 
而 且 对 任意 N 有 
| (fea ECeC hima e qp ym, 
Ni — N 仍 是 任意 的 ,因此 ,再 用 一 次 Paley-Wiencr 定理 的 充分 性 
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eto cdam su 


下 


BITA, (xa 是 有 紧 支 集 含 于 |r] 过 4 十 > 内 的 C= 


函数 。 当 ?一 十 oo 时 , 它 的 极限 f(x) 作为 D" 广义 函数 ， 应 有 
紧 支 集合 于 xb «x4 内 , 即 f€ FRY, E 

SuppfCix; |x] & 4). 
ERTH, 


$ 5. WADD EEK 


1. 基本 解 的 意义 、 在 求解 一 些 经 典 的 数学 物 趣 方程 时 ， 有 一 
类 特殊 的 解 起 了 特殊 的 作用 ， pis R 中 的 Laplace 方程 


Ow Ow 
Bx = 1 ( ) 


U es (r? = lix zd zli’, To 是 某 一 定点 ) 就 是 这 样 一 个 解 。 


众所周知 ， 在 对 这 方程 的 解 的 充分 的 光滑 性 假设 以 及 对 区 域 2 及 
其 边界 59 充分 的 光滑 性 假设 之 下 ， 方 程 4x 一 /之 解 恒 可 写 为 


-让 二 的 -人 


= i | Ls, (2.5.2) 


An 


这 里 5 是 积分 变量 ,rf 一 x — tll. — 4L: 这 个 解 称 为 (2.5.1) 的 


基本 解 。 对 波动 方程 和 热传导 方程 也 都 有 起 类 位 作用 的 解 。 Ha- 
damard 总 结 了 这 些 具体 的 例子 , 对 于 二 阶 线性 的 具有 解析 系数 的 
方程 首先 提出 了 系统 的 基本 解 理论 ( 详 见 Hadamard [11), ifi B. Bt 
是 从 波动 方程 的 基本 解 出 发 ,给 出 了 发 散 猴 分 的 有 限 部 分 的 概念 ， 
是 广义 函数 论 的 先例 之 一 .现在 我 们 将 从 广义 函数 论 的 角度 系统 
地 总 结 这 个 理论 ， 

ju (2.5.2) HAY f 和 =* 均 充 分 光滑 而 且 蜂 有 食 于 @ 内 的 紧 
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ZR (2.5.2) 可 以 写 为 
u(x) = QU x f). (2.5.3) 
由 此 可 以 证 是 
AU — 6, 
EKE, 由 于 〈2.5.3) 中 的 zx 是 Aa 一 了 的 解 , 所 以 
f = Au = AQU*f) = (AU) *f, Mf, 
于 是 AU — 6, 

仿 此 ， 对 于 一 个 线性 偏 微分 算 子 PCD) 一 一 我 们 先 考 虑 常 系 
数 的 情况 ,因为 讨论 变 系数 的 线性 仿 微 分 算 子 的 ( 氢 ) 基 本 和 解 , 正 是 
本 书 的 中 心 论题 : 拟 微分 算 子 和 Fovrier 积分 算 子 的 重要 来 
源 一 一 我 们 定义 其 基本 解 即 适合 方程 

P(D)a = 8 (2.5.4) 
的 广义 函数 4， 在 这 里 需要 先 约定 所 在 的 广义 函数 空间 。 因为 
下 面 的 基本 工具 是 Fourier 变换 , 因此 ,我 们 自然 地 规定 在 97" 中 
REFE, 

基本 解 在 偏 微分 方程 理论 中 的 作用 可 以 说 是 两 个 方面 的 。 设 

U 是 基本 解 ,对 任意 f 令 

uc Uf, (2.5.5) 
则 一 方面 

Pu = PU f = 8f =f, (2.5.6) 

所 以 * 是 方程 Pu — f 的 解 。 从 这 一 方面 看 ， 利 用 基本 解 可 以 解 
决 上 述 方程 的 解 的 存在 问题 。 另 一 方面 , 以 f — Pn RA (2.5.5) 
又 有 

# = U x Pu, (2.5.7) 
利用 此 式 ， 又 可 以 从 Pa HER 3x ELE THEOCR E SES 
等 来 探讨 “的 正规 狂 和 奇异 性 ， 

换 一 个 角度 来 看 ， 我 们 认为 QUE 2—— BU DL U 26 RR 3S 
积 一 一 是 一 个 算 子 ， 则 (2.5.6) TARRY (Ux) JE PRAX 
(2.5.7) 可 以 解释 为 《Ux* 〉 是 了 的 左 逆 。 所 以 了 的 右 逆 可 以 用 来 
解决 解 的 存在 问题 了 的 左 逆 可 以 用 来 解决 解 的 正规 性 和 奇异 性 
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传播 问题 。 在 拟 微分 算 子 和 Fourier 积分 算 子 一 论 中 ， 这 个 观点 
将 起 基本 的 作用 . 

在 本 于 中 我 们 将 先 讨论 一 些 常 见 的 数学 物理 方程 的 基本 解 ， 
然后 证 明 一 般 的 常 系数 偏 微分 方程 基本 解 的 在 在 ， 最 后 归结 到 常 
系数 伪 微 分 方程 的 局 部 可 解 性 ， 并 以 Hans Lewy 的 著名 例子 结 
R. 

2. 常 系数 常 微分 方程 的 基本 解 。 先 从 最 简单 的 例子 开始 : 


P4 + ay = (x), a€ C, (2.5.8) 
x 


当 = 一 0 了 时, 它 的 通 解 显然 是 
y= H(x) + C, 
若 令 C 一 一 1 即 得 支 集 在 R^ 上 的 唯一 看 本 解 ; C 一 0 BIA 
LRE R 上 的 唯一 基本 解 ， 
令 yy 一 ce FQ) 即 可 将 (2.5.8) 化 为 


SF. — ola). 
dx 


因此 (2.5.8) 的 通 解 是 
y = [BCz) + C]. 

但 若 要 求 ye 2 '， 即 要 求 ?为 缓 增 的 ， 这 就 与 Rea 的 符号 有 
关 . 若 Rea 00, Wü] &U 3 ox 十 co 时 不 是 缓 增 的 ,所 以 ， 这 
时 要 想得到 缓 增 基本 解 应 该 令 C — 一 1; 同样 , 若 Ree o0, 要 
”得 到 缓 增 基本 解 应 取 C 一 0 .只 有 在 Rea 一 0 时 ,可 以 有 无 穷 多 
S" 中 的 基本 解 《C 可 以 取 任意 值 )， 

这 个 方法 可 以 运用 于 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 和 和 常 系数 线性 
方程 组 . 


Lu) = + du = (x)1, (2.5.9) 


4 是 &XA 常 数 矩 百 。 高 阶 方 程 


L) = EE eai OH pana ecu = B) (2.5.10) 
dx” dx™™! 
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育 然 可 以 化 为 《2.5.9》( 右 方 咯 有 不 同 )， 因为 令 s 一 S5 (和 一 0， 


1l,*:5,m— 10), fümi A E w(x) =u, e, tma), 则 得 
(2.5.9)。 其 中 


0 一 1 Ü --- 0 
0 D 一 1 

A 
am am- Kae Mi 


RAF Cauchy HS & X 大 矩阵 解 7: 
LU = 0, U|,— 一 (单位 矩阵 )， 
则 有 
U = exp(— x4), (2.5.11) 
这 里 矩阵 4 的 指数 函数 expC— x4) 定义 为 
wo EED ee, 


现在 求 工 的 右 基本 解 Ea, MER 
£ (Es) + 4E = ôl, 
Rie Es 一 UK， 则 有 
L(UK) = L(U)K + UK’ = UK' = ôl, 
Wt 
K = BU? = bet — Bl, 
| K — H(GOI +C, 
CEER kx kRO., Mati La Up SE Ee Rp 2S 
Ea = H(x)exp( — zA) + exp( —x4)C, — (2.5.12) 
同 理 也 可 求 出 工 的 一 切 左 基本 解 Es, BD 
2. = 
FE (Eg) + Ed — 681 
之 解 为 
Ex H(x)exp(— x4) + Cexp(— x4), — (2.5.13) 
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但 在 把 它 应 用 到 一 个 高 阶 方程 (2.5.107 了 时 应 该 注意 ,现在 要 


求解 的 方程 组 并 非 (2.5.9) 而 是 
= + Au = bem, Em = (0, -,0, 1), 
但 我 们 仍 同 处 理 (2.5.9) 相仿 , 令 u = ezp( 一 zx4)z， 则 
de ge 
Mm 


vle) = H(x)exp( — xA)e, + exp( — Me, 
c 是 任意 的 m 维 常数 矢量 。 取 这 个 矢量 值 函 数 的 第 一 个 分 最 
ux) = UG), BIG (2.5.10) 的 基本 解 . 
但 是 我 们 可 以 用 更 直接 的 方法 来 求 (2.5.10》 的 基本 解 ， 事实 
LEO U(x) 为 齐 次 方程 LU — 0 之 满足 
ZU) anmas 0«i«m—1 
dxi z= 
(jm Æ Kronecker 符号 》 
的 解 , 则 s= 即 所 求 基本 解 ， 这 是 因为 , 由 上 述 初始 


条 件 ， U(x) "G-N T O(1)x" ，。 从 而 由 Leibnitz 公式 ,由 
于 


xt8U — 0, c 2d, 


二 so CDS, 


k 
Z (HU) = à^7vU + ...-- H ZU. 
x 


一 ur XU 0 04... H ZU 


(m — 1)! dx? 
d*U 
=H p & < ms 
£— (HU) = "U 十 g ZU 
dx" 
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= 8(x) +H us ; 
故 所 述 的 为 真 。 
3. Cauchy-Riemann 算 子 的 基本 解 . 我 们 先 引 进 现在 所 习 


用 的 Pompeu i 记号. 令 s =x + iy, Wig X 


9 .1 (2 —,; 8 

Oz 2 «Ox TL 

-= A(Z ai), (2.5.14) 
y 


对 于 复 变 量 * 的 和 揽 值 范 数 f(x) = Cr, y) t irls, y)， 通 党 的 
Cauchy-Riemaan 方程 (简称 CR 方程 ) 就 或 为 


ef 1 | Ou 0v (2 9] 
a— EB a + pazh s 
8s 2l X8 s) iv cus 9 an 


因此 = 就 称 为 “Cauchy-Riemann Ai (简称 C-R X T). 


19. WAAR 

os 

| 1 OE E+ ÊE L aey) 
>. 为 了 求 E, RIY IE Fourier 变换 将 上 式 化 为 对 É(x, 
n) = | EC, dy 的 常 微分 方程 : 


2E — nÊ BO (2.5.16) 


这 里 由 是 一 个 参数 ， 但 为 使 Fourier 变换 有 意义 。 应 该 设 王 是 含 
参数 x 的 关于 了 的 SU LERA, Ae B(x, 9) 也 应 该 是 4 的 
S^ 广义 务 数 。 用 上 面 的 方法 解 (2.5.16)， 有 

É(x, 3) = BO) + Ca), 
而 为 了 使 它 是 4 的 缓 增 广义 函数 ,必须 取 


a 120 * 


(2.5.15) 


—]., n0, 
etn = | 0, 3 «0, 
从 而 
i PS — H(— x)e*, 277 0, 
É(x, 1) A uc " « 0, 
实际 上 ,我 们 看 到 É(x.m ) XE JE CUR LEN ICT HUE. Fourier 2E 
换 是 


(2.5.17) 


Z2xE(x, y) = HCx) f e enitda 
i + 
0 


— H(— =) Í 7 iende 


但 这 样 作出 的 是 202 的 基本 解 , 所 以 83 的 基本 解 是 E, 
二 这 个 函数 在 整个 复 变 函数 论 可 以 说 即 以 C-R 方程 为 基 


础 的 函数 论 ) 的 重要 性 是 不 言 而 喻 的 。 下 面 我 们 要 利用 它 推 导出 
非 齐 次 的 Cauchy 公式 , 鉴于 它 的 重要 性 ,有 人 认为 这 是 一 个 应 该 
引进 每 一 本 复 变 函数 论 基 础 教材 的 定理 . 

定理 25.1 设 0 是 由 有 限 多 条 Jordan 在 线 围 成 的 有 界 区 域 ， 
x 和 于 在 束 的 某 个 邻 域 中 属于 C, Hd 


Ou 


az f (2.5.18) 


则 
u(x, y) 一 2d $. u(z')dz'[(s' — s) 


+- ii {Cz jd Nds" ] 


2m: 


(2.5.19) 


这 里 rc xcbdy OE- KRA. 
WE. udz' = udx' © indy 是 一 个 1- 微 分 形式 , 它 的 外 微分 是 
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du Ads 一 oy Adr +i e dr Ady 


- 2idx' A dy' 
- ~ 一 ES ds NM\ dx’. 
令 =z 到 B80 之 距离 为 p, 取 0 < <p 以 及 
Q, = (z'€0, |z — z| >e}, 
BD Q BERACEL 2 25008, A e 为 半径 的 圆 盘 , 它 的 边缘 是 89U{1s 一 
s| 二 8}。 在 这 个 区 域 上 应 用 Stokes 公式 ,有 
| ulz dz _ $ u( z')dz' 
62 z'— x 


+ L 
z-s =a z — z 


he n- as dz' Adz'[(a' — x), 


这 里 我 们 应 用 了 关于 -Č 的 Leibnitz 公式 以 及 2.3 0-0, 
Oz Oz s'— x 


令 z — z 十 8e”， 则 上 式 左 方 后 一 个 积分 当 8 — 0 计 为 
一 jp NC + ee? )d0 一 2xiu(x) = 2xiu(x, y). 


代 人 上 式 , 即 得 定理 之 江 , 

对 于 解析 的 x, 对 ndz” 应 用 Stokes 公式 , 即 可 得 Cauchy 积 
分 定理 ,对 x(z)dzyz — s 应 用 Stokes 公式 即 得 通常 的 Cauchy 
积分 公式 . 

以 上 我 们 为 证 明 简单 起 见 , 用 了 过 强 的 假设 : «dk DILE 
于 C, 实际 上 在 可 以 应 用 Stokes 公式 的 条 件 下 。， 可 以 大 大 放松 
对 «的 光滑 性 要 求 , 

4. 热传导 方程 和 Schródinger 方程 的 基本 解 。 上 面 我 们 对 
一 部 分 变量 作 Fourier 变换 而 化 为 求 常 微分 方程 的 基本 解 问题 . 
这 个 方法 对 热传导 方程 等 等 也 是 适用 的 ， 

对 于 热传导 方程 ， 其 基本 解 E 应 该 是 适合 以 下 方程 的 缓 增 广 
XAR Er, r), x € R’; 
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- — AE = blr, 1) = 86 GSC. 
对 xz 作 Fourier 变换 ,有 
9£ + ph — sc). 
它 的 唯一 绥 增 (对 8) 广义 区 数 解 是 
EG, E) = H(OexpC— LEl. | 
X EPE Fourier 变换 ,并 用 Gauss 函数 的 道 Fourier 变换 公式 。 
苑 有 “《〔 见 式 (2.1.6) 
了 (zy x) = Quy ""H(OexpC— [x (?/42). 

于 此 HO) 的 出 现 值得 注意 ， 这 说 明 我 们 只 能 解决 :之 0 处 
的 Cauchy 问题 。 这 是 很 自然 的 , 因为 热传导 是 一 个 不 可 道 过 程 。 

而 对 于 Schrüdinge 方程 之 基本 解 


ES 2 AE 8(x) 628 (1), (2.5.20) 


ZEX x (E Fourier. 变换 后 有 
LEE + EPE 50), 
因此 可 以 得 到 它 的 一 个 解 
É(t, E) = iH(Dexp(— iE. (2.5.21) 
但 它 对 于 5 并 非 可 积 的 ,因此 不 能 用 (2.1.5) 来 计算 ECG, x. 为 
. 此 ,我 们 引入 路 化 轩 子 sxp( 一 ejg HAR 
B.C, E) = iH(QOexp(— (8 + DIED. (2.5.22) 
Ae Soh, EG- EES, Meo, CE SI PRAT 
ÊG, E) ACA Fourier 变换 Ee, r) MZKATF El, 
x). ME (2.1.5), HRR Gaus 函数 之 逆 Fourier 变换 之 方法 
有 


EG, x) = iQr)™ HO) | eiexp(— (e + i| iyu 
e= iG) HO{ | e C7 Cs + iol] 
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"exp( 一 [xl /4C6 + i) 
—> i( 22) P" CHO) exp(C— qx l"/4:0, 


c= (V ew ay = qx - osi. 


E(1, x) = HG Ar 
* exp (- i(n — 2) z) 
. * exp( — |x|?/ 4:2). (2.5.23) 
5. 波动 方程 的 基本 解 。 对 于 波动 方程 
PE 


o d AE = dx) G8(2), 


对 = 作 Fourier 变换 后 将 有 二 阶 常 微分 方程 
$ + [EIE = 5C), 
用 前 面 的 方法 将 有 支 集 在 : > 0 处 的 基本 解 
B,C, E) = HG) sin IEDER 
以 有 到 支 尝 在 c0 中 的 基本 解 
É (4, E) = — H(C— D sin G]ED/IEI. 

因为 LAC E) 对 于 EcR" 都 不 是 可 积 的 ， 在 求 EC x) 
时 又 露 要 如 Schrödinger 方程 那 禅 引 人 收 伍 因子 expC— elgi) 
(e > 0), WME: 


E.G, x) = x)" lim | exo Gst — el. Ce + 2t 
= QxY7| e GeDE C, BDE 《定义 ) 


— (2 x)*8G) || ew (i M r HI )) 
— ex(i( s, xz 一 IER DE- ds Tr (2.5.24) 
这 样 的 作法 有 一 个 基本 的 弱点 ， 就 是 我 们 把 空间 变量 x 与 时 
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HRE: 截然 分 开 了 。 但 是 和 热传导 方程 情况 不 同 , 在 波动 方程 
情况 下 ,这 样 作 是 不 自然 的 。 众 所 周知 ,波动 方程 企 Lorentz 变换 
下 不 变 , 而 最 重要 的 Lorentz 变换 如 

, A PROIN 13 TP 

r= ita 1 一 产 ， (2.5.25) 

x; = fj, 121, 
告诉 我 们 ,在 讨论 波动 问题 时 ,时 间 与 空间 是 不 应 分 开 处 理 的 、 因 
此 ,在 求 波动 方程 的 基本 解 时 ,我 们 应 对 :和 x 同时 作 Fourier dE 
H, BHE 

Bales E) = he EC, 06 


- P eme in GEDA IEN, 
这 里 的 积分 又 是 发 数 的 。 因 此 ,又 应 理解 它 为 
£s) mL expC im — en sin GE Al 
M 。 一 0 十 时 的 极限 ， 然 而 


Ej GE) = ze {pl ii — is — 12D] 
— exp[— iz(* — ie + 1)]jas 
e caede 
—G- ie pEl)7) 
一 一 [Ge — is) — Ie». 
因此 B.C. E) 是 以 下 的 理解 为 S7 拓扑 中 的 极限 
Êr, E) 一 一 lim [Cr — ie} — |". (2.526) 


如 果 把 这 个 极限 形式 地 写作 [r 一 EI) 7, 则 在 波动 方程 的 
特征 锥 面 ”一 |#1 一 0 上 它 有 很 高 的 告 性 。 我 们 将 会 看 见 ， 竺 
征 锥 面 的 存在 是 求 基本 解 的 基本 困难 所 在 。 这 个 锥 面 是 如 此 重 
要 ,而 且 在 物理 上 有 丰富 的 内 涵 , 我 们 将 在 波动 方程 的 情况 下 称 之 


" 125。 


A JE”, mA r > 0 的 一 叶 称 为 前 向 光 锥 、 另 一 叫 - 称 为 后 向 光 
[3 

Side iB S7 中 的 极限 (2.5.24). 为 此 ， 我 们 要 利用 
Parseval 等 式 (2.1.48)( 但 其 中 的 Qa)" WEE Qr) ™), HE 
到 对 实 值 函数 g(x)， 


fe 
一 | eig(r)adxr 
x | eg(y) dy, 
于 是 对 实 值 的 Cr, x) € CoR) 有 
5 = (2xY""l _ P(r, Edras 
(Es, P) = — xt [È ECEE (2.5.27) 
这 里 我 们 又 过 到 了 被 积 函 数 趋向 0 的 严重 困难 .解决 问题 的 出 路 
是 把 rz，# 都 看 成 复 变 量 , 而 利用 Cauchy 定理 改变 积分 上 路径。 这 
EJ, 注意 到 Hz， E) 当 [mr = Const, Im = const 时 对 于 Rer, 
Re 为 急 减 是 重要 的 。 因 此 ， 仿 照 求 Gaus 函数 的 Fourier 变换 
那样 对 TE 《一 oo, 00), HS (—, co) G 二 lyttes n) 改变 积 
分 路 径 到 Imr = — a, Im £; = — b; 上 ,并 记 b—(h, q 1,5.) 
有 


= — (2x)*^ lim | $(r — ia, E — ib )drdë 
(E+, $) (s) im f] (r — ia — is —(E— by 


L (yia (( $C ias E — ib)drag 
COMI E Er cR 
iH a0, (- PY 一 BG 一 7。 为 了 使 这 里 的 极限 合 
法 ,只 需 后 式 分 母 不 为 0 即 可 但 
(s — ia — G iiy — e LEl GI— Bb) 
— 2iCar + bE), 
要 它 等 于 0, 就 必须 
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r — EP =a — |b|’, ar — b = 0, 

前 式 表明 矢量 (r, E), (a, — b) 在 Loremz 二 次 型 的 等 信 面 
上 ， 若 《ec, 5) 在 前 向 光 锥 内 ，(r, 8) 也 应 在 前 向 光 锥 内 。 后 
式 表 明 (0,5), Ca, — b) 是 正 交 的 。 草 是 ， 在 前 向 光 锥 内 不 会 
有 两 个 正 交 的 向 量 , 因此 ,只 要 a! — |i 2 0 (BI Ca, — 5) 在 
前 向 光 锥 内 ), 刚 上面 的 讨论 表明 

定理 25.2 W (a, HERY HE or 一 151* 0, WEZ; 
程 的 基本 解 Ei(z, x》 是 广义 前 数 

e -s-ı (( Cr — ia,£ — ib)drds 
Ge ¥) e) jj (r — ia) — (E — bY’ 
pE CRH), (2.5.28) 

在 研究 基本 解 时 ， 讨 论 它 的 支 集 与 奇 支 集 的 构造 是 极为 重要 
的 。 现 以 波动 方程 为 例 来 进行 这 种 讨论 。 为 此 就 需 杰 对 Lorentz 
变换 作 一 个 扼要 的 介绍 。 

设 有 其 两 个 时 空 学 标 r = (n, 5, 15) 与 y — (aas yn 
y) 《为 简单 计 、 我 们 将 : 与 + 写成 *o 与 加 ), 一 个 非 线性 变换 y 二 
Ax, d 

xi— r — ri — zi = (x, Lx) 
= (y, Ly) 
=y yi y yis 


1 
-| mn | eau. 
—1 


就 称 4 为 Lorentz 变换 。 它 必然 也 保持 相应 的 双 线 人 性 型 《x' ， 工 x) 
不 变 。 这 样 的 4 必 为 非 异 的 ,因为 若 有 某 个 使 4x 一 0， 则 对 
—Ulx A (dx, LAm) = (x, Lx) = 0, 从 而 Lx, 一 0。 但 工 
是 非 异 的 , 从 而 x 一 0。 很 容易 看 到 全 体 Lorenz FURR L, 
称 为 Lorentz £f, 

一 切 Lorentz 变换 均 由 形 如 (2.5.25》 的 变换 与 空间 变量 的 
(狭义 ) 正 交 变 换 与 反射 变换 组 成 证明 见 H. T. [lerpoacxaii[4])。 


0e 


这 些 变换 的 行列 式 均 为 十 1、 因此 一 切 Lorentz FRIAS 
为 1 或 一 1。 行列 式 为 十 1 的 一 切 Lorenz 变换 之 集 记 作 Z4, 
des BITS. 
L EL CpOARBSUIDESEPNISCRERUOGAADRBUT NÉ, 实际 
上 £g. 中 之 元 均 由 偶数 个 反射 ,若干 个 对 空间 变量 的 (狭义 ) 正 交 
变换 它们 都 保持 前 向 光 锥 内 域 不 变 与 若干 个 (2.5.25) 型 
HJ Lorentz 变换 构成 。 后 者 当 Plej >o, £220 时 必 使 
P jel >, £720, 让 一 |x1 >>0 是 自然 的 《因为 "一 
lz = e lri S R eO MA E prn cR x: 
<0. & g1x| 2 220, BB (C? — DIx|* a>r [xl 2 0, X 
与 |8| «1 JÆ. 
在 本 章 S 1 中 讨论 了 Fourier 变换 与 非 异 线性 变换 的 关系 
《 式 (2.1.13) )， 设 有 非 异 线 性 变换 T: R^— R*， 若 对 函数 pe 
S, RIEL P) 二 p(T x)， 则 广义 函数 sev EIR 
线性 变换 了 下 变 为 好 如 下 : 
(uT, p) = |det T|lu, pa") (2.5.29) 
〈 见 第 一 章 )。 RIKE u” Hg Fourier 变换 ， 由 于 £7 EP hA 
密 ( 或 由 97' 之 Fourier 变换 的 定义 ) 有 i 
&£1(3) = |det TIRET). (2.5.30) 


今 证 

X38 2. E, 在 ZZ, FAX, 

it. FER Tez, RIZE (E., p} = (E,, 9") 
《注意 dec T — 1). H (2.5.28) 
(0 Gs QUT) = — Qs)? 

. ((PCT {r — ia, E — ib)) 
| e-i»- goa 7 
AHOREIEDHRT (2.1.13). Side de tied 
(rs £) — "T7 (s, E), 

它 当然 仍 是 Lorenz 变换 . 设 (a,5》 在 其 下 之 象 是 《a', ^) RU 
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有 
r? pP IS ah pea — Dp, 
而 与 它 相关 的 双 线性 型 也 是 不 变 的 : 
Ta’ — QE) = ra — (SP), 
因此 
(e = uy — riy = G^— MP 
— G^ — ||) — zi(e'a — (^, 8) 
= (r — IE) — Ce — [419 — 2iGa — (E, b)) 
= (r — ay — (E — iby, 
将 这 一 切 都 代 人 上 述 积分 式 , 注意 到 ldee7-:| 一 工 有 
(E,, (pT Y) = — Qxy ** 
a VEN, s 
fame 
= (E:, $) 


MEARE. 

HESEEBISIUEBR T XR ESAE. 

定理 25.4 E, 之 支 集 在 前 向 光 锥 中 . 

lE, 由 (2.5.24), 已 知 当 上 < 之 0 时 E, 一 0, 但 对 任意 的 TE€ 
L, EZ =EL, Ai EL 在 r < 之 0 时 也 为 0, 从 而 E.XET^((0] 
中 为 0。 在 前 向 光 锥 外 任 取 一 点 PP、 过 原点 作 一 个 超 平 面 使 P 与 
前 向 光 锥 分 别 位 于 此 超 平 面 之 两 侧 。 先 对 空间 变量 作 一 正 交 变 
换 ， 使 此 超 平 面 的 方程 成 为 %x, 十 上 — 9. AFEN 
mA. dk e—a m | < 之 1 令 8 一 1 而 作 Lorentz 变换 
(2.5.25), ZAMAFE e 一 0 而 了 位 于 之 0 处 ,从 而 E+ 
在 P 外 为 6， 定 理 证 毕 . 

我 们 还 可 以 证 明 进 一 步 的 结果 :当空 间 维 数 为 这 数 时 ，E+ 
的 支 棠 在 前 向 光 锥 的 锥 面 上 ;而 对 任意 空间 维 数 ，E+ 的 奇 支 集 也 
在 前 身 光 匆 的 锥 面 上 - EHAA F. Treves(3]. 

6. Laplace 方程 的 基本 解 ， 上 面 我 们 利用 了 波动 方程 在 Lo- 
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rez 变换 下 的 不 变性 找 出 了 其 基本 解 . 在 考虑 n 维 Eucid 空 
间 ( 暂 设 n 22) 中 Laplace 方程 的 基本 解 时 就 应 利用 它 在 正 交 
£t 0O(z)《 这 里 的 正 交 变换 是 非 获 尺 的 ， 即 包含 反射 从 而 其 行列 
AA +1) 下 的 不 变性 。 对 As 一 5 (ue S7) 作 Fourier 变换 后 
有 
— EU = 1, 

从 而 

&(£) = — 1f 1z]*. 
注意 ， 当 点 一 0 时 它 固然 有 奇 性 ， 但 当 = > 2 时 是 可 积 的 ， 但 在 
li| — co Bf, ACE 下 降 的 速度 不 够 决 。 因 此 虽然 是 Z TA 
数 , 却 不 是 在 R" 上 可 积 的 ， 因 此 在 求 其 逆 Fourier 变换 上 时， 可 引 
人 收敛 因子 exp( 一 81510, mE S^' 中 的 基本 解 为 


wz) = (22) lim | Qa dE 


Jer" 
HERBER, € r 一 1x*| ， 可 以 作 正 交 变 换 * 一 4x 使 r= 
(r, 0,--*, 0). 因为 
x = (dx, AE) = t'h — rh, 
m EA = Inl, [det 47 | = 1, 故 
«G) = (2) lim | emanat = UC), 


因此 基本 解 是 r 的 函数 。 但 是 若 «GO 只 依赖 于 r, WA 


D(r) 应 适合 
dU n—1 dU 


dr? r dr 


4 s =W, 将 上 式 双方 乘 以 r 有 


pti aw + (n — DrtW = 9185-9, 
r 
因此 有 "W =C 而 
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U(r) = Crh*h, n c2. (2.5.31,) 
以 上 的 推理 只 适用 n>2, 当 # 二 2 时 ,我 们 也 在 wG)- 
U(r) 的 形式 下 求 基本 解 , 将 得 出 


U(r)= Chl,  »s-2, (2.5.31,) 
r 


这 些 结果 都 与 古典 的 结果 完全 一 致 . 
余下 的 基 要 适当 决定 常数 C. 利用 
Pp(0) = [v " plrjdz = C | de, EZ, n>2, 


可 以 定 出 
€ —((2—n2)|$771)7, 5 2, 
这 里 15" "| 表 " 一 1 维 单位 球面 面积 ,或 者 
C = —(22)?, n=2, 

计算 时 只 需 利用 一 个 仅 售 的 试验 函数 p(+)& 9^ 即 可 , 详细 的 
计算 从 格 。 

7. 一 般 党 系数 线性 伪 微 分 算 子 的 基本 解 ， 上 面 举 册 的 许多 例 
子 给 人 们 一 个 信心 , 即 常 系数 偏 微 分 算 子 PLD)》 必 有 基本 解 u: 

P(D)« = 8, 

如 果 我 们 暂时 不 间 w 是 什么 样 的 广义 活 数 而 暂时 只 是 形式 地 

从 事 的 话 , 则 在 作 Fourier 变换 后 ,应 有 
ACE) = 1/P(E), 


a) 一 Cry” fe ist i (2.5.32) 


(EY 
这 里 有 两 个 问题 : 一 是 在 什么 广 auci E C 一 是 如 
何 处 理 PE) 的 零点 ? 关于 后 者 有 几 种 不 同 的 处 理 方法 、 例 如 用 
Cauchy -定理 改变 积分 路 径 ， 如 上 面 讨论 波动 方程 时 所 用 的 方法 ， 
关于 此 ,读者 可 以 参看 Hirmander [2]。 但 是 下 面 我 们 将 介绍 B. 
Malgrange [1] WAE ARET ZR) 中 的 基本 解 ， 关于 v^ 
基本 解 的 存在 ， 可 以 参看 Hirmander [16] 《同时 应 该 说 骨 ，L 

Ehrenpreis [11 与 B. Malgrange 互 根 独立 而 且 差 不 多 同时 证 明了 
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基本 解 的 存在 ). 

Malgrange 是 在 ZYRO) 中 求 出 基本 解 的 ， 这 里 gts 
(R") 是 R? 上 的 = 十 1 阶 广义 函数 空间 ， 即 CR) 的 对 侦 空 
闻 ， 对 后 者 赋 以 一 串 Banach 空间 CK) ORERE KER 
而 且 具 有 ”十 1 阶 连续 导数 的 空间 ,其 范 数 为 ME" sup 
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1D^fl) 的 归纳 极限 拓扑 , 即 一 串 pe CURET 0 RHR AU 
一 个 J 了 开始， 当 i2 J BE, suppg;CK B. llt — 0. 34A 
DFR) DW'R”). 

Malgrange 定理 的 证 明基 于 以 下 引 理 . 

引 理 2.5.5 设 f(x) 在 闭 单 位 加 ,z| S1 EEN, Pe) 是 
ml P(x) 一 az" + ba*™ + (a #0), WA 


laO) < È “1f(ee)PCee)128。 (2.5.33) 


Cae RPG) ew 十 Bam 十 e P(E), 则 


4(0) =a, |Pie”)] = 1g(e7)], dii Cauchy 积分 公式 有 
| |afC0)| = [gC05fC0)] 


x F li... fG)g Go adel 


«iL |: LCe*)PCe^9) 48, 


3& 2.5.6 4 1(z) WEAH, PCR) 同上 , 则 
laflz0)| s up HGOPG)]. 


证 . 对 ple) = f(z ox). BGO — PÓ cB ox) 应 用 引 理 
2.5.5 即 得 ， 

定理 2.5. (Malgrange) R” 上 的 常 系数 仿 微 分 算 子 必 有 基 
本 解 Et DR”), 

证 ， 以 下 的 证 明 方法 是 一 个 很 典型 的 利用 对 价 性 解决 存在 癌 
题 的 鲍 ， 它 的 基本 思想 是 : 由 于 

《PT,p) -= (T, Pp), T€Z(R), ec ZR), 
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呈 是 中 的 转 置 算 子 , 置 T =E (基本 解 ) 由 十 PT 一 PE 一 6 将 有 

9(0) = (E, Pp). (2.5.34) 
因此 , 若 能 证 明 9(0) 是 "Po Bo£ERERZIR, NEEE. 为 
此 ,首先 应 证 pg(0) F-> Pp 是 单 射 , 而 由 于 0 是 R* 中 的 任意 点 ， 
我 们 进而 证 明 p> Po 是 单 射 。 但 这 是 容易 的 ， 因 为 在 作 了 适 
当 的 变量 变换 后 , 记 R” = {(x', 1)}》 必 可 使 


PD) = D? + A P,CD,)D7^5, 


P, ) 是 D, S&P. EURI pe DCR”), Po = 0, 
由 Fourier 变换 应 有 PEPE) 一 0， 从 而 PE) 90, eC 
0。 其 次 应 该 著 虑 POR) CEE ZO) 的 子 空间 ) 上 赋 以 何 
种 拓扑 。 现在 我 们 赋 之 以 某 个 C$(R”") 拓扑 。 若 能 证 有 明 (2.5.34) 
是 连续 线性 泛 函 、 则 可 思 Hahn-Banach 定理 可 将 (2.5.34) 扩充 为 
Cb 上 的 线性 泛 函 已 ， 从 而 PE — 5 在 ZARY 中 有 解 E 存 在 
(当然 车 能 证 明 "P2 — 2, PAJER, WRAHA Hahn- 
Banach 定理 。 而 可 用 开 映 射 定理 证 明 (PU 是 连续 映射 , 从 而 
(2.5.34) 是 D. 上 的 连续 泛 函 。 这 是 证 明 存 在 定理 的 一 个 典型 手 
法 。 可 惜 我 们 现在 不 能 证 明 'P: 2—2 是 一 个 全 射 )。 

为 了 解决 以 上 提出 的 问题 ， 我 们 进入 复 域 ， 记 5 =r), 
r— aci, G= + iy G =l, n — l), 并 设 $0) 是 
Pp Fourier-Laplace 变换 。 于 是 ,由 Paley-Wiener 定理 ， po 是 
二 的 整 函数 ,而 $0 CE. m OE RUE EX. 由 道 Fourier 变换 
公式 

lel < QxY* | 1E, plagdu 


A [a + Ja jat +e 十 lën" 


+ Mult?) din, 
4 gib 19(8 OIU + Lt 


F liaa" t eP 
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现在 来 估计 上 面 的 4、 我们 注意 ， 若 视 为 参数 ， 则 中， 
r), Epl, r), THEE, r) Wr DEKA, WERT 
的 多 项 式 PCE, 7) (a — 1) 应 用 系 2.5.6， 立 即 有 
[C7 , 2] 安 PSP. | PS sT), 021, 
157" 4G', wl * R, 5?" - POE, 00$, 07), 
lu^ ** éCg , ul < sup, [rrtt PCE, T) PCE, T). 
但 是 l 
PCE, rel, 7) 一 Is e en EH D Yol x, Ddz'di, 
广 意 到 + 一 十 iy， 有 
VPE, eG 0 < | ,elPD) Pe’, Med, 


irr Gs Ol «|, "pr^ 
o'PCD)o(s' , 1) dx'di, 
er PE DACE 01 < f pelor" 
e'PCD)o(z , t) |dx'di. 
但 + 一 4 一 训 ， 所 以 上 面 三 个 积分 中 1s| < 1， 这 样 可 知 
4 < sup NE * {pg Tx 


nit 
e'Pg| + (1D? to Pe] avar, 


id Pp= g, W4 ego cS" 中 趋 于 0 时 ，4 一 0， 从 而 
(2.5.34) 确 为 PØ LRU Co 之 招 扑 后 的 连续 线性 泛 了 阔 ， 定 
理 证 毕 . 
8. Hans Lewy 的 例子 。 有 了 基本 解 EeCIGO Vn. A 
偏 微分 方程 
Pu =}, IEP’, 
至 少 当 fed 时 必定 有 解 4 二 E*je Z. 利用 一 的 C 分割 


eae 


又 可 将 一 般 的 f 分 成 若干 个 E 广义 函数 阔 数 之 和 ,因此 , DI EDS 
程 局 部 地 总 是 有 解 的 。 

但 是 上 述 方程 对 一 般 的 fe 27 (0) R z' (0) PENES 
一 个 问题 , 详 见 Hirmander [16]. 

对 于 恋 系 数 仿 微 分 方程 ， 由 Cauchy-Koranepcxaa 定理 知道 ， 
当 系 数 为 解析 时 ,上述 方程 对 解析 的 f 恒 有 解析 解 存 在 。 因此 人 
们 长 时 间 都 认为 具有 C” 系 数 的 方程 当 fe C” 时 局 部 地 也 会 有 
C” 解 存在 。 所 以 当 Hans Lewy (E 1957 年 发 表 他 的 著名 的 “无 
解 方程 的 例子 (这 是 他 在 研究 多 复 变 函 数 时 得 到 的 ) [1] 时 ,确实 
使 世人 大 为 震动 而 认识 到 偏 微分 方程 的 本 性 与 常 微分 方程 是 非常 
TREE. H. Lewy 的 方程 因此 可 以 说 是 开始 了 偏 微 分 方程 的 一 
个 新 的 时 期 ， 这 个 方程 就 是 

u+ iu, + 2ile + iy) = frsyst) (2.5.35) 


或 us + izu, = > f(z, 2). 

令 Q—i(x,y, D: x ty «a, lb, ma, 5 任意 
小 ，H. Lewy 的 结果 是 ; 存在 fe C"(Q) f (2.5.35) 不 可 能 有 
Bue CC2) FE. 为 证 明 这 个 结果 ， 取 实 变量 o， rt 的 CC RR 
函数 plp, t) 使 supp $C {le 0 p «a, |i] m 6), FÆ 
UE plr, yst) = plet), p r — x'- y, AARAA 因为 


Pa 一 py (px — ipy) = Fh,» 
KE «€ CO) 是 方程 (2.5.35) 之 解 , 则 有 
(n + izu, p) = 从 Cus 十 teu, pdxdydi 


ud 
^ (fsp) 


亦 即 
T Gu, paip) = 一 (rs Pa — i29,) 


= Y Gsp). (2.5.36) 
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在 极 坐 标 〈r, 9) 《注意 p — 60) 中 ,如 果 (2.5.35) 中 的 了 与 pv 
均 无 关 从 而 仅 是 * 的 实 值 光滑 浮 数 ， 则 为 上 也 只 与 (p, 0 HX, 


注意 到 dxdy = rdard6 = - dpdÜ, & 
2x 
Ulp, 23 f Gs (2.5.37) 


把 它 代 人 (2.5.36), WE 
= E i f MEE ATI T 


-- [veces 

z =， f Id pdt, 
再 作 分 部 积分 ,由 于 由 之 支 集 在 {0 过 pe 二 ao， h) 6) pu 
| | QU, + iU, — af)ddpdt = 0. 


由 内 之 任意 性 ,应 用 du Bois-Reymond 引 理 即 得 

U, + iU, — mf. 
再 记 s AO 在 lab 上 的 光滑 原 函 数 ， 则 在 令 VU 
mig UE, A 十 证 :一 0， 从 而 Y 是 e 十 六 在 0<p<o 
[| «5 上 的 解 函 数 。 因为 (s. yst) 1E 0 x oca. u< 
b LEZ, MO Ul D 亦 然 ， 且 由 定义 如 之 式 知 UO, 1) — 0, 
因此 i 

ReV(0, 1) = 0, 
HERRAR, V(o, D 可 以 解析 拓展 到 —a <p s0 jj 
b 上 。 基 此 V(0, £) 是 :的 解析 函数 ,而 

migle) = V0, 2 
bE WRA, O 一 g'G) 也 是 这 样 。 这 就 是 说 ， 若 在 方 
程 (2.5.35) 中 设 f(x, y, 1) — f(r) 仅 是 光 消 而 不 是 解析 的 , WME 
不 可 能 有 CFE. WEE. 

关于 无 解 方程 的 进一步 讨论 可 参看 Nirenberg [1],L31, 其 中 

并 有 详细 的 文献 。 
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第 三 章 Sobolev 空间 


S 1. 椭 泗 型 问题 的 变 分 提 靶 


1. Dirichlet 原理 .十 九 世 纪 中 了 时, 下面 的 间 题 成 为 数学 中 的 
一 个 重大 问题 一 一 Dirichiet 问题 : EFEK a HRAMA 
使 之 直到 89 为 连续 的 ,而 且 在 边界 00 上 到 已 知 孙 数值. 上 基体 
地 说 , 即 求 


u(x, y)e C(O)ncex2), (3.1. 
Ag = 0, Tom, (3.1.2) 
ulan =j, fe caa). (3.1.3) 


Gauss 在 研究 静电 场 的 平衡 问题 时 就 提出 过 这 个 问题 。 Riemann 
在 讨论 这 个 问 题 时 ,提出 了 著名 的 Dirichlet 原理 ;他 指出 ,方程 
(3.1.2) 是 所 谓 Pirichle 积分 


iium fj (ui, + u3) dxdy © (314) 


的 Euler-Lagrange 方程 ,因此 若 丰 可 容许 涵 数 集 
A = {uc C(Q), H u.,u,€ L’, ulao = f} 
HA mte a) KARE, Jub: 应 是 Dirichiet 问题 之 解 ， 实 
际 上 ,很 容易 看 到 ， 
Ilu) 之 0, u€ A, 

E inf 1(w) 存在 。 Rieman 认为 一 定 存在 某 一 个 函数 * ,使 
I(u) 达到 其 在 4 中 的 下 确 界 , 从 而 使 这 个 下 确 界 成 为 最 小 值 。 而 
这 个 函数 就 是 所 求 的 解 ，13870 年 Wiierstrass 对 Riemann 的 论 
据 提出 了 本 质 福 的 批评 。1(w)》 在 一 个 沙 数 集 4 上 有 下 确 界 并 不 
意味 着 它 在 4 中 有 最 小 值 。 因此 不 能 断言 有 使 10) 达到 最 小 值 
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的 涵 数 u(r, y) 存在 而 为 (3.1.2),，(3.1.3) 之 解 。 我 们 还 可 以 加 
上 一 点 附注 : MEERA me4 使 IQ) 达到 最 小 值 ,也 不 能 保 
WE 具有 作为 《3.1.2), (3.1.3) 之 解 所 需 的 光滑 性 一 一 在 这 里 是 
EUR mec (aN), [Hf Riemann 的 论证 是 如 此 吸引 
人 一 一 它 具 有 坚实 的 物理 基础 一 一 因此 尽管 存在 Weierstrass 所 
指出 的 重大 问题 , 不 少数 学 家 仍 力图 去 证 明 Dirichlet 原理 。 这 件 
WEH Hiber 在 1900 年 完成 的 。 因 为 在 Hilbert 看 来 这 个 问题 
在 数学 中 如 此 重要 ,所 以 他 在 1900 年 的 国际 数学 家 大 会 上 提出 的 
著名 的 23 个 数学 问题 中 竟然 有 三 个 《第 19, 20 和 23) 与 此 直接 
AX. 后 来 的 发 展 证 实 了 Hiiert 的 预见 。 本 章 所 村 介绍 的 So- 
bolev 空间 理论 部 分 地 就 是 由 此 而 产生 的 ,而 成 为 偏 微 分 方程 理论 
《线性 的 和 非 线 性 的 ) 的 重要 工具 。 在 这 一 章 里 , 我 们 将 从 广义 函 
数理 论 的 框架 对 它 作 一 个 简要 的 介绍 .至 于 详尽 的 讨论 可 以 参看 
Adams[1], 关于 上 述 历 史 及 其 发 展 可 以 参看 F. E. Browder[1]. 
为 了 更 好 地 叙述 焕 茵 型 问题 的 变 分 方法 的 思想 ， 我 们 讨论 一 
个 稍微 一 般 的 Dirichlet 问题 
— As cFàu — f, 在 GCR* 内 ，1 是 正常 数 ，(〔3.1.5) 
了 暂时 设 为 属于 L'(). it 
ug, 在 89 E, (3.1.6) 
dE3X 2S [RTL ER DX bt Q BS EE FREUE REIR AE, A Fa UE 8 是 一 
JR, 00 由 Cc” 超 曲面 (在 R 的 情况 下 就 是 一 条 曲线 ) 构成 
HE 00 的 每 一 点 附近 , 0 恒 位 于 00 之 一 例 . 
(3.1.6) 中 的 g 只 定义 在 00 上。 这 对 以 下 的 讨论 是 很 不 方便 
的 ,因此 我 们 假设 ? 可 以 从 00 充分 光滑 地 拓展 到 8 上 而 为 .这 
样 ， 我 们 就 可 以 将 (3.1.5)，(3,1.6) 化 为 一 个 齐 次 问题 : 令 U= 
& 一 多， 则 有 
— AU-FiU-F, F—f--Ag—aig, G15) 
U 在 ða Lo, (3.1.67) 
相应 于 它 的 Dirichlet 积分 是 
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KU) -| [> (20) + 1d di f, FU de , (34.7) 


fi UBL PIED X EAR E (3.1.6'), 应 该 取 可 容许 函数 集 为 
A= (Uu: D"U € L(a), lal] < 1,Ulao ae 0j, 

iE FRE L) BRE. U) 在 4 上 又 是 下 有 界 的 ， 

为 对 尾 意 充分 小 的 常数 ec 0 恒 有 


f FU dx >—| | FU] dx 之 一 
D n 


所 以 


IU) > n [> 3 
Rd 
2 


AN Fa dx (s i—- t 20) 


el +(2 一 三) iura 


之 一 


办 此 infI(u) 一 4 ECARE. RITARA UL E IU) 


>d, WRU, TEJERHIGSECTUH REB. DZ。 的话， 则 不 妨 认为 Us 
就 是 Dirichlet 问题 (3.1.50, (3.1.6). 的 广义 解 一 一 强 解 。 由 
1(DU) 的 定义 ,这样 的 范 数 应 取 为 


et. = (1, 35 trova)". (3.1.8) 


它 是 一 个 范 数 是 明显 的 。 由 此 ,我 们 引 人 一 个 空间 
定义 3.1.1 
H(Q)- iu; w€' (0), D'u € L'(Q), jal « 1). 
(3.1.9) 
这 里 的 D'u 是 广义 函数 意义 下 的 导数 ,这 样 规定 ,保证 了 
定理 3.1.2 H'(Q) 是 一 个 Hilbert 空间 ， 
W. HCO) 是 线性 空间 是 明显 的 ; fü Hm T BSEC 
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定 , 应 取 内 积 为 
(n, 0) 一 | ba D'u - D*v dz. (3.1.10) 
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这 里 我 们 仍然 遵循 本 书 的 规定 ， 用 《,》 表示 Eudid 配对 ; HC) 
表示 Hermite 配对 。 

现在 余下 需要 证 明 的 只 是 H《Q) 的 完备 性 ,因此 ,到 Ha) 
中 的 Cauchy 序列 {wj;}， 而 由 BO) PAREX A 


le; — ell: — 0 EAG — u) | —> 0, i=], 
但 由 L0) 之 完备 性 ， 知 必 有 函数 f, fi 一 10) 属于 
LO) 使 wi 一 22 ( 均 为 在 L'CO) H). 但 对 于 广义 
函数 (L0) 之 元 均 为 (0) LER), S EE R A. 


因此 在 广义 函数 意义 下 f = 2t 而 且 de 一 让 -> 0。 证 毕 。 

以 上 我 们 就 范 数 《3.1.8) 的 形式 定义 了 空间 H0), [Back 
解 Dirichlet 问题 (3.1.7), (3.1.6') 时 还 需要 考虑 到 边 值 条 件 。 实 
际 上 、 我 们 所 用 的 可 容许 函数 集 的 定义 中 就 包含 了 条 件 (3.1.6')， 
因此 当 我 们 求 广义 解 时 ， 也 就 应 要 求 它 “广义 地 ”适合 边 值 条 件 
(3.1.6')。 为 此 我 们 青 给 出 一 个 空间 

定义 3.1.3 C(O 在 范 数 (3.1.8) 下 的 完备 化 记 为 空间 
H9). 

我 们 不 妨 认 为 HO) 中 的 元 “广义 地 "在 89 上 为 0， 

至 此 , 原来 的 Dirichlet HR (3.1.5), (3.1.6) (ÆDE F € 
LXQ) 时 ) 化 成 了 一 个 变 分 问题 : 在 HiCO) 中 求 一 个 元 使 1(w) 
达到 最 小 值 . 

2 变 分 问题 的 弱 形 式 . 解 的 存在 ， 上 面 对 问题 的 提 法 有 一 个 
明显 的 缺点 ， 凤 假设 了 FeeL). 事实 上 ， 我们 既 已 限制 在 
PC9) 中 讨论 Dirichlet 问题 (3-1.5), (3-1.6), 则 将 & 充分 光滑 地 
从 89 上 拓展 为 QO 上 的 名， 应 该 自然 地 理解 为 作 一 个 FEEC) 
使 在 其 种 意义 上 中 se 一 g 《这 里 说 某 种 演义 是 因为 H0) 中 
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之 元 并 不 一 定 足 够 光滑 ,以 至 于 可 以 定义 它们 在 89 上 的 限制 , 这 
个 问题 将 在 本 章 迹 定理 一 节 中 讨论 )。 因 此 , 即 令 fe L0), F— 
f+ Ag 一 上 只 是 一 个 广义 函数 。 但 是 ， 这 个 广义 函数 有 特殊 的 
性 质 ; 任 取 oe co (o)(—2(0)) 
CF, p) = |, G- Dode 
ES | 9g Og ,. ， 
2 *;- Ox, Oxj 
Ea d. 小 之 定义 
KF, p)| «Cl. 
因此 , (F, p) JUARA H2) 上 。 由 此 可 见 ， 不 但 有 FE 
D(a), mHrummT/pez.(tmdJl-—r-TzuB IHON 
《 即 HO) 之 对 偶 空间 ) 中 ,这 里 ; 
[HOF > o'a). (3.141) 
HQ) 的 对 偶 空间 我 们 记 作 HC(O) XH EEG EFM 
H) 中 究竟 包含 些 什 么 元 素 . 
定理 3.1.4 


HQ) 一 | fh 5 t, fs fi£ rL. (3.1.12) 
jzei OXi 
证 . XT ecc, 
Ket D o) = [o 2 rse] a | 
< Cllell, 
所 以 h + p» 8 可 以 拓展 为 HK) kccRHOAAMEUZES, DS 


[H(9Q) = H (0) 之 元 。 因此 (3.1.12) 之 右 方 包含 于 其 左 方 。 
反 过 来 , 设 TeEE 9)， 风 因 Hi(2) 是 Hiber 空间 , 共 对 偶 空 
间 即 为 其 自身 , 政 必 有 fe HiCO) 使 

(o, P) AA CE. 9). 
XX ELA G) ZEL (3.1.10), (BER. 及 其 广义 函数 意义 下 的 
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SEGA L'CO) 函数 ,由 (3.1.10) 有 


(o; 5-12 9e. F a gi] ae 


- [o — Ax as, 
这 里 《1 一 AX 是 一 个 广义 函数 ， 代 人 上 式 即 有 


r-a-ar-ie $3 S (- D, 


因为 了 与 -3 均 属于 EX9)， 故 工 属于 (3.L12) 左 方 。 定 再 


证 毕 . 

这 个 定理 实际 上 的 意义 是 ，HXO) 之 由 (3.1.10) 确定 的 拓扑 
之 对 个 空间 由 Riez 定理 原来 即 其 本 身 , 现在 又 指出 -0)( 粗 
赂 地 说 即 L 函数 之 不 高 于 一 阶 的 导数 之 有 限 和 ) 也 是 其 对 侦 ， 这 
就 是 说 在 Hi(O) 5 H—(0) 之 闻 有 一 个 典 则 的 等 距 共 孝 线性 F 
构 。 而 有 由 定理 的 证 明 可 见 , 这 个 同 构 是 由 一 个 微分 算 子 1 一 A: 
HX9) -> HA(O0》 实 现 的。 为 什么 对 ACD 的 共 亏 空间 要 采用 
HCO) 呢 ? 这 是 因为 如 果 用 CHICO) = HCO), 则 HCO) 上 
的 线性 泛 函 的 形状 只 能 写成 (3.1.10)， 而 在 采用 H7(0) R Z 
函 的 形状 可 以 因为 noQ) 是 Z(0) 之 子 空 间 而 表 示 为 
£'(2Q) 与 D(a) 的 配对 . 

现在 我 们 可 以 提出 Dirichlet 问题 (3.5), (3.1.6) HRY 
RT: R-N UEO) EIERN FEH"(Q) 有 (一 A+ 
D0 = 下 ， 亦 即 对 任意 ec C5CQ)( 一 多 (9)) 有 

(U, (7 A 209) = (F, p). (3.1.13) 
BREA. 

为 了 解决 这 个 问题 ,由 其 右 方 的 形状 得 到 启发 ,我 们 应 该 先 讨 
论 其 左 方 在 H0) 上 所 建立 的 拓扑 结构 ， 然 后 再 借助 于 以 上 的 
等 距 同 构 定理 ， 

实际 上 ,利用 广义 函数 的 性 质 
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(C atd) = [x 2222 we] a. 
这 当然 也 是 一 个 内 积 ， 而 且 可 以 拓展 到 Hi9) 上 ，、 记 此 内 积 为 
GA, CE KO) 上 规定 一 个 拓扑 线性 空间 构造 。 现 证 
定理 3.1.5 E 2140, WER 6.560.580. 
wu. 很 渍 楚 , 我 们 有 


ONTOTTA (8114) 


特别 是 , 当 1 = 1 k} (s) BE (3.1.10) RAY CG). 但 我 们 已 
A], HO) 与 H(A) AEE RIRE Dd, HCO 在 
RAAR Gh 时 也 与 HA) SERERA, AeA EFE 
玲 一 的 口 适合 (3.1.13). 

以 上 的 证 明 中 ,不 等 式 (3.1.14) 起 了 关键 的 作用 。 实 际 上 它 就 
是 说 : (u, u) EEE Hermite 形式 .因为 若 2 > 1, WR s~ 
1 可 得 ns 

(u, iz (s, «s ; 
而 若 ai, WERE å, 1 为 1 又 有 
Cu, u) < iu, “Jis 
总 之 ,有 . 
Cu, 012» clelia c > 0. (3.1.15) 

这 种 形状 的 不 等 式 是 所 谓 强 制 (coercive》 条 姓 的 最 简章 的 形 
式 , 关 于 一 般 的 强制 性 条 件 及 其 在 椭圆 型 问题 的 L* 理论 中 的 作用 
将 在 权 轿 型 方程 一 章 中 讨论 ， 这 里 只 是 给 出 一 个 框架 而 重要 的 具 
的 是 引入 一 些 重 要 的 Sobolev 空间 : H0), HA) 和 H(A). 


$2. Sobolev 空间 H7*(4) 


1 基本 定义 和 性 质 ， 在 本 节 中 QCR" 是 一 个 开 集 .。. m 在 本 
节 中 指 一 非 负 整数 ，1 所 ?了 所 十 %， i E 
定义 3.2.1 
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—OH""(9) e iue (OQ), D'ue L^, lal <m}, 
(3.2.1) 
对 于 we H'*(Q). RTEA TES 


fiss Ile 一 P2 Loos] 1< 委 < +o, (322) 


izella 一 SupliD*w|. Co). (3.2.3) 
这 时 ,我 们 有 
定理 3.2.2 H"(0) 在 赋 兴 上 述 范 数 后 成 一 Banach 空间 . 
当 1<p< +o 时 ， 它 是 自 反 的 。 当 p 一 2 时 ， 它 是 Hibe 
空间 ,以 后 H""(9) 即 记 作 H"(O). 
证 。 首 先 需 要 证 明 的 是 HC) 的 完备 性 。 设 适合 lels 
m 的 + 维 重 指标 5 的 个 数 是 和 NN， 则 令 
CO) 3u > (Duas, € LL*CO)]V, 
可 以 将 HCO) 与 Banach 空间 LC(9) ZARE [L*C9)1" 
它 仍 是 Banach 空间 一 一 等 同 起 来 . 由 [LXQ)]” 的 完备 性 即 可 
WEB] H""(Q) 的 完备 性 如 定理 3.1.2 一 样 。 从 而 ， H""(9) 是 
LLCO” BAFE. ERTAN, SE Banach 空间 的 闭 子 空 
间 仍 是 自 反 的 《例如 见 Rudin [1], p. 105 Ex.1)、 所 以 BCO) 
4 1<? < +% AK. H'"'(0) Æ _ Hilbert 空间 是 自明 
m. oc 
H**(Q) 就 称 为 Sobolev 7s[Hl, 
ARTES, H'"4(Q) 当 p=1 和 + o 时 很 特殊 ， 下 面 
证 朋 的 许多 定理 这 时 都 不 成 立 , 这 一 点 应 当 注 意 . 
“我 们 关心 的 是 H) 中 究竟 含有 什么 样 的 元 素 。 这 里 我 
们 有 
X38 $23 4 l«p--ro 时 ，H”"*(Q)Nc”(0) 在 
H"*(Q) PAE. 
BE MEINE IUESRPLrubE SISMCECLER 
1,2, * Q= Q, O, = 9, — Ora M (0,)(» = 1, 2) 
T o8j— 7r EXE, 而 且 98 之 任 一 点 了 至 多 只 居于 两 个 0, (因为 
BUE 


若 PERA W PE9 和 0,.)0. EL CF tO, 的 一 
的 分 割 从 ,}， 并 如 第 一 章 $I 那样 作 磨 光 核 上 上 。 XT ye 使 
suppty 的 e, 邻 域 包含 在 QS 中 , 则 人 截断 和 券 职 v. — Jek (Cu) 
(uc H"^(0)), RTE, sE CICO). 但 仿照 第 一 章 定理 1.4.2 
可 以 证 憾 对 任意 小 的 9, 当 e 充分 小 时 
lD* (Cru) — vs Yee < 277. 
从 而 可 使 
lg. — ullos, < 5E2 


€ 是 任意 小 数 。 令 “一 > , vs; 因为 suppera, H, RUER 
级 数 是 局 部 有 限 的 ,而 知 ve C"(0), X: k K OU IE— K TR. 
则 2 充分 大 时 D 与 mw 在 玉 内 均 便 为 0， 因 此 

LX. io bra) 


lej gra r 


« X [X feas - tres] 


v«v(K) "lal «m 
<8, 
因而 定理 得 证 . 

但 是 我 们 变 注 意 ，8 二 十 oo 时 这 个 结果 显然 是 不 成 立 的 . 
例如 当 m — 0 Bj, H*"(Q) = L"(Q) 是 2 上 的 有 界 可 测 函 数 空 
Mim c“mnao"(9) 在 工 "(9) 的 拓扑 ( 即 除 一 个 0 测度 集 处 的 一 
致 收 伍 狂 ?下 的 极限 将 是 除 一 个 0 UL RE SI PE e 00 UC TE 
可 能 是 Fe”(9) = L*(0). 

2. 对 偶 性 .前 一 节 中 我 们 定义 了 H(O) 并 且 讨 论 了 它 的 对 
偶 空 间 . 这 里 我 们 将 对 号 "2*(C8) 来 作 同样 的 工作 , 因此 , 我 们 先 
要 给 出 

定义 3.2.4 Ci(9) 在 H""(O) 中 的 完备 化 《 邑 其 闭 划 )》 记 
作 Hy*(9) H CA) 以 下 桓 记 作 HECA). 

2(CG)》 自然 仍 是 Banach SE Hz(Q) 仍 是 Hijbert Z 
E 其 菏 数 仍 为 (3.2.2) 与 (3.2.3)， 
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X3 425 记 Hr^(0) 的 对 个 空间 为 Ha), TU 
HCO) = ÍT E D'O), T= Y; pt. fe LO), 
lal «m 
(3.2.4) 


MUH Dep «oo, RI EE 
q 


W. Xin (32.4) SR n ioc T REA 
(T,u)— 5 | (— 1)*f,D*u dx 


iam 

确定 HIO) 上 的 连续 线 竹 泛 函 ， 反 之 ， 若 了 是 H0) 上 的 
ERREZE, 则 由 于 Hea) 按 范 数 (3.2.2) 是 Banach 空间 
[L'CO)]" 的 闭 子 空 间 ， 故 由 Hahn-Banach 定理 ,了 可 以 拓展 到 
[L'(Q)]" 上 去 而 有 TE [L*(98)]*。 因此 有 一 个 单 全 射 

[BC9)] 3Te>t{g, la] < mre [LAO) DN™, 
但 在 H(A) WARTE CCO) 上 ,这 个 泛 画 显然 可 以 写 为 

(T, u) 一 之 | Balx) D u(x) dx 


algm 


- X (aypa) aeda, 


la| «m 
令 《一 1)'"g, = fus 则 (3.2.4) 得 证 ， 
当 p= 十 oo 时 , 这 个 定理 显然 不 成 立 . 
又 要 注 态 ,给 定 了 TCHUU(0) A, WA (32.4) 的 六 显然 
椒 一 定 是 唯一 的 . 因此， 我 们 应 该 在 Ha) 上 采用 商 范 数 而 
有 
T |l... in allie xd 2d: 
Il i ,, (DB Mae) (3:25) 


pe, laj &m 
la xmi 


以 后 我 们 惜 在 H”) 上 采用 这 个 范 数 而 使 它 成 为 Banach 空 
W. 特别 是 ， 当 pp 二 2 时 ，9 一 2， 这 时 我 们 就 记 H""(Q) 为 
五 (9)， 它 是 一 个 Hilbert 空间 . 
这 时 自然 要 间 HUU(CO) 怎样 等 距 共 思 线 性 地 辐 构 于 Hila) 
a 1465 


as 一 = 


MED. oo 


《作为 一 个 复 Hilbert 空间 看 待 )? 我 们 将 在 下 一 节 0 = R^ 的 情 
况 下 讨论 这 个 间 题 . 

3. 嵌入 定理 和 有 关 紧 性 的 结果 。 在 $1 中 我 们 对 Dirichlet 问 
题 在 HO) 中 得 到 一 个 解 . 但 是 我 们 总 希望 能 得 到 古典 解 ， 至 
少 需 要 乔 清 所 得 的 广义 解 的 光滑 程度 .这 方面 Sobolev RUHK A XE 
理 是 最 基本 的 结果 , 见 C. JE Co65omea [i]. 

在 叙述 有 关 的 结果 以 前 ， 先 讲 一 件 几 乎 明显 的 事实 : ue 
HYCO), EOAR u ZEA D, 48$ HEX 6, 则 ze HR). 
PEH -P 4€ C(O), WE u, IA wi TE OA 0, BH 
S j~> co Bj, 

lu; — gllumrt = lu; — ulum — 0, 
所 以 zc H'"*(R. Ub, AUTER RE EE HPR") 来 讲 
RU. HoU(0) BABIWA5EX. 
定理 3.2.6(Sobolev RER) ij 1 pa, s: = =de 


则 对 we ZR") 有 
ee < Z 3:22. 


证 , A P1 IRR 


«ois f eL ae [es 


(nn— lp 
Y A (3.2.6) 


n 


因此 


u i 1/n—i 
Ox; dzi) * 


dzi, Wü F;(x) 与 xi 无 关 ， 应 用 推广 的 


in(z)|" 77 « (I 


EET 
Hailder KFA 


ds qi Prada s Igi lh n: liellz^9, 


Õu 
Oxj 


E PE 
Pi la 


el147 。 


将 上 式 分 别 对 t,x。 积分 ,而 以 m= Pi = t m Pn 一 一 
l, [FiCx) J]: 为 pi), 于 是 即 得 

lisi. x (II | Bu. Jo 

«iiig ew 

以 上 在 例如 对 求 积分 时 ， 先 将 【| | 有 
号 外 ,而 对 其 余 因 子 用 Hilder 不 等 式 ， 

(3.2.8) 即 P — 1 时 的 结果 . 对 p>1， 有 7y>1，、 在 (3.2.8) 

ey ERRUESITONDEESUR 

RB wi", 


iuri- i en ea trus) 


dan) 提出 积分 


Ou 
Bz, i 


注 痢 到 re C Dro td s gag 


XLI 


aret | litas '5* 
To «Y ho PL 


Bu | dx 
öx; | 


«Y (i jujara) di ^ 
Ox; ^ 
: P {n — ly P nP—n 
Y—l -二 (二 过 -= * ki M X 
而 且 gC ) pe "PE erc 
s 一 ^ ^m 4 站 
此 代入 (3.2.8) 即 得 
ag 2 5 || au 
luket « Z 5| oe ls 


将 (3.2.6) 应 用 于 CA), 双方 的 积分 改 为 8 上 的 积分 即 
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ri UY of c 


可 . 又 因 CCA) 在 HCO HAR, MA C3-26) 对 Hi^ (O0) 
也 成 立 ， 这 就 是 说 , 当 1 过 2 二 » Wl, HO 可 以 连续 地 谋 人 
在 LM(Q) p. FEA HCO), 我 们 仍 从 H”*(R*) 开始 ， 注 
意 到 这 时 车 we 89"?CQ),， 则 Dee HPC), laj m-1, 而 
反复 应 用 定 至 32.6 即 有 

定理 3.2.7 X em GEEH), W HUUS(R) 
(H?'(Q)) ESRA E HAAR) (nr) "9(9)) 中， 
j 1 = 1 -一 Ld D 1 se ms " 
这 里 cu AEA LO T o, RE Ht) 
(Hz^(0)) 连续 地 做 人 在 LR) (L9 (9) th, 

SUEATISEAUE L7 < 0 的 情况 。 我 们 仍然 先 用 
C?CR"》 中 的 元 来 讨论 以 下 的 估计 ， 再 用 称 密 性 的 方法 得 出 有 关 
H""(R*) (Hz^(Q)) 的 结果 . 

定理 3.2.8 # m= amo 0<e<c1l, 则 «c H"*(R*) 


(Hi*(CO)) 几乎 处 处 等 于 一 个 连续 医 数 ， PLE EER SIEN x, 
y€R* (x,ye€ Q) 


pd — wy)| < Cul ol« — yir (3.2.9) 
证 . 贝 假设 已 Dee rae Js G77(2)), E (m—0)— 


S ox cde uc 一 一“ >~0， 因 此 由 定理 
? ? n : : 


" 


127, Ü c L'R) (L(95, xg Letra, 而 且 l 
Ox, f ? n : , 


IL < cta. e 


用 0, 表示 以 原点 为 心 , p 为 边 长 而 各 边 平 行 于 坐标 灿 的 立方 
体 , 则 对 x€Q, 以 及 «c CIR) (Cra) 


E E f EO P 


Zr 


«LX MEO dt, 


双方 在 9。 上 积分 即 有 
到 f, u(x)dx — u(0) | < - | Juls) — wsC0)[gx 
1 ; u 
cn f dt Aa 8. C52 dx 


1 (4 | 
x -—- 
dm f ra, 2 


p 


O)| as, 
Ox, 


然后 用 r RIR r: 村 十 二 一 1 (注意 p 二 +)， 对 上 式 
内 层 积 分 ,再 应 用 Halder 不 等 式 即 有 


(Sf Ot «m | < com ferta s ess 


因为 1 一 # 十 njr' 一 1 一 njr 一 a， 故 有 
xj, «ar — «(| < cellis. 

对 于 任意 的 *, ye 8, A leyl 一 p， 总 可 以 把 它们 看 作 
边 长 为 p 的 立方 体内 的 点 (适当 选取 原点 ), 而 由 上 式 即 有 

lal) — u| < Clll lz — »1*. 

利用 CIR) 《C5(0)) 在 H”?(R") (H° (0Y) 中 的 稠密 
性 , 即 知 定理 成 立 。 

定理 3.2.9 车 m 一 T 一 下 十 ca， 天 为 非 负 整 数 ，0 一 a 过 
1， 则 BH”*(R") (Hz^(9)) ERRA C^ 中, 而 且 其 中 之 元 的 
阶 导 数 适合 指数 为 «的 Holde 条 件 . 

证 .将 定理 应 用 于 D'u, |8| =k 即 可 。 

我 们 自然 会 间 ， 以 上 的 结果 是 否 适用 于 H”*(Q)? 这 时 需要 
对 89 加 上 一 些 限制 ， 关 于 这 方面 精密 的 结果 我 们 不 再 介绍 了 ， 
读者 可 以 参看 C. JL Co6omeB [1] 或 Adams [1]。 在 J. L. Lions 
[1] 中 有 很 扼要 的 讨论 。 
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最 后 ,我 们 要 介绍 一 个 有 关 嵌 人 的 紧 人 性 的 结果 .很 容易 看 到 ， 
Sobolev 空间 随 w 的 增加 而 成 一 个 递减 的 序列 : 
Ho^(QYSH^*(Q)2---5H"7*(9Q)oH"?(0)2--- 
Hi(0)oHy(Q)o2---onr*(Q)»oHr7'(9Q)o--- 
因此 , 若 m < m, RÖTA At 
t HS (0) Hy (0). (3.2.11) 
它 是 一 个 连续 了 映射， 而 且 jd 和 1. 现在 我 们 要 证 明 上 是 一 个 紧 
算 子 -为 此 ,我 们 仍然 采用 本 节 中 一 贰 使 用 的 方法 。 即 用 C2 CO) 
中 的 元 去 逼近 He Ca) 中 的 任意 元 ,而 且 遭 近 序 列 的 作法 仍然 是 
本 节 一 贯 采用 的 截断 与 磨 光 。 然而 现在 我 们 需要 有 关 Hr’) 
的 磨 光 序列 的 一 个 更 精确 的 结果 : 
引 理 3.210 4 o26 R' PS RET SR, LO) 是 第 一 章 中 介 


绍 的 磨 光 核 , 9 是 ?的 共 轮 指数 : 二 十 二 一 1l, ILP +, 


则 对 和 任意 JEH (a), m>1l 有 
|J, *£— fummam < CeiJAllsllfls.o. 
dE. AE je CF?C(8)，、 则 有 


fx 十 y) 一 扰 z) 一 » yi f so + :y)dåt, 
注意 到 对 任意 = 个 数 4; 应 用 有 限 和 的 Hilder 不 等 式 有 
I^ «Qi en) 
-(e ar) 
-47 YAN, 


以 n S Ge ma feast 


Ife € ») -KO «s 3 ul 
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< g^ > EAM 
双方 对 < 在 Re 上 积分 ,由 Fubini 定理 有 
e + 2) — fl) Noe < at D ll 


FAS 十 "maj 


8f. ? 
Sk (x + 22 dt, 


. di k 2 TR »)| à 
= gt > Ix? m FAQ i 
* ost 5 Ly. 
"IPTE 
[fCx + ») — fGO ers, < nellfll,. (3.2.12) 
现在 把 这 个 结果 应 用 于 


IG DG) — fCOL« TO — GIE, 
< ({ lay) 
(Le c toro" 
«spe (|, i —») 
17? 
— fea)", 
双方 对 * 在 Re 上 积分 ,并 应 用 (3.2.12) 有 


IQ. 002 — fli < oleene ll (a) 
= cellileslilli. 
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将 这 个 不 等 式 应 用 于 D’, la| 委 六 一 1， 再 注意 到 C8(9) 在 
H?*(Q) 中 稠密 即 得 引 理 之 证 ， 
磨 光 算 子 是 一 个 卷 积 算 子 ， 具 体言 之 是 具有 连续 和 核 的 L'— 
L' 积分 算 子 ， 因 此 自然 是 紧 算 子 。 把 这 个 事实 与 上 述 引 理 结合 
起 来 , 即 得 著名 的 
定理 3.2.11 (Rellich 引 理 ) # m 一 mi， 则 嵌 人 算 子 
^ CQ) — Hp’ (a) 


是 紧 算 于 ,这 里 OCR 是 一 个 有 界 开 集 。 

证 .在 本 节 中 我 们 已 指出 HUC) 之 元 都 可 以 看 成 是 
H""(R') 之 元 , 且 其 范 数 不 变 ,因此 有 一 个 等 距 算 子 j: He’) 
—H""(R). 4& T = toj, T, 为 以 J. 为 核 的 磨 光 算 子 ， 则 引 
理 3.2.10 可 以 解释 为 ,作为 HR")  Hz7(9) 的 算 子 有 

|T,— Tl 0 (e-0), 


这 里 的 范 数 是 算 子 范 数 . 然而 了 .是 紧 算 子 〈《 这 里 用 到 了 9 为 有 
界 集 )， 所 以 它 按 范 数 的 极限 T 也 是 紧 算 子 。 又 因为 7 作为 
Hy"(Q) 到 EC9)》 上 的 算 子 是 恒 等 算 子 ， 所 以 “ ERAT. 
应 该 指出 ，Rellich (1] 只 在 ?一 2 时 证 明了 这 个 引 理 ， 
关于 与 定理 3.2.8, 定理 3.2.9 相关 的 垦 人 算 子 的 紧 性 ,可 以 参 
考 前 面 的 引文 。 


$3. 空间 HS(R») 


1. 基本 定义 ， 本 节 中 我 们 将 讨论 H (R°) = HHR"), CE 
一 个 Hilbert 空间 , 兴 此 特别 有 用 。 对 于 它 , 我 们 的 基本 研究 工具 
是 Fourier 变换 ， 特 别 是 Plancherel 定理 。 同 时， 因为 现在 Q-— 
R*，、 也 使 它 具 有 一 些 新 的 特点 。 这 里 SCR 是 一 般 的 实数 而 不 一 
定 蚌 整 数 。 闪 偏 微分 方程 的 许多 问题 中 基 会 遇 到 这 样 的 情况 的 . 

定义 3.3.1 H'(R*) (A FEWN H) 是 这 样 的 缓 卉 广义 函 
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Z u 的 空间 , 它 适合 (1 + IEPA € Es 
H == {u uE S", (1-- ]EPY^R(E) EL h (3.1) 
与 定义 3.21 Du € L'al] s m50 + EPRE) € L' 
让 然 是 等 价 的 ， 而 且 适 合 这 一 条 件 的 se D BRERA A 
数 ,因此 二 者 是 一 致 的 。 按 现在 的 定义 ,我 们 将 在 H HRA Her- 
mite 内 积 


(os 6), = Qn) | G1 + 51a Eas. G32) 
很 容易 证 明 ,这 个 内 积 使 H 成 为 Hilbert 空间 。 由 它 生成 的 范 数 
[ul = Qr [a EAG Las (83.3) 


虽然 与 (3.2.2) 不 同 。 但 当 s= m 时 却 是 等 价 的 。 因 此 我 们 仍 用 
TI- LAS. REHE, A= LR). 
在 瑟 的 定义 中 实际 上 我 们 用 了 一 个 算 子 
Au OS P 
u> S77 (0 十 JEPARA). (3.34) 
因为 Fourier 逆 变 换 是 等 距 的 ， 因 此 A 限制 在 H 上 时 是 A: 
H' 一 HA 一 L') HSER, KRH AC L'— Ht 当然 也 是 
ZERK, 
E 有 一 些 明 显 的 和 性质: 
$54 => H^c» H^, (3.3.5) 
我 们 这 里 采用 <> 记号 ,是 指 : WARN C H+ Hh 是 连续 的 ， 
而 且 容 易 看 到 ,其 范 数 帮 1。 我 们 以 下 恒 记 


Hi*~= (mr, H” = UH. (3.3.6) 
于 是 容易 看 到 
£P CS CcH', £'CH*, (3.3.7) 
D*: H'— H^ 是 连续 映射 。 
关于 E 的 男 一 些 重 要 性 质 , 我 们 归纳 为 
定理 3.3.2 媒人 映射 _ H' ERAN, ZA) 
+ 154。 


从 而 还 有 乡 一 一 在 H’ pt. KARN H> 也 是 连续 单 
射 。 若 记 rs 为 平移 算 子 (4e R'ruu 表示 广义 函数 E rar 
à 下 的 象 ), 则 ra HÜU— HU ERA: iraul, 一 del. 2$ 4 一 
(0, 1,0, kis 0)， 则 当 5;— 0 时 Ip Cru 一 u) 一 
Os | >o, 


p» 
WE. RARI $^ — H' 是 单 射 , 这 是 显然 的 ，AH' 一 也 一 
己 ， 前 已 指出 是 等 距 同 构 ; Au v^ $^ 由 s^ 函数 的 性 质 也 是 
拓扑 同 构 ， 所 以 我 们 只 需 证 明 NS 一 ^ e Er D 是 连续 
的 即 可 。 但 这 是 明显 的 ,办 为 若 «€ ZCL, W 
lale = (f + eto e eD Pas 


S € suplC1 + |x[2"?s(1, 
R” 


vi 
C= (| 《1 十 Lede) : 
因为 wp IO 十 1x1 GE n(x)& $97 的 一 个 半 范 ， 上 述 嵌 


人 的 连续 性 自明 。 

再 看 H E 中 的 嵌 人 , 它 自然 地 也 是 单 射 。 仍 然 利 用 A 
22' — SA 是 拓扑 同 构 , 我 们 也 不 妨 只 考虑 一 0 的 情况 。 于 是 
Q ue =L 并 将 它 看 作 97' 之 元 。 于 是 对 任意 o € V^, 

ICu, p)! = Ke, M 
nom 
< 时 eol- 

由 此 立即 有 了 胖 人 上 映射 本 一 w" 的 连续 性 - 

利用 A. 玫 一 工 为 等 距 同 构 , 以 及 v^ EL 内 的 秽 密 性 ， 
立即 有 Z 在 BH: 中 的 稠密 性 .再 由 ZR) 在 KARL 
得 ARY 在 殊 中 的 稠密 性 . 

最 后 讨论 平移 算 子 r, 的 作用 。 设 neH, AER", 我们 有 

$1554 


ra) = ACE), Bb nuce Py 而 且 Iesel = lule H 4 一 
(0,---, 9, Àj, PLE *,0) 时 


1 Bu 
T4 u)- — - 
| idl 


= Qo ac HP 


^jÉj —. ] 2 
| 
当 太一 0 时 ， 对 二 过 点 地 有 
ef^ —n0 — E; 0 
ES 15j , 
而 且 由 Lagrange 公式 易 见 


e? ij — 1 


— ili | «215 «20 + 15P»^, 


因此 由 bie 控制 收敛 定理 而 在 上 述 积分 号 下 取 极 限 , 即 得 
Bv. (在 ne oq», 


> CR E e 


定理 证 毕 。 

从 这 个 定理 的 证 明 看 到 HH’ 和 "(8) 的 重要 人 区别 : ZR 
= CR) 在 FE 中 是 称 密 的 ， 因 此 H =H, 而 对 于 有 界 
HEO, H) 可 以 是 H'^(0) 的 真子 集 。 可 以 举 一 个 例 : 设 
XAR, T aH w—1, TX, 显然 se H(A) (m 是 任意 
非 负 整 数 ): 若 uc Hz?^(9), Min ER AREN « 4E Q 


IZA 1 IRRA A RAZE HR) 中 。 但 是 DA 显然 
可 以 用 集中 在 单位 球面 |x| 一 1 上 Diac 测度 来 表示 ， 从 而 
L6 LOU), EHAR). XERUBHILT —^-iRUB: 开 集 0C 
R' 使 HUU(0) 一 H?*(9) 的 充分 必要 条 件 是 什么 关于 这 个 
问题 可 以 参看 J L. Lions[1]. 

2. 对 候 性 . 第 2 节 中 我 们 定义 了 HAC) 的 对 侦 空间 为 
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H"*(Q) 并 且 讨 论 了 它 的 构造 、 现 在 我 们 当然 可 以 想到 H 的 对 
BURKE BH “其 中 范 数 为 


luli, = Qo {G+ 51) (83.8) 


HME H -Aa Hibe 空间 ， 它 的 Hermite HASARREA 
身 ,而 其 配对 由 Hermite 内 积 实现 : 
H'XH' — C, (u, v) > (s, v). 
这 是 一 个 sesqui-linear. BR Bf: 3128— 7c C de £R ERU, ro S 
ATEHERE. 虽然 SÁCH, HCS, BICTRURSEIE 
上 述 配 对 拓展 到 H'X S" 上 去 .然而 s dEHUMREOBÉWRS. Dd 
Jt H RY Hermite 对 偶 空 间 之 元 ( 共 罗 线性 连续 泛 沙 )! 应 该 可 以 
BEEZ KØRE 17 来 刻 划 , fH. 4H> 让 SF 是 一 个 单 
射 。 这样 就 应 该 把 (8’》 看 成 S 的 一 个 子 空间 , 而 来 进一步 刻 
划 这 个 子 空间 .结果 是 ,这 个 子 空间 就 是 HU. 准确 地 说 ,我 们 有 
定理 3.3.3 HBE Hermite 共 思 空 间 的 配对 是 一 个 sesqui* 
linear. 形式 HX HC: u,v I> (u,v) = (2x) | ACEYXE)- dE, 
它 适合 
(Cus e)l S helle l- (3.3.9) 
证 . 若 n€EH', vEH ,有 
ACESI) — (1 十 LEOA) (1 + EDAG). 
由 Schwartz 不 等 式 有 
Ite, i= | Go jocos ae 


a 


< Or)” | (1 + LEDY JACEE 


Quy [Ox 51) Ia(8) la 


= Julleli.. 
因此 每 一 个 ve 五 "生成 一 个 日 上 的 线性 连续 泛 前 ,而 且 这 个 泛 
Bi e ERRER. 
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EIE I 是 H” 89 — AiE XE E A , Tf] BE En] i(u) - (wu, 
D,s€ 瑟 ， 对 了 是 共 策 线性 的 。 则 由 Ris 表现 定理 ,存在 唯一 
的 we H‘ 使 对 ucH 有 

u) = (u, w) = (u, 727 
= Oy [a + LEVAN ans, 


这 里 AOE, 因此 (014 [EU 20 esr. 于 是 存在 v€ 
S^ 使 E) — (0c |EPYSCD. 因为 wel, iK v eH" 而 
iu) 一 (2z)-” | ACIE. 


G 


由 Riesz 表现 定理 M — lel = [G7 [a + 169 


O| = [eo a v aag ]"- 1 E 


5. 

”从 这 个 定理 的 证 明 我 们 也 看 到 ， 存 在 着 由 H 到 H” HRE 
等 距 同 构 ， 它 是 由 以 下 的 算 子 TUS H>H“ wr WX 0c 
[V9 w =v 来 实现 的 。 当 5s 为 非 负 整数 时 ，T” — (I—- AY. 
这 怡 好 和 $2 中 关于 H) 的 讨论 是 一 致 的 . 

在 $ 2 中 ,我 们 曾经 刻 划 过 HOUUCO) 的 构造 , 现在 我 们 有 相 
MRHAR, 
定理 3.3.4 对 非 负 整数 m, 


m ~ du ue D, u= Y) De, feL), (3.3.10) 
这 时 ww cH” 的 范 数 是 
1z| 一 > ln. (3.3.11) 


153 (3.3.8) 所 定义 的 范 数 ll -。 等 价 旦 “inf” 是 可 达到 的 . 
WE. A (3.3.10) 的 证 明 与 $ 2 中 相应 定理 是 相似 的 ,因为 
"二 HY(R")， 而 且 本 节 中 所 用 的 范 数 与 $2 中 的 是 等 价 的 。 由 
Riesz ENEE, H a E 日 ” 当 旦 仪 当 存 在 v€ 8H” 使 sj -一 


。135。 


lole 且 对 一 切 eee 有 
u(p)- >, D * D*v dx 


LIES 


= X ec Dep (54. 


la| «m 
如 果 记 fo。 一 《一 1)" Drv ， 上 式 恰好 等 价 于 u= D) Def. X 
lal «m 
里 fo EL’, 而 del lla 
(wit. — >) ll. 
la] «m 


wu EH ”表示 为 《3.3.10) 的 方式 当然 不 是 唯一 的 ， 而 着“ 可 
以 通过 一 组 fo € L' 表示 为 (3.3.10), 则 对 o € £. 应 有 


TOR D C7 1) | Hap*gas 


< PX 


<( 25 ttt) eli. 
因此 
TP (25 wap). 


定理 证 毕 . 

3. RAEM Re 出 ch 定理 .对 H” 和 对 HP (O) 一样， 
也 有 散人 定理 和 Rellich 定理 成 立 。 ”但 这 时 不 但 证 明 比 较 简 单 ， 
而 且 结 果 也 比较 精确 . 

定义 3.3.5 记 B'(R") 为 Re 中 直到 a] <k 阶 的 导数 都 
连续 县 有 界 的 函数 空间 。 B(R*) = ( BiR"), 又 记 下 t(R") 一 

R 

{u; uE B*(R?), lim [D'4|] =0, [e| <å}, B(R") = 
A B^(R^), 


E 3..6 igk AJENA, (OB s>k+ 5 ni rp 连续 
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地 媒人 于 KAR) 中 (其 中 赋 以 BR) 的 自然 的 范 数 ). 


证 。 我 们 需要 证 明 的 只 是 对 «cH 证 明 Dese LXRO, 而 
且 


lD < Cllell. (3.3.12) 
因为 这 样 就 有 
Dalw) = Quy | e*GX)ME. jal <k 
RESAH, B 
|D'uCx) | < r)” Dule < Cllall,, 
而 县 由 Riemam-Lebesgue 引 理 有 
lim D'u(x) = 0, 


[B (3.5.12) 是 容易 证 明 的 ;因为 当 je| <k 时 
2a — 2s < — m, 
从 而 由 Schwarz 不 等 式 有 


MIZIOPLIMETOI 
R 


" 
R 


< (fi a) | 


(Lao EAE ag) 


. s Clu. 
: Aka , 
这 里 我 们 用 到 了 Te yds < +o, VER. 
这 个 结果 是 不 可 改善 的 。 因 为 在 R 中 作 函 数 «e, y) 一 


ex) Llog Gà +r), 0a I ec Ci(R) MEERA 


附近 恒 为 1、， 则 w(z,») fe CO, 0) 附近 无 界 , 但 we H'CRP), 这 
个 例子 破 环 了 不 等 式 >k Br (s =1,k —0,2 = 2), 
X337 H^CB(R), 
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前 面 我 们 已 证 明了 ”CH*， 内 此 现在 有 


FCH*CB.. {3.3.13) 
这 个 包含 关系 是 真 包含 ， 因 为 例如 在 及 中 函数 1G) 一 Le 


H” 但 不 在 S^ H; MA 1G — Atay € B 但 PG) £ D 
Hy Wie gH”, 

为 了 进一步 讨论 Ralich 定理 。 我 们 需要 对 Sobolev 空间 H 
进一步 户 部 化 .将 还 局 部 化 ,一 是 指 将 它 限制 在 R" 的 一 个 子 集 
上 ， 这 一 点 也 可 以 用 一 个 8(9) 函数 去 乘 它 来 实现 ， 二 是 考 
BRARED H' 函数 。 这 将 是 我 们 下 面 讨论 的 主题 。 现 在 我 
们 先 讨论 H 上 的 一 些 运 算 ,首先 是 乘 子 运算 。 

定理 3.3.8 VRHE F xH — H, p, ul> s 是 连 
续 映 射 

证 ， 利 用 Peetre 不 等 式 (定理 2.1.10) 

CL EPA 4 1912077? 2 + | 
对 pa(E) = (PANE) 有 


C + EPRE) = | G + HEP — 1s 
E | G + E12 + [a p 
A + [n6 PE — ndy 
« 2^^ | C+ ap)aC) 


- (1 + |E — n PY ECE — n)di. 
因此 ,由 Hausdorff-Young 不 等 式 得 


(Jit o sl Pa) < c | G+ PVA 
fae PD Glan 
NA gpu€ 昌 , mHE. 


lpall; < cii, | C1 + (al) | g(a) lans 


s 16l- 


故 定理 得 证 。 

我 们 还 可 以 将 麻 光 与 截断 这 两 种 运算 在 H 中 的 作用 表述 为 
以 下 定理 ， 其 中 400 是 我 们 常用 的 磨 光 核 ，X(lx) € ca 
是 一 个 截断 函数 , 而 且 在 * = 0 MEEA l, XC) — X(ex). F 
是 有 

定理 3.3.9 4 8 — 0 E Jk a 和 Xu SE HRAT u, X 
里 u.cH. 


证 。 很 容易 看 到 J.E) — FCE) MTY X8) = AEE) 
alë). BRE 


ly sw — um Qe | C1 e 18 AC) 


— 1l?12(2)128, 
因为 当 E 一 0 时 ACE) (0 — 1, ME 


TICSESUEAIACSIES 3E +1=2, 


因此 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 即 得 |J. 一 ull, > 0, EF Xn 
则 由 上 一 个 定理 


Ixu! < c" | DAO 


= c [a e tono £GoLn > da 
< Cillall,. 
这 里 C 与 8 无关。 现在 取 oc 2 使 du — el m, 则 因为 当 
s 充分 小 时 ,在 supp p 上 X, 21, KA 
xe — ull, = IXu — e) — C — o)l 
« CC, t Diu — ell, < (C. + 1) — 0, 
现在 可 以 证 明 Relich 定理 了 。 但 在 我 们 的 情况 下 ， 它 并 不 
是 关于 H 的 定理 (在 定理 3.2.11 中 我 们 恨 设 了 @ 是 有 界 的 )， 而 
是 关于 
Hk = lu; «€ H', ssppuCK, K A— ER) (3.3.14) 


定理 3.3.10 (Rellich 定理 ) 设 57 54, KÆR REF, 
MRAR He Hg EER. | 
WE. 设 {1} 是 Hg 中 的 有 界 序列 ， 例 如 设 wi, <1, R 
需 证 明 它 在 He 中 有 收敛 子 序 列 即 可 。 为 此 取 we CORO 而 
且 在 下 附近 o1, W qu; = 5, mi hi ary eki Dhj 
Qa)"D'é$*ü, RER 3.3.8 的 证 明 有 
《1  [£|0^71D^À;| < C(O*v NE), 
这 里 
9(£) 一 《1 十 EPAD EGE), 
vE 一 《1 十 EALA. 
应 用 Schwarz 不 等 式 即 有 
G 十 EPA Di] s Cle lulu. 
由 于 (1 十 181") 在 5 空间 的 任 一 紧 子 集 上 有 正 的 下 界 ， 所 
以 ， 应 用 此 式 于 a = 0 的 情况 即 得 { 纪 } 在 5 的 任 一 紧 子 集 上 一 
RAR; 应 于 此 式 于 |a] — 1 的 情况 即 得 (Dá) 在 空间 的 性 
一 紧 子 集 上 一 致 有 界 。 因 此 ， 应 用 Ascoli 定理 即 知 , 选 定点 空间 
的 任 一 紧 子 集 (例如 [5| & 尺 ，R 充 分 大 将 在 以 下 决定 ) 后 ， 从 
(4) 中 总 可 以 找到 一 个 一 致 收效 的 子 序列 。 不 妨 假 设 这 个 子 序 
列 就 是 { 纹 }。 现 在 我 们 要 证 明 {wi} 在 H^ 中 收效 ， 为 此 ,给 定 


8, 
ley — wallè, = (2x77 fa + ED 25) — ACE) IdE 
= 020" eoe f 


=], + l 


E 1.78, 我 们 有 
n= C2) | C+ EYAL e 1890 
- LACE) — i (Pas 
<  gycsQey |, ac pg 


[TP 3 It R 
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< 6,5) — AEJ IAE 
(1 RY jle — elih 


QA RYO L E 


VUE RJEACKBDHI, IOXPÉNBGE fORJGSPH h, AXE E 空间 的 紧 
FR |5| SR 上 {名} 一 致 站 和 伍 ,所 以 可 以 在 积分 号 下 了 到 极 限 而 
AUS j, k> Ke) Bj Locos/2. 总 之 , 当 j,k > KC) 时 
le; — urli < s. 
因为 H^ 是 完备 的 , 所 以 (wj KAT HU 中 的 一 个 元 ， 这 个 元 
的 支 集 当然 仍 在 天 内 .证 毕 . 
EZAR A 范 数 之 间 还 有 一 个 重要 的 不 等 式 ,这 就 是 
定理 3.3.1f E $5 之 :之 s:， 则 对 任 一 。 > 0， 必 存在 常数 
C, 20, 使 得 对 一 切 «e H 均 有 
lehi < elet, + Celuli. (3.3.15) 
UE. A H^CH'CH^, BÀ «€ H* AE H 和 H^ 中 。 因 
此 ,为 证 上 式 , 只 项 证 明 对 于 £6 R” 有 
(1 + (51) « eT + 1E; CA H- ED 
即 可 。 事 实 上 ， 我 们 只 需 令 CQ—5 575457, AAE o — 1+ 
同 PP， 上 式 依 次 化 为 等 价 的 不 等 式 
| P Sep ++ Coh, 或 
{ep 十 TES, 或 
1 «X (1pYv* + (ap), A er, 

当 rel WBR 1; 1p BIO Xm 
4.Sobolev 空间 的 局 部 化 Hy. 与 Ho. l 
EX 3.3.12 $ QCR ”是 一 个 开 集 , Hf.(8) 即使 得 对 一 切 

p+ CE(9) 均 有 pue H 的 D) 广义 函数 之 党. 在 Hill) 

上 可 以 赋 以 一 族 半 范 «IM dull, pe Cp). 
定理 3.3.13 Hi (0) 是 一 个 Frechet 空间 , CEU ERRA 

在 £'(Q) 内 ,对 Hila), Sobolev 媒人 定理 也 成 立 ; 即 当 > 
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zj2 +k 时 COCCO), Ii, A HCO) = C*(0). 只 
有 在 Q 上 为 C^ 系数 的 m 阶 线性 偏 微 分 算 子 POD): Bt CO)9 
Hiz(9) 是 连续 映射 | 

WE. 为 证 HiL(Q) 是 Frtchet 空间 ，, 先 需 证 明 只 要 用 可 数 多 
个 定义 如 上 的 半 范 即 可 决定 其 拓 扑 。 为 此 ， 取 0 之 一 内 上 升 的 穷 
竟 紧 子 集 序列 K), HER wje CEO), 使 mW 二 1 于 Ki 附 
近 。 今 证 半 范 族 {lpiul,} 即 可 决定 His(Q) 的 拓扑 结构 。 实 际 
上 , 任 给 pe CF(9), 必 有 i 充分 大 使 suppe C Ki, Rl 9 一 pe 
而 由 定理 3.3.8 有 

loul, = lov; < Cle; 

KE, HO) 中 零 元 素 之 邻 域 {4: loul <s} HEATER 
le ell < 中， 再 证 mico) 的 完备 性 ， 设 en 是 其 中 的 
一 个 Cauchy 序列 , 则 任 取 p € CCO), ios) 是 下 中 的 Cauchy 
序列 ， 因 而 在 其 中 有 极限 us n € Z^. 从 而 由 在 22 (0) 中 也 
有 极限 we D(A) MEXER pe CEO), pu 一 wy。 从 而 wé 
HtCO) WELE (n) 的 极限 。 

XCPHO ESI, 因为 连续 性 是 一 个 局 部 性质 ， 故 对 任 一 mk 
2, W pE C8C0) 使 p(xo) s 0, W3 pu 应 用 Sobolev AE 
理 可 得 qu 在 连续 ,从 而 < 在 x 连续 ,这样 可 得 门 Ht(0)C 


C"(Q) 相反 的 包含 关系 是 自明 的 : 对 任意 »€ CCO), uc 
DTH (Vs € R), 定理 的 其 余部 分 是 自然 的 。 

HiCO) 具有 层 的 姓 质 .车 UCO X — 58, WIPE dip 54 E 
然 是 由 HCO)SI HLQUOBIESEERI, Zi ue Hio(8) 在 8 之 各 
个 开 子 集 上 之 限制 均 为 0 , 则 必 有 «0; # {UE OB EG 
而 且 有 «c HQQUS UNU A D Biuslvnus = elung» 
则 必 在 在 一 个 uE His(Q) 使 ku。 一 xs。 所 有 这 一 切 都 可 以 从 
广义 区 数 的 层 性 质 得 出 . 

Sobolev 空间 的 另外 一 种 局 部 化 是 Hiomsp。 前 面 我 们 已 介绍 过 
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Hg (M (3.3.14), NEE 

定义 3.3.14 Hu (9) = U Hk = Hi. CO) 4 (05. 这 里 
U ERN 9 的 一 切 紧 子 集 k 求 并 ， 对 它 同 以 Hi 之 拓扑 的 归纳 
BREH. 

定理 3.3.15 CCA) 在 Hila) 及 Hiomo(Q) PHAR. 
嵌入 映射 COCO) — HiCO) 和 CECO) — Hions(8)》 均 为 连续 。 
Hi0) 与 Hil) HARRESE Hal) 和 HEA). 

证 ， 幅 人 了 映射 的 连续 性 可 以 直接 由 嵌入 映射 多 — HU 的 连 
RER, MERRE. 

作 2 的 一 个 上 升 的 穷竭 的 紧 子 集 序列 K} 以 及 相应 的 pE 
CR) 使 o, YE K, MEE =1. J RID) EOCNCT TET, FERA 
显 在 Hol) 中 (ue HiCO)) oiu 而 在 于 中 Jo piu) 
Com), Ait CCA) 在 Ht CO) RU QR e RANE Jo Gp) 
€C;(Q). 同样 对 «€Hus (0). 可 以 证 明 Jexu—>u F 
Ht) 中 ， 

现在 定义 Hil) 与 HunQ(0) 的 一 个 Hermite 配对 :到 
Cu, v) E HlO) x Hz (0). 并 作 实 值 函 数 Xe cz(9) 使 在 
suppe 附近 x1, FREN (u, v) — (Xu, v), EDAH 与 
H^ 的 Hermite 配对 .很 容易 看 到 ， 若 。 固定 , WERS X5 
取 无 关 ， 而 且 对 ue 于 (9) 是 连续 的 。 同样 ， 它 对 " 也 是 于 
Hio O) 中 连续 的 . 反 过 来 , 设 是 型 (8) 上 的 连续 线性 泛 通 ， 
记 它 在 «上 之 信 为 L(x)， 因 为 Ce(9) 可 连续 嵌 人 在 局 se(9) 
ch, Me) dE CU(O) 上 的 连续 线性 泛 函 。 因 此 ， 一 定 有 一 个 
ve (9) 使 Ka) 一 (ay5》= (u,v). 取 实 值 的 Xe C38(0》 
而 且 在 soppz 附近 X 1， 则 Ce, v) = Qe, o). Pue H, 
上 式 也 是 连续 泛 函 ， 因 而 rE 8-'。 前 面 已 证 reg (a), RA 
vE HN L'O) = Hz,,(0), B). HlO 上 的 连续 线性 泛 函 均 
可 用 Hl) 上 之 元 表示 。 所 以 Miel) 的 对 偶 空间 是 
HlO). 再 则 , 设 1 为 Biolh) 上 之 共 氟 线性 连续 泛 函 , 它 在 
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vE) 上 之 值 记 作 1v)， 因 为 C3(8)CHionp(0)， 因 此 
1 也 是 C(O) 上 的 共 辊 线性 连续 泛 函 ,从 而 存在 一 个 n€ D0) 
使 (v) = lu, v) (x,u) XER Leca), Hj 
(Xu, v) = Xv), 对 于 v€H', Xv€ H9), MLERE H 
ERAH EA, Ale teH) 这 就 是 说 HL) 
的 对 偶 空间 是 Hale), WES. | 

5. 微分 流 形 上 的 Sobolev 空间 。 在 以 下 我 们 有 时 需要 讨论 流 
形 上 的 Sobolev 空间 。 例 如 在 讨论 粮 敬 型 边 值 问 题 时 ， 就 需要 在 
ðO 上 讨论 Sobolev 空间 〈 迹 定理 )， 以 下 都 设 M 是 C 微分 流 
形 ,而 且 在 沈 穷 远 处 是 可 数 的 , 因此 其 上 有 一 的 C^ 分 割 存 在 ,为 
THEM ERU Sobolev 空间 , 需要 对 H'(R^). 作出 一 个 新 的 刻 划 ， 
引入 一 个 等 价 的 范 数 一 一 不 妨 称 为 内 殖 范 数 . 

定理 3.3.16 it 0<s < 1， 则 

H = due LU); li EET dxdy < + o} 
(3.3.16) 
MELEH PAURAS a ecc o 

bull; = ( lelie + |: Ee TKO srdy) (ian 


W. 设 we LAR"), 则 对 ye Rr 有 
f a C E9) — G) Par 一 (2a facien — 1 pas, 
因此 
dux c y) E u(x) Dads PER (2x)? 


H^xR* |t 
f » l&CE) la 人 les 一 1P1y] dy, 
R R 
现在 在 右 方 作 一 个 旋转 变换 
y= Az, |de4d]-1, 


则 y- = Az. =z tAE, 适当 选取 4 可 以 使 AE = n, 
0,..., 0), 这 里 ET z l'48| Em T» TE 
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jz Jer — 1 [I»[7 "dy = js [eiim 一 1|] e|7 7742, 
€ mz 一 ww， 则 上 之 积分 等 于 
Iml” 多 Jei — 1|? Iw] 7*7*dw = ClE|", C70, 


IHESU ESEREBS. BOSE lwj 一 0 时 je 一 1P = 
0(1w1')，w' 表示 向 量 疙 的 第 一 个 分 量 。 利用 Plancherel EM, 


luli = Qu) | Alag, A G317) 有 


hull? = QY* | aC PO + cle Pas. 


由 此 明显 地 可 以 看 到 lel 与 del, Eir. 
对 于 一 般 的 £20, W s—m-dc,0«o«I, WS 
X 3.3.17. H 5s m-ro70,0«e-1, RIJE 


H= fue L(R'); D'»we€ LXR”), la| <m H. 


R*xR" Ix EU yp 


并 且 可 以 定义 与 lal， 等 价 的 范 数 
lal; = ( S Dealla 


sS | LPG — Duly)? dxay) (3.3.19) 


lam payi” lx — »y|"** 
对 于 s<0, WAH H^ 与 H 的 对 偶 性 ， 对 于 xe HY, 
定义 


| | iD'u(x) 一 D"u(y) F dxdy « 十 co |a| = m], G.3.18) 


lal, 一 sup, Ie» 921. (3.3.20) 


采 胃 内 蕴 范 数 的 一 个 优点 是 可 以 更 简单 地 证 明 HO) 在 
微分 同 旺 下 的 不 变性 ， 而 这 是 在 微分 流 形 上 定义 Sobolev 空间 的 
Ha, O 均 为 BR? 的 开 子 集 ,X:0  Q' 是 一 个 微分 同 是 。 设 
ve 多 9')， 则 在 第 一 章 $6 中 定义 了 > 在 XY 下 的 拉 回 X*v€ 
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D(a) 是 岂 下 式 定义 的 广义 函数 ( 见 式 (1.6.2)) 
(X*v, p) — (Gr, JOX 0*2), 


pE ZLQ), J= | der * 5 


现在 我 们 要 把 这 个 关系 用 到 veH' 上 去 :为 此 先 需 要 

定理 3.3.18 令 K'E0' ,seR, 则 必 存 在 一 个 常数 CCs,K') 
使 对 一 切 «€ HAO), d X*u = wxe€H&(Q) 天 一 XI 天 而且 

Ixu < CC K lalls. (3.3.21) 

证 。 证 明 将 分 成 几 步 进行 。 先 设 .we Co(K). .再 作 一 个 紧 
4 Ki, 使 K'eKieo, WHER u, 其 拉 回 x*e 显然 仍 在 HU 
中 。 ZEUEBd f (3.3.20) 以 后 利用 Ca CR). 在 Hone 中 的 稠密 性 
即 可 对 sc H&CO') 证 明 式 (3.321)... 

(1)0cs5«1, 首先 有 Xue AR); ARAA xs Y X 
示 9' 中 的 点 : X» RROA, WA r = xe), y —x) 
时 ,有 

| | [x*u(x) 一 XUC7D gray 


R?xR" E "a yp 


zi Bs 1 0 rG, yi x, Y)dz'dy, 


其 中 Fs (Qeyri DOO. 了 一 de ŽE, 很 
容易 看 到 是 有 界 的 ,因此 ,由 ue") € H" WE 

| | [X*u(x) 一 X*uCG |? gedy < +, 

aede amol 
而 且 容 易 得 知 (3.3.21) GL. K% ERIRE sppt*uc 
K, ue HQ). 

(2) :为 非 负 整数 ， 上 述 结论 对 于 «€ CEK) 可 以 利用 链 
法 则 来 证 明 。，>> 0 的 一 般 情况 可 以 由 《1)，(2) 两 款 综合 起 来 
即 得 . 

(3)5« 0。 我 们 有 
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| G0 CY vgs 


AE 


这 里 我 们 利用 了 Co (EH, 中 的 稠密 性 ， 而 且 不 失 一 般 性 可 以 假 
设 suppeCX 《Ki)。 作 变量 变换 记 * = X(x)， 有 


[«G0vac G0) x 


各 | zz /el 


S ClrCx x Ns ads lel 

ER 一 *> 0, 故 由 前 之 (2) 款 有 WAGED = xttl 
Cs-,:， 代 入 上 式 又 得 式 (3.3.21)。 定理 证 毕 ， 

现在 可 以 证 明 我 们 所 需 的 结论 了 . 

定理 3.3.19 $ x:0 一 Q' 为 一 微分 同 耳 如 上 , 则 c I X*n 
是 HOO) — HOO). H HA uxu, 

证 。 任 取 一 个 pe Ci), 记 o= X"*o, 则 6€ cr). 
从 而 对 wt Hok), pue BCG)。 由 定理 3.3.18, X*(9u) 一 
(Bu)oX = (d»X)(uoX) = q(uoX) 一 oX*ue ES， 布 且 

lox*ul; s Cls, K)lnbul. 

这 就 证 明 u> X"u 是 Hio(8') 一 Hioe(Q8) 中 的 连续 映射 (是 线 
福 映 射 是 自明 的 )， 对 Xx-! 应 用 以 上 论证 , 即 得 定理 之 证 . 

现在 令 M 是 一 个 C” 深 形 , Tm BER EE TELE CIE ,知道 对 坐标 邻 
RiU pe)} (qaU。CR") 形成 的 开 绑 蔓 , 有 从 属于 它 的 一 的 C” 
DA (gy. 我 们 又 知道 可 以 定义 D'U.) 以 及 ZM). 现在 
我 们 给 出 

EX 3.3.20 Hi (MO. ER Z(M) 中 适合 以 下 条 件 的 元 
Re ZEA: 对 每 个 Do u|[UL€ HU). AE w1Us€ Hil Ua) 
即 指 (pa)*w& Hik P Ua). 同样 ,可 以 定义 Hinp(M). 

一 个 特别 重 训 的 铺 况 是 MM 为 紧 流 形 的 和 情况。 这 时 ，Hi(M) 
和 Him (M) 是 同样 的 ， 而 我 们 可 以 记 所 得 空间 为 HM). 在 
H(M) 上 有 Hilber 空间 结构 。 这 是 因为 ， 在 坐标 邻 域 的 覆盖 
{Uas 9.) 中 可 以 选取 一 个 有 限 子 覆盖 Uso UV,， 以 及 相应 
的 ~ 的 有 限 C" Ia. soe. T EXPIu ve HM), Cor C) 

ZU 


lx* al. 77 sup 
ve 6o 


dx ull = sup 
sec 


€ H'Go;QU)), i XI Kr Ga) OG) B XX. 
Bit, H'CM) EA Hermite 内 积 


(n, v), = D (Cor) Gas, (PrO Cw) — (3.3.22) 
je 


H'( M ) 的 完备 性 很 容易 证 明 , 由 此 可 知 HM) 是 一 个 复 Hilbert 
空间 。 但 是 变 注 意 ， 这 个 Hilbert 空间 结构 不 是 典 则 和 的， 当选 用 
不 同 的 坐标 邻 域 覆盖 或 不 辣 的 一 的 C^ 分割 时 ,将 得 到 不 同 的 , 但 
是 就 线性 拓扑 空间 结构 而 言 是 等 价 的 Hilbert 空间 , 

我 们 将 在 第 五 章 中 讨论 氢 微 分 算 子 时 再 一 次 讨论 租 分 流 形 上 
的 Sobolev 空间 ， l 


$4. 拓展 定理 与 迹 定 悍 


OLH"QQ) 之 拓展 ， 在 本 节 中 我 们 将 要 讨论 He(O) (m$ 
非 负 整 数 ) 之 元 的 拓展 与 在 低 维 流 形 上 的 限制 问题 。 一 般 说 来 ， 
HQ) 之 元 是 不 能 拓展 到 8” 上 去 的 。 下 面 是 一 个 例子 。 设 
oce, m Qcm 是 


Q = {(2, ER, 0-cx«l, cyri} 


显然 u(r, Y) 二 x *€ FPC9)》( 读 者 可 以 自行 验证 )， 但 不 可 能 找 
DM 


到 ze HR) 使 alo — u 这 是 因为 ,由 定理 3.3.6 (现在 的 情况 
是 m=2, n=2, k= 0, MT m T), HOP) 中 的 元 
都 应 在 BR) 中 , 因此 至 少 是 有 界 的 ,但 ulr, Y) — 6 当然 
不 是 有 界 的 。 

由 此 例 可 以 看 到 , 若 想 将 H"(0) 之 元 拓展 为 Hm"(R”) 中 之 
元 ,应 该 对 00 的 光滑 性 加 上 一 - 些 限制 ， 在 本 节 中 我 们 桓 设 O00 
是 R 的 C” 超 曲面 ,而 且 在 80 之 每 一 点 附近 , 9 恒 位 于 00 之 
一 侧 。 这 种 开 集 & 称 为 正则 开 集 。 下 面 有 时 我 们 设 2 是 有 界 的 ， 
这 时 89 为 紧 ; 有 时 则 不 然 ， 最 多 的 情况 将 是 讨论 9 一 下 一 
(Gn, 77 xa); x, > 0) 的 情况 。 这 是 因为 。 在 我 们 的 讨论 中 最 
常用 的 技巧 就 是 局 部 化 与 平坦 化 。 

由 关于 90 的 假设 , 在 一 点 me 89 附近 ，89 可 以 用 方程 
pl) 一 0 来 表示 ， 而 OQ 中 邻近 和 的 点 * 则 适合 w(x) >o, A 
此 在 作 坐 标 变 换 ry, y.— p(x) Ki. QI xs 附近 的 部 分 将 
微分 同 胚 于 上 半空 间 (v: ye R^, y, > 0) 中 的 一 个 开 集 ,而 00 
在 x 附近 将 被 司 一 个 微分 同 胚 (可 以 拓展 到 89 上 ) 变 为 y. 0 
的 一 部 分 ,现在 设 OCR” 是 正则 开 棠 ,由 上 所 述 ， 可 以 找到 R^ 
中 的 一 族 开 集 {0。} 成 为 2 的 局 部 有 限 的 开 覆 盖 、 以 及 相应 的 微 
4 FIES Oa: OQ, — B. (R° 之 开 集 ), 以 及 从 属于 09.) 的 一 的 C” 
分 割 dph 对 这 里 的 9。 及 微分 同 胚 9, 我 们 还 可 以 要 求 , 其 中 之 
一 ( 记 帮 6.) 相应 的 名 CQ， 而 其 余 的 0, 均 与 80 相交 ,而 

OL NA) = [y € Bas y, > 0}, (34.0) 
8,(0,180) = {y E B,, y, = 0). 

MGR. 如果 2 是 有 界 的 正则 开 集 ， 则 {9。} EARME, idfE 
(2,3, i —0, 1,-…，N， 相 应 的 Oa BHE 6;, 

因为 乘法 运算 p.: HU(0) -> HR") 是 连续 的 ,因此 uE 
H"(Q) 当 且 仅 当 oue H'(Q,00). X8 s 一 S wu, MEA 


为 (9. 是 局 部 有 限 的 ,因此 J) 在 每 一 点 附近 都 是 有 限 和 。 用 
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nat 
th TERES 


: m 4 . 
(07)* 将 pau 拉 回 , 并 在 B. AGER OUO 0 记 这 样 补充 定 
-一 一 一 
义 后 的 函数 为 《9 pau = v., WAF Lac) (RO BIET 
不 变 , 易 见 : «e H^(0) 当 且 仅 当 
v € H"(R"), 
v,€ H"(R5), R} = (y € R”, y, > 0), 
通过 上 面 的 叙述 知道 ， we H"(Q) SERY s, € HzCRY ji 
s,€ H"(R"), 因此 ， 在 考虑 H"(0) 的 拓展 时 、 TARTAR 
H"(R1). KREERTE SPHE. 
再 提醒 一 下 ， 在 本 章 中 对 区 域 9 讨论 H"*(Q)' 时 ; 由 定义 知 
m RE fter, 所 以 本 节 从 一 开始 起 就 规定 了 mm 是 非 负 整数 ,… 
在 证 明 拓展 定理 前 ,我 们 先 需要 一 个 关于 稠密 性 的 结果 。 E 
定理 34.1 :空间 CIRI 在 H"(R3) PAE. 
dE. Bb owe H"(Rj),. 必要 时 乘 以 截断 函数 ， TURRA 
在 R 中 有 界 . 令 R= R x (— o, 0) 并 定义 
2 qu FO RPG, 
T to T Re 中 。 643) 
作 一 串 磨 光 算 子 lo ERREKA JoRIROEX XE R2 中 ， 
则 因 sc LR) ne (R), BiU 
.= (x J, ur 
是 有 意义 的 对 任意 硬指标 a，|al & m, 


iud 
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D?v, — D'u = (D? Jlri — D'u, 


s P da 
+ (Dž 一 Du )* n 
这 里 “~ 是 指 如 (3.4.3) 那样 的 扰民 运算 ， 
”注意 到 D'ü— Du 是 支 集 位 于 y, 一 0 上 的 广义 函数 ， 而 
IZER R 中 ， 所 以 后 一 项 在 R4 上 为 0; 此 外 Du € 
OR), 所 以 当 s 一 0 时 ,第 一 项 在 PCR") 中 趋 于 0， 限制 在 下 
ESBE HRI) 中 ou 证 毕 . 
O 注 这 个 定理 对 "(9)，1 二 请 < oo 都 成 立 。 
回 到 区 域 0, 就 有 | u 
*342 对 正则 开 集 OCR, CD) 在 H"(0) HAR. 
Ho, de X L4 中 。 记 C3C0) 在 H''(0) 中 的 完备 化 
为 HpO), Be. CIO) 在 HiU(2) 中 稠密 。 从 这 个 系 看 
到 ,对 HCA), CEO) 才 是 它 的 稠密 子 集 , 当 z> 0 时 CECO) 
则 不 是 。 这 里 有 明显 的 例子 ,zx 三 1 是 H'U(0) 之 元 (如 果 @ 有 
S578). 但 pe C20) 不 可 能 与 # ERRE. KEE, Ha) 
是 H"*(0) doge cU le — 1e. 可 以 任意 
小 的 话 ， lp 一 thie 也 可 以 任意 小 。 
le — Iha = È 11 — plaz + af Ignd olde, 
得 是 利用 Sobolev 不 等 式 (3.2.6) 易 证 存在 常数 C 使 得 
u INDDETMS lend olds. 
因此 
O le — Iha 2 mes(2) — CC — DÍ, leradelax 
之 mes(Q) — (C — Dle — tha, 
即 le — Ihu >S mela), M, Hg (0) 是 H""(0) BK 
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子 空间 , 而 在 HI a) HARER C8(9) 在 Ha) 中 不 必 
38. 但 若 将 C8(9) Woo C8(28)， 则 此 例 失效 ,因为 «三 1 截断 
后 在 Cia) 中 一 一 当然 ， 在 这 个 便 子 中 避 应 设 为 有 窒 的 。 实 际 
上 ,至 少 对 于 0Q=R"，H5(0) = H"(O) 而 C(A) 在 H'(0)— 
H"(R*) 中 确 是 稠密 的 ， 

现在 可 以 进 到 本 女 的 主要 结果 了 。 

定理 3.4.3 五 "CR3)》 中 的 函数 可 以 拓展 到 H"(R") 上 ， 记 
此 拓展 算 子 为 P， 则 P; H"(R2) 一 H”(R') 是 连续 算 子 . 

证 , BF CQ(RI) 在 H"(R?) 中 稠密 ， 我 们 先 来 对 se 
C;(R3) 定义 算 子 P。 我 们 可 以 定义 

u(y), Y. 77 0, 


5 A,u(y', —E4., Y. < 0, » "S is ”3 Yaa 
(3.4.4) 
这 里 我 们 取 双 使 3 (一) 一 1 (j 一 0,…,m 一 1), 由 于 


这 个 关于 A. 的 方程 组 的 行列 式 是 一 个 Vandermonde 行列 式 而 不 
为 8， 所 以 A, 可 以 唯一 地 决定 ,而 且 易 见 Pa € CR’). 
由 (3.4.4) 易 见 存在 只 依赖 于 m, n, 的 常数 C 使 得 
el s C lall 


Puty) = 


B" qi?) RD" 


于 是 
MPa ma, < C lil ra: (3.4.5) 


Bi CRL) 在 HRI) REE E EUM 4€ H"(Rz) 
上 而 仍 使 上 式 成 立 。 证 毕 . 

注 。 这 里 的 拓展 算 子 了 是 限制 算 子 r HR) —> HRY) 
u> uji 的 右 逆 。 这 个 拓展 方法 称 为 Sedey 拓展 ,他 原来 的 结 
RE. cR 中 的 梢 数 可 以 拓展 为 CRY 中 的 函数 ,而 且 托 
展 算 子 P. CU(R1)— CU(R') 是 连续 的 。 

回 到 最 禄 的 正则 开 集 8， 即 有 
X344 i QCR 使 9EQ， 则 存在 拓展 算 子 Po 
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CT1(9) —> CCA); 而 且 Poo, 可 以 拓展 为 连续 算 子 Poo: H"(0) 
— H"(Q,), Poo, ERWA THAW. 

这 些 结果 对 HAO) Ab XT. 

由 于 对 于 正则 开 乐 o AARE, 所 为 嵌入 定 理 和 Rellich E 
理 对 于 H'(O) 也 可 以 加 以 改进 。 即 有 


定理 3.4.5 (0 设 大 为 非 负 整数 且 m— T = k+a, IS 


p«o,0-oe-1,N] H"^(0) TA ERRA CX5) 中 , EX 
RIERA er Halder 连续 ， 

(2) d m — m, BÉ AES H"(0)- H""(0Q) 是 紧 
映射 . 

证 。 作 一 个 函数 peci) 使 oeoco, 而 且 在 9 上 
931, 4H H"(O) 到 H"(0,) agita RSE-TOG P, RA P OS 
子 运算 为 $B; H"(Q) 一 H"(Q), W[xpseH"(Q), Puc 
HCO), fuH supPC@Po)C 贡 .因此 可 以 对 PPu 应 用 定理 3.2.9 
与 3.2.11， 再 限制 和 到 如 上 即 得 定理 之 证 ， 

关于 对 侦 性 也 可 得 芭 较 好 的 结果 。 可 以 证 中 

定理 3.4.6 H"(0) 之 对 假 空间 是 Hy (R) GP"(R') 中 
支 集 在 如 中 之 元 的 集 ), 有 反之 亦 然 ; BERE (s.v) = (2,v) 来 
定义 的 ,这 里 «c H"(Q), 4 & (E HR) 中 之 任意 拓展 ,sv 
Hy"(R*). 

以 上 结果 的 证 明 详 见 J- Chazaraim 和 A. Piriou [1], 

2. 迹 定理 . 利用 局 部 化 和 平坦 化 , 我 们 可 以 将 问题 归结 到 R" 
和 R44。 以 下 我 们 用 x 家 R 中 之 点 ， 并 记 x= (r, re) = 
(n, "> Xa-1)，. 对 于 充分 光滑 的 永 数 w(x)， 可 以 定义 它 在 超 平 
面 x** 一 0 上 的 限制 算 子 7 | 

Crul) = u(x', 0), (3.4.6) 
UT, RATER T 为 迹 算 子 .。 ABR E ERNEA v 可 以 推 
广 到 Sobolev 空间 上 去 , 也 就 说 ，Sobolev 空间 之 元 在 某 种 意义 上 
RALE. 
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定理 3.4.7 设 x 则 由 (3.4.6) 所 定义 的 迹 算 子 v: 


CECR") — C5CR"-!) 可 以 唯一 地 拓展 为 一 个 连续 算 子 ( 仍 称 为 迹 
算 子 并 记 作 v); r;:BO') 2 HIR), 

”证 . 由 于 C@N 在 HR) 中 稠密 ， 故 不 妒 限于 “6 
CECR”) 的 情况 。 这 时 ,由 Fourier 逆 变 换 有 


yula) = «(2,0) = Quy" | P" 45, EdE IE, 
因此 
PUCE = Q7 | aar. £e. (3.4.7) 
作 变 量变 换 5。 = (1 IE Pn MA zz 时 有 
Qo | G igo, o Qe In 


- Q7 {C1 + bn 


; = Cl +. IDEA 
由 此 ,并 对 (3.4.7) 应 用 Schwarz 不 等 式 有 


REO = joo G+ MH 4 IEPA, oe. 
«(ao | + ioca) 
(a7 fa race, a) es, y 
= CE LC + qp» 
(Q^ [ac EPG, lds,) ， 
因此 
(rua Q7" | C+ EDERE AR 
«coa THOILGIL. 
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= Cli. (3.4.8) 
再 由 C;(R") 在 H'(R") 中 的 稠密 性 即 得 定理 之 证 ， 


f 3.4.8 设 ie FILE 定义 7 了 阶 迹 算 子 “7 一 


YoDi s M v: HAR") 一 HRY 是 连续 算 子 . 
上 面 的 定理 和 系 不妨 可 以 解释 为 HR") 中 之 元 在 低 一 维 


的 超 平面 上 的 限制 一 或 边 值 一 将 损失 字 阶 光滑 性 . 
我 们 还 应 指出 , 迹 算 子 是 一 个 全 射 。 事 实 上 , 设 满足 ;一 i> 
于 的 非 负 整数 ; 中 最 大 的 一 个 是 mw, 则 系 3.4.8 使 我 们 可 以 定义 一 
个 映射 
(yo Ty 77); HP) > i" 有 -ER (349) 


这 里 7" 二 7。 我 们 要 证 明 这 是 一 个 全 射 , 因 为 有 
ER 3.4.9 Lx (rt, Y', dk y”) 具有 右 道 


R: TI Hia R") — HR’). (3.4.10) 
证 .对 住 意 选 定 的 非 负 整数 1}: 0; «m, lE € Co(R) 
使 
pP) — 84, 0 s & «im, 
对 € CICR), id R 中 的 点 为 x = (n, 7.2, 
令 


(Riu), ta) = Qn) | ent + lE 
-PC 十 E Pr AE E 
(R;u) 是 CR") PESE ,而 且 容 易 证 明 
Y^(Ru) = dtu(x’), 
应 用 Pourier 变换 ， 如 定理 3.4.7 那 祥 又 容易 证 明 存 在 一 个 常数 
C > 0, 使 对 一 切 ue cR"), 8 
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€-— B Mte AV ue uus 


[Red 2, xx C lili (3.4.11) 
HR) H 


由 黎 密 性 即 得 定理 之 证 . 
厨 到 一 般 的 超 曲 面 ,我 们 有 
定理 3.4.10 设 N 是 OCR 中 的 C” 超 曲面 ， 则 迹 算 子 y: 
Ci(9) 一 CFCN) 在 > 过 时 可 以 唯一 拓展 为 连续 脆 射 y; 
fol 0) — HIZ ^N). 
WE. ERRARE 3.4.7 的 情况 . 
系 3.4.8 当然 也 可 同样 推广 
以 上 讨论 了 下 中 之 元 在 区 域内 的 超 昌 面 上 的 限制 ,下 面 讨论 
在 区 域 边界 上 的 限制 。 首先 讨论 从 R? 到 其 边界 OR =R E 
的 限制 一 一 亦 即 迹 算 子 ， 设 we CERT), 0 EEI—RE, jg Re 中 
的 点 为 xc Cr, XQ), x = Cis -t3 ducis yg X Xs X T ri, 
C; (RS) TE C; (R5, u k> Dis(x', 0). 我 们 有 : 
— EM 3.4.11 设 “> 二， 上 述 迹 算 子 7 可 以 唯一 地 拓展 为 
ERAT ri: H(RD)- HR), 而 且 


(17, ripe, Y"): H(Ri)— II Hi#(R"-!) 
ji=0 


fich. 


是 全 射 。 这 里 mw 是 适合 nt 的 最 大 非 负 整数 ji. 


WE. 先 设 ue Ca(R4)。 由 拓展 定理 34.3, IK e RA Pue 
CoR’), maw 


vYiPu = Yiu, 


由 系 3.4.8 以 及 式 (3.4.5) 有 
Vr erue, T Pel cjl aret 


=c Pall os, 
< Chalara r 
再 利用 稿 密 性 来 考虑 , 即 知 Y! 可 以 招展 为 连续 算 子 Y: HORT) 
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本 -3CRe-)， 
(7°, Tut, 7"): H' (Ri) n II HR) 
j=0 


是 全 射 及 其 右 逆 存 在 可 以 如 局 定 至 3.4.9 一 样 去 证 明 。 
加 到 一 般 的 正 山 开 集 , 则 有 
定理 3.4.12. oE R" 的 有 界 正则 开 集 ， 对 x6 c(a) E 


义 迹 算 子 r'u 一 (ZY «tas, Č g 00 的 外 法 线 方向 导数 . 车 


ji 适合 :一 j > 过， Wil / 可 以 拓展 为 由 H*«(0) 到 H-a) 


上 的 连续 映射 ,而且 是 全 射 . 

最 后 ,我 们 还 要 指出 一 个 结果 : 对 于 正则 开 集 0, Ha) 就 
是 H"(Q) hZ iB víu-—0,;—0,1, -, m—1 的 元 
所 成 之 集 。 EREK, HI 中 的 元 邢 边 值 在 一 定 意 义 下 为 0 
的 H"C(O) 函数 . 

还 有 一 些 与 本 章 结 果 直 接 有 关 的 事实 将 在 以 下 各 章 中 随时 提 
a. 
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第 四 章 “振荡 积分 .象征 和 稳定 位 相 法 
$1. 振荡 积分 


l 基本 定义 。 本 章 中 我 们 将 要 讨论 形 如 
(Au)(2) *- (22)7* | eee Vaxs yO)uCy) da (4.1.1) 
的 积分 。 它 首先 以 
(4) = (2r) | retale, DAEME (4.1.2) 
的 形状 出 现在 P. D. Lax 关于 Cauchy 问题 的 渐 近 解法 的 工作 [1] 
m, 车 将 aE) 一 [^on RA (4.1.2) 则 得 


EOE E ff eem Eee, EJuly)dydE. 


它 当 然 是 (4.1.1) ZCBEBI, 但 是 a(*, E) 中 不 含 ? 是 不 自然 的 , 因 
此 Hórmander Æ [9], [11] 中 引信 了 (4.1.1)。 
alx,》,9) 称 为 (4.1.1) 的 拔 幅 函数 ,这 里 恒 设 它 是 x & Ge R^, 
y E QCR": (Q; 为 开 集 ) 及 9 RY 的 C 函数， 对 于 它 我 们 将 要 加 
上 一 些 限 制 ， 
定义 4.1.1 SZ, 类 即 指 满足 以 下 条 件 的 C?a, X 9 x RN) 
函数 的 集 台 : 对 任 一 紧 亿 KE, X 9; 以 及 重 指 标 a. fis B 存在 
常数 CCa, Bis Bas K) > 06H 
(85058x y, O)| & Che, Bas Ba K)C1-4- [0| )m emit, 
(4.1.3) 
ZE (r, y)EK, 0ER, 0x po, 8« 1, 
UR ,57,, ERDARA REDTRAM. 
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(4.1.1) 中 的 函数 PCr, y, 0) 通常 取 为 相 函 数 , 即 
定义 4.1.2” 相 函数 即 一 个 C^(Q, x 0, x R0) 函数 (s, 
y,8), 它 对 6 是 一 次 正 齐 性 的 , 即 


Plx, Y, 10) = 10(x, »,0),: 0, (4.1.4) 
mE 48 #0 时 没有 临界 点 B 348 25 Of. prado oC. y ,8):50, 
TER 35 ch TR ERU i S xg USC f. 


我 们 规定 相 函 数 在 0, X 9, x ROO 中 光滑 是 因为 齐 性 函数 
一 般 地 不 可 能 在 8 一 0 处 光滑 ， 
实际 上 。 在 前 几 章 中 我 们 已 多 次 见 到 了 (4.1.1) 或 〈4.1.2) 型 
的 积分 。 例 如 设 4 是 微分 算 子 
P(x, D) = NMlaG)D', asla) E C*(0), 


la\&m 


则 由 Fourier 变换 知 
PNG) = (21) " [entres Suly)ayas. 


这 里 振 柱 函 数 PCx, E) 不 合 ,但 它 显然 在 9 XOXR" (一 dimg) 
中 属于 Sm. 0. Y, E) 一 《x y) 上 适合 相国 数 的 一 切 要 求 ， 
又 如 在 第 三 章 中 定义 Sobolev 空间 H 时 ,我 们 过 到 了 算 子 
Q«y* | à  telsacas, 
它 是 (4.1.2) 型 的 积分 .相应 的 振幅 函数 是 
Q + 1513” sts, 
HRADE (e — ») - &. 

2, 中 最 常见 的 是 SC» FRIII S"; S2, Rl da oos. 
IE EK EEG o RB RD E o M a, T IHE e K- e 
POR. 

在 (4.1.1) 中 我 们 首先 设 xe CIC), 这 时 ,对 y 的 积分 不 成 
问题 ,但 57, 类 中 的 函数 对 9 具有 多 项 式 阶 的 增长 性, 因此 ,对 6 
的 积分 通常 是 发 散 积 分 , 这 时 对 (4.1.1) 应 该 赋 以 意义 。， 当 
a € Sas T D(z，y，9) 是 相 函数 时 ,(4.1.1) 就 称 为 振荡 积分 , 赋 它 
以 意义 就 称 为 其 正规 化 。 在 进行 正规 化 以 前 ,为 方便 起 见 我 们 将 
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x 看 作 参 数 而 暂时 略 去 ,将 9》 写 这 x, 而 将 (4.1.1) 写 为 
lau) m [f £I Pas, u(r)drdd, ule) € CCO), 
(41.1) 
HxcOoCR',8cR", 没有 必要 假设 =N, 尽管 在 以 后 实际 
用 到 它 时 确实 是 ”一 Y 
振荡 积分 的 正规 化 有 两 种 途径 . 其 一 是 以 下 面 的 引 理 为 基础 
的 : 
3138 4.1.3 在 8 x RY 上 存在 一 个 具有 C^ 系数 的 微分 算 子 
L= Y a(x,0) 4 > bí, 0) de + cle, 0), 


其 中 ajc (0 x RY), 5,€57(0 x RY), c € S(O x Rw)， 使 得 
其 形式 转 置 算 子 适合 
A ES ee Suus Bc 
uom-[-x3xoc0-za00*€)^ 


iO 
^ 


-— 尝 


证 ， 因 为 A ei? T 
Nn gg 8 e .00 8 T 

— Wi Z gp.9-— y; EE. 

Ci gezi2. 


i=1 
= ($; 107 at |? BN enta 
PET'S 00 Ox; 中 i 


因为 有 在 6 天 0 时 无 临界 点 ,所 以 8 se 0 I] o EOETRRD LA TUER 
Wi. ,00 Ə a O0. i 
—ido » ET m ro 25 = t, (4.1.5) 
但 这 样 作 韦 的 算 子 还 不 是 我 们 要 求 的 L, 因为 $ 是 8 的 一 2 阶 正 
齐 性 函数 ， 因 而 在 8 — 0 处 有 奇 性 所 以 我 们 还 需 进一步 作 一 个 
截断 函数 X(8) € Cc(CRP), MEE 6 一 0 的 某 个 邻 域 中 X(0) = 1, 
于 是 由 (4.4.5)》 有 


[-«« 70 $1 ter 2. 0 70 2592 2 
i» i 


Ox; s 
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十 xo) | E? = e, 
很 容易 验证 ,这 个 算 于 中 Z, -Z 的 系数 和 Xx(9) BERF, 


$7,897, 令 它 的 形式 转 置 算 子 为 工 , 则 它 正 是 工 , 而 工 之 系数 下 
RARR. UE. 

操 荡 积分 的 正规 化 的 第 一 个 方法 如 下 : 

先 设 m < 一 N。 WS 6? — CL)S, RA GLI) 并 且 作 分 
部 积分 .因为 n(x) 有 紧 支 集 , 对 x 作 分 部 积分 时 ,“ 积 分 号 外 ”的 部 
分 为 0; 又 因 mw 当 19| 一 十 oo 时 为 0， 工 (ex) 当 |0| -> co 时 也 
:为 0,… 所 以 对 9 分 部 积分 时 ,积分 号 外 的 部 分 也 为 0, 故 


Ny f eDIL a(x, Gjul) jdzdd. — (4.1.6) 


很 容易 验证 Lale, Jula) ) € S25 , s=minl o, 1—8]. 所 
UE p> 0 58 < 1 时 s 2 0, MRE RES K, m — ks 可 以 小 
于 任意 给 定数 . 

以 上 是 在 m < 一 N 时 作 的 讨论 。 若 ;之 一 N, M LI) 
BUB XC LIBRA Xe kE m — 5 之 一 N, 则 (4.1.6) 有 意义 ,而 且 
其 值 与 无 关 ( 只 要 多 能 保证 m 一 < —ND. 我 们 就 以 《4.1.6) 
ZEA m> 一 N 时 振荡 积分 (4.1.1') 的 定义 。 这 是 正规 化 的 
第 一 个 途径 . 

第 二 个 途径 如 下 : 作 截 断 函 数 x(O) 如 上 ,并 日 定义 

1s ou) 一 (i e'** Y(e0)a( x, 0)u (x)dxdO, 


EREL fe,。 当 一 0 时 的 极限 作为 《4.1.17) 的 定义 。 事 实 上 如 
第 一 种 途径 那样 作 分 部 积分 有 
TROIS {f e2 LRCXC EO Jal x ,8)n x) )dxd8, 
注意 到 存在 -一 个 与 6 无关 的 常数 C, 08 
[sxCeo)| < C + [8|)77^, 
就 容易 看 到 当 gs 一 04 时 ,上 式 有 极限 存在 。 我 们 就 用 这 个 极限 作 
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为 振荡 积分 (4.1.1') 的 定义 。 SAREMA A EDAK mka 
一 N。 由 于 这 个 极限 就 是 式 (4.1.00, 我 们 一 方 耐看 到 它 生 多 的 到 
法 无 关 ; 同 时 也 看 到 ,振荡 积分 的 这 上 晤 种 正规 化 是 一 致 的 ， 
总 结 以 上 的 结果 ,我 们 得 到 
定理 4.1.4 1o 7 0,8 — 11 a(2, 6) € S24, PCr, 0) EUH 
PS WJA FAKEN 
lọ(au) = (| e Po a( x. O)u (x)dxdO, u(x) € C(A), 
并 称 之 为 振荡 积分 : 
PENE {f eI LR, alx, ju (x) )dxdB 
— lim [f exU EO Jal x, O)u(x)dxdO, 


这 里 多 的 选取 应 适合 
m — ks < —N,s = min(p, 1 — 8), X(0) € CIRY) 
而 且 在 6 = 0 RSJE— PRH X(0) o 1, 

2. &4$ 9k 8959 5 1. BU P X EIOS DE, (4.1.1) 是 由 
(4.11) 中 了 略 去 参数 而 米 。 振 荡 积 分 之 所 以 重要 , 在 一 定 程 度 上 是 
宙 于 可 以 和 普通 积分 一 样 ， 在 积分 号 下 对 参数 进行 微分 或 积分 运 
算 ， 所 以 我 们 现在 再 加 到 (4.1.1) mE EE S — BR UH BU 
的 振荡 积分 

F(x) = ( Er Dal, y, 8)u(x, y)dydO, — (4.1.17) 
这 里 我 们 假设 . 

1° Cr, Y, 0) Xt » 010 iuc JE TREE TALIS grad; Plr, y, 
8) 30; Wer 

2° x€Q,CR^,y€Q,CR",a€525,,077 0,8 — 15; 

3? u(x,»y)€C$(Q; X Qj). 

在 这 些 条 件 下 (4.1.1”) 是 有 意义 的 ， 因 而 定义 了 = 的 函数 
F(x). 

TELLS 在 上 述 假 设 下 ; 
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1? F(0€C;(Q0,). 

2 (ro alil Kerale, y, OJulx, Y)dxdydB (4.1.7) 
右 方 表示 一 个 振荡 积分 ,而 积分 的 次 序 是 de — dy > dé, 

3° DERE) [[pztetrohsGs y, 0)u(x, yayad. 


WE. 1? Tssupp u(r, Y)EQ,. 若 x¢ Tsupp u(x y) HW w(x, 
7) 一 0, 从 而 F(x) — 0, 这 就 是 说 
suppF (x) C Hf ,supp a(x, y) 
右 方 是 2: 的 紧 子 集 。 FCx) € C” 田 3 可知。 


2° 因为 FG) 有 紧 支 集 ， 所 以 | F Gode 实际 上 是 紧 集 上 的 
积分 ， 因 为 (4.1.1") ERRI, MAFIAEN 


而 使 
F(x) 一 | eI PE, y, )u(x , Y))dyde. 


现在 右 方 是 授 常 的 绝对 收 敏 的 积分 ， 故 由 Fubini 定理 即 得 2° 之 
iE. 


3^ 作 截断 函数 px(9) — x (70). 并 用 or = ao fl 
A G1") rh A BH ZE EEROS Fale), 显然 Fale) 4 k— oo 时 


*bx€Q, 一 致 收敛 于 FGO.. X Fi(x) € C2(9) 是 显然 的 , 因为 
可 以 在 积分 号 下 求 导 数 。 我 们 有 


DRG) = | | tomen Ces y, O)e (034346, 


这 里 5,(x,»,9) = eID (cau), RRRA- 
bx.y, 8) € $255 T 
因此 应 用 振荡 积分 正规 化 可 知 对 x*- : 致 地 有 


lim D? F, Ca = jl eS, (ax, Y, 6)dydO 
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G | Di [err Pale, y, 9)u(x, ydyde, 


由 数学 分 析 的 知识 镭 得 3T 之 证 ， 证 毕 . 

内 为 振荡 积分 在 正规 化 以 后 实际 上 是 一 个 绝对 收敛 积分 ， 所 
以 Fubini 定理 对 它 也 是 成 立 的 . 

3. 振荡 积分 所 定义 的 广义 函数 .现存 回 到 不 合 参 数 的 情况 ， 
BB 


Iglau) 一 ( e/o? 0n (x)dxdB (4.1.1) 


在 轿 定 了 $$ 和 a UA, CE ul) € (9) 的 线性 泛 函 。 我 们 可 以 
证 明 它 是 连续 线性 泛 函 ,因而 定义 一 个 广义 函数 4: 
llau) — (A, uY, (4.1.8) 
定理 4.1.6 kA m— ke —N, s = min(o,1 —8)7 
0, M] (4.1.8) Sg $ —1TRXI & Erg D 广义 函数 , 称 为 Fourier 
积分 分 布 。 — 
WE. 设 w€g 急 k(9Q), 居 是 0 的 紧 子 集 , 则 容易 验证 


[IoCat)| = aio pA, Ou (2) )dsdO 


k 
< P, Caup| D'u), 


从 而 命题 得 证 ， 
特别 是 车 大 一 0,， 则 振荡 积分 本 身 就 是 绝对 收敛 的 而 不 惰 亚 
规 化 。 这 时 ,应 用 Fubini 定理 知道 
"ORE CM Its | | | ze Pss, 846| TR 
因此 广义 函数 4 就 成 了 通常 的 函数 (现在 是 C7 (Re) 函数 ) 
p | es, 8309. (4.1.9) 
但 对 一 般 的 《上 式 就 不 再 有 意义 ,甚至 也 不 能 理解 为 振荡 积分 , 因 
为 我 们 只 知道 gradi A 0 而 不 能 断定 gradod(x , 0) Æ 0; 但 是 
我 们 仍旧 形式 地 应 用 (4.1.9) RER lelau) 所 定义 的 广义 函数 。 
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为 了 进一步 讨论 广义 函数 4 的 性 质 ， 当 然 需 要 注意 到 相 函 煞 
9(x,0), ER O RUESPREERO Li ERG ] 它 有 一 个 重要 的 概念 

53, 4.1.7. Q x (R0) PITE U WROG SEE SR , mR 

(4,0) €U => (x, 10) EUG 270); Ceo, 6) € Q X (R'N0) 
的 邻 域 如 果 是 一 个 锥 形 集 就 称 为 一 个 锥 邻 域 。 

锥 形 性 质 将 变量 x 和 8 区别 开 米 了 。 我 们 会 看 到 , 这 是 有 重 
要 根据 的 , 我 们 将 会 看 到 , 我 们 需要 在 余 切 从 T*O 上 讨论 租 函 数 
与 振幅 函数 ,这 样 ,x 将 是 底 空间 的 坐标 而 9 将 是 纤维 坐标 ， 

在 讨论 4 的 性 质 时 ,一 个 起 重要 作用 的 集 是 

C, = ((x,8) EQ X (RWO), gradjD(x, 0) = 0), — (4.1 10) 
id Q x (R0) 8l Q8) EXE RE TA r, 
aC, = So, Ro = ASe, (4.1.11) 
定理 4.1.8 sing supp AC So EX 4 db Ro 中 是 C^ AR. 

证 . 设 ro € So 即 指 存在 6E RN Go(xoD) 一 0. 所 以 落 x € Ro 
使 对 任意 6€ R'N0, Balra O) 5 0， 由 芒 之 连续 性 ， 必 有 xs 的 邻 
BRV, EEV x (R0) 中 Bo(x,9) 2 0, 于 是 可 以 应 用 振荡 积分 
的 正规 化 方法 GE H 4.1.5) 44 xE V it A = ACs) Ec’, mh 
Xu € Co(V) 有 

(4, u) = | A(x)u(x)dx, 
所 以 Alr € C~(V》, 从 而 定理 4.1.8 得 证 . 

上 面 我 们 没有 讨论 拨 幅 函数 的 作用 .实际 上 很 容易 看 到 有 

3& 4.1.9. IE SS HEIL a = 0,00 4 — AQOE— C VET, 

这 个 结果 还 可 以 进一步 精密 化 ， 但 为 此 需要 进一步 讨论 < 的 
性 质 .。 在 本 节 最 后 ,我 们 要 介绍 一 个 十 分 重要 的 概念 : 

定义 41.10 HAR B(x,9) 称 为 非 退 化 的 ,如 果 微 分 

2 (85) C = d, N) 


线性 无 关 的 话 , 亦 郧 
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o"? oo Oe 


88,80, 00,8x, 0000: 
rank( 4,05.) = rank xs: 
oo P , Ue 
894,80, 80,0x, 60840x, 
== N, 


ERAL HAARO 是 非 退 化 时 ,Ce 是 9 x (RsN0) 的 
n SEHE, | 
UEBS FUR RE RE BRA OBCIE EAST. 


$2. 象征 的 空间 


1. SZT). 上 节 中 我 们 称 《4.1.1) 中 的 alr, y, 0) 为 振幅 
半数 ,而且 在 下 一 章 中 我 们 将 明确 地 定义 什么 是 象征 ， 但 是 目前 
我 们 暂时 混用 这 些 名 词 , 因为 我 们 真正 关心 的 万 是 空间 SPa 由 
于 锥 形 党 在 以 后 的 讨论 中 将 起 重要 的 作用 ,我 们 先 要 讨论 Sz. 的 
一 个 推广 5S%s(T), RETE 2 x Rr" 的 一 个 锥 形 集 ， 首 先 我 们 
介绍 一 些 名 词 和 记号 。 若 类 CQ x RY, RİNE 

K" = (x, 10); (r, 0) EK. 2121), 
T0 = ((x,0)€T,0 5 0), RS 一 RN0; 
dXiac C^(O x R^), 则 使 « 在 其 外 恒 为 0 RME R RA “ 
之 锥 支 集 . 

定义 421 设 了 是 2QxRr 的 开 锥 形 子 集 ,ae C”(T) 称 为 属 
TO SQL) 是 指 对 了 的 任 一 紧 子 集 天 以 及 任意 的 蛋 指标 o, 8 存在 
常数 C 一 C(a, 8, K) > 0 使 得 对 (xz,9)EK< 有 

[akz er, O)| x: C(14- |81)" etse (4.2.1) 
我 们 记 SHT) = sz, C). S53(T) = Ase). 

4 r == 0 XxX RY t, SZ) 见 上 节 之 Shas ac C*(T) 若 对 
9 Xy mU ESESECBIS a(x 40) — ("a(x ,0) 1 > 0) N] a € SPT). 
ALIE s Sp CT) DET E SEC S) W w EST), 车 
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alx, 0) = 0094 |91 充分 大 时 ,显然 esSasCT)。 

Sz. (T) 有 一 些 明 显 的 性 质 , 现 归纳 为 

定理 4.2.2 1” 当 m m BL SZS(T)CSZSO C Sz40 0c 
SZ). 

2? ra € SSLL(CD), az € Sz, (7), 则 aia: € 2,4, 这 里 

m= m, + m,, p — min(o,, pj), 9 = max{ð 81), 

3? da€S2,(), 则 OxO8alx, 9) € Sz" Cp), 

4? 若 a€ CT), W a ESZT) 4E DOS a € Sz (7N0). 

这 个 定理 的 证 明 几 乎 是 自明 的 ,我 们 不 再 一 一 叙述 。 只 是 要 
提出 ， 由 2° 知 S23《T) 是 一 个 交换 代数 , 55,2《T) 是 它 的 一 个 理 
W. NIE a, b ESZT) MH 4 一 bE553(T), 则 4 与 5 有 一 
个 等 价 关系 , 记 作 a。 ~ 2。 在 偏 微分 算 子 理论 的 许多 问题 中 , 没有 
必要 区 别 具 有 这 关系 的 两 个 象征 ， 这 在 以 下 的 讨论 中 是 极为 重要 
RJ. 

在 许多 问题 中 3C) AO BUE PERIERE 181 成 立 ”， 
例如 说 , 对 充分 大 的 101, a € 55.s(T) 即 指 对 于 工 的 紧 集 K, 存在 
一 个 常数 rg > 08 2 24 (3,0) €T H 10] > 时 属于 C”，, 而 
E 2.) 对 0| Ze ek RY. 这 时 |8|27 37/2 和 |0| <rt 
成 RN 的 开 材 盖 ， 相 应 地 可 以 作 一 的 Ce 4r 30 X,(0) m X,(0).1€ 
取 一 个 函数 a, € CT), 《例如 到 a = 0), $ 

b = X(0)a(x, 8) + X(0)ai(x, 0), 
Wl 5€ C^(P) 而 且 适 当选 取 C — Co, 8, K) BE UL ft (4.2.1) 对 
5(3,8) 成 立 ， 从 而 5E 52s(T)。 因 为 a 一 5 三 0 (|l8l 2 2r), 
故 s ~5、 因 此 对 充分 大 的 101 属于 S2, 07) 的 象征 在 许多 问题 
中 都 可 以 用 5S%s《T) 中 的 象征 来 代替 。 其它“ 对 充分 大 的 181 成 
立 ” 的 性 质 也 往往 可 以 这 样 来 处 理 ， 

BEC a € $3.s《T) 是 一 个 局 部 性 质 , 汶 为 有 

定理 4.2.3 设 TICQ x R 是 一 个 开 锥 形 集 ,aeC2(T)。 若 
££ — & Gn, 9) € NO 均 有 一 个 锥 邻 域 了 CINO 而 使 «| V C 
Sza), bu «€ SZ,KT). 


* 190 * 


证 .根据 定理 4.2.2 之 4? 、 我 们 不 妨 只 考虑 了 一 FA0 的 情况 . 
令 天 为 了 之 一 紧 尝 , 则 s 一 inflg| 之 0。 由 假设 , 对 (zxo,Bo) ET， 
必 可 找到 一 个 邻 域 TV, 使 当 l9] > e 时 

[8:85a(x, O| < C(1-r [8] nemo, 
用 有 限 多 个 这 样 的 VN KBDAL EAE Ke 中 成 立 。 定 理 证 毕 。 

2. 35 大) 在 变量 变换 下 的 性 态 . 设 TG 一 1, 2) 分别 是 
R' x Ro 中 的 锥 形 集 ， 其 中 的 坐标 分 别 为 (x,#$) 和 (3y, wm)， 邵 
果 有 一 个 C” 上 映射 f: Ti 一 Ts 使 yy I= yC, E), — Cr E) AE E 
分 别 为 零 次 和 一 次 正 齐 性 的 ， 就 说 f 与 乘法 群 B+ 的 作用 可 交换 
de 

6: £) e (e, m 

5: 7) sO. Ke 
现在 设 a & Spar), RAR) f*a = aof = b 是 否 在 SPT) 中 ? 
答案 见于 以 下 的 定理 

定理 4.24 设 了 与 乘法 群 R* 的 作用 可 交换 ， 则 在 以 下 的 清 
况 下 ,6 € SRC): 

1° p 十 3 一 上 

2? p+ ê= l, jiy = y) 与 点 无 关 ; 

3? y — y), a = EM o, 8 为 任意 。 

在 讨论 象征 时 5.5 时 常 称 为 纤维 坐标 ， 而 祭 (xo, E) 称 为 
xo 处 的 纤维 。 这 样 上 述 的 条 件 2° Boy Eg E CÓ, 则 xo 处 的 纤维 
变 为 Xx0) — Yo 处 的 纤维 {Oos n(xo，)}。 我 们 说 这 样 的 变换 是 
保持 纤维 的 . 


定理 的 证 明 。 我们 用 bO 和 bo 分 别 记名 a 入 — o | WS 
s 2i dk T Se 2; ho Si 
Il -meBa xad 

X: 
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由 于 了 R 的 作用 可 交换 ,G2， 说 是 # 的 9 次 正 齐 性 函数 ， 


en E 2 则 分 别 是 1 次 和 一 1 次 正 齐 性 函数 ， 利 用 we SGT), 
i ET! 
当 (x, 8) € KET 时 很 容易 得 出 以 下 的 估计 : 当 (r, 6) EK BP, 


2^ < CIG 二 后 Dr 二 (1 十 LED, 
Si 


| 2 « CIO + [£777 + + [E]. 
x, 


TÉ ed-8-1,Hl| m —p — m--à —1,m—p--1-m4- 8,tH 
KE RIAL SERERE FS EX A o € SZ, CP), 而 1° 得 证 。 
Oy; 


在 2* 的 情况 下 Dim 0, m= p+ 1< m to, 从 而 又 得 以 
LR. 在 3 F, Di 一 DU 一 0, 这 个 结果 仍 成 立 ， 定理 证 毕 。 
Si ESI 


利用 这 个 定理 ,可 将 系 4.1.9 精密 化 而 得 

EM 4.2.5 设 (4.1.9) 中 的 相 项 数 是 非 退化 的 而 且 以 下 两 条 
件 中 有 一 个 万 好: 

1?oec-5—1H»o768; 

2? pz2 8 B. (x, 8) 对 9 是 线性 的 ， 
则 1? 2i «1E C, ERBA 0, UM (4.1.9) 中 的 

247 A(x) € C^(0); 

2? gait C, E26 0, MA E LESTI "(O0 x BR”) 使 对 任 
3 «6 ECI), Ilolan) = Igba), 

为 此 , 先 应 证 明 一 个 引 理 , 它 是 著名 的 Hadamard 引 理 的 一 个 
EÉ, 
O 88426 Ape, p E 0 XRNNO 中 的 C“ 函数 ,对 6 为 
FRERE, MÆ 

C = ((x,8) € O X RNO, $,(x,0) — 0,5 = 1, A} 
Es di, 7:7. dor 是 线性 无 关 的 。 alx, 0) ESP X RO), 车 

12p 十 5 一 1 或 
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2? à, pi 只 是 + AAR, 
则 当 a fec 上 为 0( 无 限 阶 为 0) 时 ， 必 存在 oj Espa x RY) 
G — 1,5, N) (在 C 上 无 限 阶 为 0), S8 
& 
c NT m. (4.2.2) 


WE. 我 们 实际 上 是 要 从 《4.2.2) 中 将 ai 解 出 ， 为 此 , 我们 先 
Xx, 0) 局 部 地 求解 ， 然 后 再 用 一 的 分 着 拓展 到 整个 区 域 上 去 . 
于 是 设 (xo, 9,) € O0 x RW0。 d 《xu 6,7 jal) € C 则 必 有 某 个 . 
LAET 2+0, 于 是 我 们 在 《zx， 8/101) 充分 接近 于 (xo, CACAD) 
处 令 an = alpn 而 其 它 a;— 0, 利用 由。 之 齐 次 性 可 以 在 
{Cros 16))) (270) 的 一 个 锥 邻 域 中 定 出 aj, 若 (x,, 84/19.) € C, 
则 因 d; Æ (xo, Baf 1899) 处 是 无 关 的 ,所 以 由 隐 函 数 定理 ,可 以 对 
它们 补充 以 berott td O =n N — DET 0 WERE 
齐 性 函数 ,而 且 dotto u EME 105,9), [0] — 1) 上 在 
(xv, Bof 1041 附近 的 局 部 坐标 , 设 它 可 适用 于 区 域 B CR 中 , 则 可 
得 一 个 微分 同 胚 

(3,0) (his ti, 6:5, [PIJER x Rt, 
将 长 ze :60)} G 27 0) 的 一 个 锥 邻 域 映 到 B. X R* E, 令 alr, 0) 
在 这 个 微分 同 胚 下 变 成 alh, 181). 

若 1%p 十 8 一 1 成 立 , 则 出 定理 4.2.4 之 1* (注意 在 定 更 
4.2.4 中 E $0 的 维 数 分 别 为 Ni 和 Na 而 不 一 定 相同 ,以 由，， 9 
Ay, [Ol Eoo m mA 2(6, 01) € Sz,.— 在 2 的 情况 下 ， 
pis 71» d. RE x 则 我 们 可 以 改 用 另外 的 微分 同上 胚 , 使 5 二 
dius t0» Ya = prs 而 仍 能 使 在 《xx C > 0) 的 锥 邻 域 中 
变 alx, 0) = IO, n) € 322。 总 之 我 们 得 到 了 Osn) E SZ TE B. 
在 力 一 … 一 从 一 0 处 20. 3) 0, 3E a NL FS BAG Hadamard 引 
38 


k t 
a(y, n) = » Y; r Rayo tts AH t **9 q)dt, 
j71 


sem 2 加 到 原来 的 坐标 ,如 有 
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天 
alx, 8) = S a(x,0)9;, 


Wü E. HIE a; 的 作法 知 oj € SAS, 

V ELT SUE (xo, $9) £ C $8 (8,6) € C 两 种 情形 ， 在 半 
射线 (Cx. 0060) (> 0) 的 钾 邻 域 由 作出 了 记 需 的 (注意 ， 在 
Ceos 6) £ C Bj, aj = 0 BẸ aj/ Qi € Sz. S25 ).. TX EE SERI d A p 
Q x RN 的 一 个 开 获 盖 ,它们 与 18| = 1 之 交 则 是 球 共 2XSr 
的 一 个 开 覆 盖 。 作 从 属于 它 的 一 的 5” 分割 , 并 对 8 坐标 作 零 次 
齐 性 拓展 得 到 适用 于 8 x RN\0 865—582 C" 分割 。 用 它 将 前 面 局 
部 得 出 的 a; 烙 起 来 即 得 引 理 之 证 。 关于 a; 在 C 上 无 限 阶 为 0 这 
一 部 分 的 证 明 册 上 自明 . 

定理 42.5 的 证 明 。 将 引 理 42.6 应 用 于 一 00/00;, C 变 
BRI Ce, 而 


m. 


Iglau) 一 Yi (iore) 


i=» 


A Oa 
b= 2 i 06, 
则 定理 的 结论 2? 得 证 ,因为 现在 明显 地 有 5 € 87,07, 

这 里 需要 注意 的 是 我 们 在 拍 荡 积分 Ioau) 中 应 用 了 分 部 积 
分 法 ， 当 m< 一 N 时 这 自然 是 合理 的 ; 若 不 然 , 则 需要 用 正规 化 
来 证 明 . 

车 < 在 Co 上 无 限 阶 为 0, 如 由 6 之 表达 式 以 及 引 理 4.2.6 中 
关于 Os 在 C 上 无 限 阶 为 0 的 结论 知 & 也 具有 这 个 性 质 而 可 以 吧 
复 应 用 结论 2*。 因 为 p 2 0, 所 以 应 用 2? 足够 多 次 以 后 可 得 

Io(au) = Ig(bu), bE SP. 
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对 为 任意 大 ,这 时 广义 函数 4 成 为 
A= | e" "p, 9340. 


显然 4 — AGO 可 以 继续 求 导 任 总 次 而 有 Alec”, SERE 
Hs, 
3. SZT) 的 拓扑 ， 设 KCDRE—A4 ES HEN, 必 存 在 当 
数 C = Cla, B, T) 使 
[60582a(x,9)| «x: C(1-- Oyni, (x. 8) € Ks, 
取 适 合 上 式 的 最 小 的 C, 亦 即 取 
Pagla) 一 2 (2,0) | C1 + [0l * »e m, (4.2.3) 


可 以 看 到 它 是 $3,s《T) 的 一 个 半 范 . TERR KCBKR'K, KER 
K'CKCK", a 
Papr a) S Paella) E punr a). (4.2.4) 


SUES T 89—4- E7F RS 538889 X REIP 3H [Ki]; 1, 2,7 于 是 
对 任意 的 重 指标 a, 8. Paala) 构成 可 数 多 个 半 范 ， 用 这 组 半 范 
定义 一 个 拓扑 ,很 容易 看 到 57, (7) 在 这 个 拓扑 下 是 完备 的 , 从 而 
使 它 成 为 一 个 Frechet 空间 。 以 后 凡 说 到 SLT) 是 一 个 空间 时 ， 
都 是 指 的 这 个 拓扑 . 

在 这 样 的 拒 扑 下 明显 地 可 以 看 到 

定理 4.2.7 19 mcm, WEARI SL) s720) È 
连续 的 。 

2° 映射 0505; SZT) — S27" CT) 是 连续 的 . 

3° RE (SP), Sra — Szu (D) 是 连续 的 

49 定理 42.4 给 出 的 映射 832s(Ta) -> 52, (7) 是 连续 的 。 

这 个 定理 的 证 明 略 去 . 

Sp T 中 有 界 集 的 概念 是 一 个 重要 概念 。 在 一 me 扑 线 
性 空间 中 , 集 M 为 有 界 的 定义 是 ， 对 于 0 的 伍 一 领域 了 , 必 有 常数 
à 之 0 存在 ,使 MCXV， 对 于 52.s(T), 因为 0 的 邻 域 可 以 由 半 范 
Pask 生成 ， 所 以 M CSS CT) 为 有 界 即 指 存在 常数 Cp,x 使 对 一 
Wae€M 
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Penx a) < Cos. (4.2.5) 
E Sl1rcpRIDPe I XE EX ESI B BU E 
分 运算 《定理 4.1.5) 和 Fubini 定理 , $ 2 中 证 明定 理 4.2.5 时 还 讲 
到 了 振荡 积分 的 分 部 积分 法 、 下 面 想 要 讨论 关于 振荡 积分 的 
Lebesgue 定理 .为 此 先 需 证 明 下 面 的 
引 理 4.2.8 Ut fO) € C'L0, 11, WUARS IO 无 关 的 党 数 邓 
存在 使 
(mar| f (e) |? < MGnaxl fCG) D max | fG) + marl G|], 
(4.2.6) 
证 。 当 然 不 妨 设 fz) 关 0 且 取 实数 值 ， 先 令 


(eo, 3], o<e< i, 
由 Lagrange AR UA h EC +e, 28) mi 
i lf GG 4-28) — fU + 6)] =F) =f) 十 人 per 
由 于 n—1« 26, ik BL EX 
Ari «| uo 29 e eel + Oar 


« Z max[fC)] + 2emax [f^ C0]. 
rl] 


& (0, 
令 
e= J Unax | fC) | /Émax | fC] + max |f Co] T5, 
即 得 


(max| f( [) < 9Cmaxd fG)] Y Cmax] Il + max f^ CO X. 


定理 429 若 {ai} 为 55.s(9XR") 中 的 有 界 集 而 且 在 QOXR* 
的 任 一 紧 子 集 上 一 致 地 有 oj ~> a E€ $2,(Q x R“), 则 对 任意 ww€ 
ci(9) 有 
lim Lo ait) zx lo( au), (4.2.7) 
i iE. 令 ex = (0, - "t3 ls Ez 0), "no 一 aj(x ,8 十 ter) 
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— a(x,8 -+ teg)» 
EX O,9)€e(0x R AJE 38) — BOUE max [GO | — 0,i& 


由 上 面 的 引 理 ， 利 用 {oy} 为 SZ, 中 的 有 界 集 ,， 知 对 (5,0) EX 
Re 的 任 一 紧 集 ?一 致 地 有 f; (0) 一 Boxai(x,8) 一 Onal) 0, 
反复 应 用 此 法 (注意 在 对 * 变 最 应 用 此 式 时 ci 需 改 为 (0,*…， 

*,0), k > 0 RANY A 8295 aj(x, 9) 4c OQ. x RP 的 任 一 
紧 集中 一 - 致 收敛 于 0105 ax, 9), 当然 在 Q x RY ribi 3€ sii 
4. RA «GO 并 不 改变 收敛 的 特性 , 于 是 利用 Lebesgue 控制 收 
KERT lar) 的 正规 化 


ff OTR a(x, 005 (x) )dxdO, 


即 得 定理 之 证 
同 祥 的 证 法 当然 也 适用 于 积分 《4.1.17): 


AD | | eG. y, 8)u y) dydB 


— (Au)2) (f e Pax, y, OJu Cy) dyd. 


这 个 定理 显然 即 是 振荡 积分 的 皖 制 收 化 定理 , {a;} ARRA 
RRE TERRAN- SUE TRA V. 
最 后 我 们 介绍 一 个 逼近 定理 ， 
定理 #4.2.10 设 eakSrafT),， XE CIR 而 及 在 8 一 0 的 某 
个 邻 域 中 二 1。 令 XO) = X(0/i), TÆ ai — Xia € SZACT), 
向 且 对 任意 m > m, aj 在 Sp) 的 拓扑 中 收 伍 于 a. 
WE. Xja = a; € $53(T) 蚌 明显 的 . KEEN a, f 5X EK, 
由 于 a & S%s《T), 必定 存在 常数 C 使 
l8z'(1 — LODE Dala, 8)| « CA A |8|)"-emimmngcimi 
jx (x, 0)€ K', KET 是 一 个 紧 子 集 , 于 是 
871 — x,(8))87"8: ala, 8)] 
(O + [4 yela tag 


« CU + 0] y" uu 
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HXO) = 1 F o| <r, X0) —0 T l0| 2 Rr, WEE 
SX BH a! 一 0 时 式 左 的 支 集 在 191 S je 处, 右 方 则 是 CCi+ 
191)””。 因 此 右 方 当 181 ir Bp < Co 当 |9| SrA 
左 方 为 0, 旭 令 不 变 右 方 这 个 不 等 式 仍 成 立 。 当 过 SB ORE. AE 
的 支 集 在 ir < 16| IR 中 ,在 这 个 区 域内 , 右 方 的 
(1 + [6| fj «e 全 + ey" jo? «c C, 
TD (14- [017 < (14 je) « emm 
总 之 式 左 < Cy" 7$ 在 这 个 区 域外 ， 式 左 为 0 履 仍 可 得 式 左 
SC," ”“。， 利 用 这 个 结果 即 知 , 对 S2, (P) 的 任意 半 范 po,s,x 都 有 
Paaka; 一 9 一 OUUDP ”一 0. 
: 定理 证 毕 ， 
4. 渐 近 展开 式 ， 在 解析 函数 范 厂 中 , 震级 数 展 开 式 是 最 重要 
的 工具 之 一 , 但 在 C” 项 数 范畴 中 , 一 般 说 来 Taylor 展开 式 的 应 
用 需要 在 余 项 处 理 上 有 新 的 概念 和 技巧 。 对 Sr) 一 个 重要 的 
概念 就 是 渐 近 展开 式 . 

”定义 4.2.11 设 (sae Ha € SAT) M m w—o9. 3 
们 说 se C"(T) 具 有 渐 近 展开 式 。 ~ D a BI dB fe dk — BR 
At 一 co 而 使 

m a— Ý, ae SC). (4.2.8) 


HIA 


一 种 常见 的 情况 是 ax(x, 0) d 0 8 m — i REF I: PR ifa 
a€ S"(T), 这 时 a(x, 6) 称 为 经 典 的 象征 . 


3a 具有 浙 近 展开 式 > c, 时 。 并 不 意味 着 2i aj MK $& ti BL 
ERR TERTA UR HIST NOR. 在 这 时 ERE a,b € SCIT) 
也 有 ~ > aj Aj a 一 二 E m 5 之 他 一 PAL ant S25 (T) 
对 一 切 RRX, 所 以 e ~ bE S, m. 按 定理 4. 2 2 后 的 说 明 、a 


与 & 有 等 价 关 系 a ~ 5， 所 以 每 一 个 ~ 等 价 类 具有 相同 的 渐 近 展 
FA. 用 浙 近 展开 式 来 表示 中 的 笔 价 类 时 , 对 该 类 中 的 
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象征 的 种 种 运算 会 带 来 很 大 的 方便 ， 
B BS, 若 a 2» «; , Dil 


alaga ~ X) 07 030;, (4.2.9) 
i 


现在 我 们 来 证 明 
定理 4212 设 有 lahen 如 定义 4.2.11 中 所 述 , 则 必 存 在 
aES2s(T) 使 s~ Eam = m), iti B. a 在 等 价 关系 o (或 记 
f£ a = b mod 573(T)) 下 是 唯一 的 . 
证 .唯一 柱 部 分 在 定义 4.2.11 后 的 说 明 中 已 经 证 明了 ， 为 证 
明 «的 存在 姓 。 取 函数 Xx(9)e C=(Rw)， 使 XC9) 一 0 于 UES 


db, X(9) 一 1 于 1691 之 1 处 。 作 了 的 一 个 上 升 的 穷 蝎 紧 集 序 列 
{ Ri ， 并 且 选 一 个 正 数 的 上 升序 列 (25) — 00 使 得 对 (x, 9)€ Kf 
有 
[asas [x (£)uG. D] < 270 + Dr 
(4.2.10) 
这 里 |al 十 18| 十 mj. 这 样 的 # 总 是 可 以 找到 的 , 为 此 先 设 
Q2 1， 注意 到 


az (£) = ao (8). 
Bato, Exit MEA c 19| > 过: 或 ERESI 


(否则 双方 均 为 0), 所 以 一 定 有 与 ， 无关 的 常数 C。( 例 如 取 为 
sup|05X|) 使 对 一 切 6 有 


asx (| <c + loy, (4.2.11) 


当 a 二 0 时 ,自然 也 有 C 存在 . 204 129 1 时 ,x (2) H 一 臻 
地 属于 SCHY)。 由 此 , 当 (x 6)e Ki 而 a,8 适 合 |al 寺 18| 十 
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1 委 时 ,一 定 存在 常数 C; 使 

«c 他 . mj-p Eb 
88; [*(3) «e. 0) || < C + [6| y"r rina 
- C AE. (1 + J6micrenma, 
但 在 此 式 中 可 以 设 181 之 译名 由 于 "my — mia), 因此 只 要 
ER 6; 充分 大 即 可 使 (4.2. ij 成 立 。 

于 是 我 们 令 

45,0) — x (2) alr, 8), (4.2.12) 
Eneu 因为 在 茶 一 点 (xo, 02) 附近 , 当 i 充分 大 
使 10w4| <, x (>) = 0, 而 (4.2.12) 成 为 有 限 和 。 AM 
WE KCT th, (4.2.12) 都 是 有 限 和 , 因 
此 可 以 证 明 o € Sz4CT). 
_ .- BY p. EA 

再 看。 2i 5: igk D |x fe :) Ija + ; 21 A 

前 一 项 当 10] 充分 大 时 为 0, 因而 属于 ST) 对 后 一 项 ， 则 利 


FH2:27! 收敛 可 知 对 了 之 任 一 紧 集 天 ( 它 必 合 于 某 个 天 :内 )。， 在 天 
di 


« c ES [8| Xren 


B ea ; 
|as 8: i 2), 
由 此 ,定理 得 证 . 

在 这 个 定理 的 证 明 中 采用 了 重要 的 Borei 技巧 (当然 有 了 一 
些 改 变 ),* 它 来 自 以 下 经 典 的 定理 及 其 证 明 ， 

定理 4.2.13 (Borel) VRKcR',1—[—5,51,420,5€ 
Ca(K), 于 是 必 存 在 f€ Co (1 X K) 使 得 

O'f(x, ))/8d = fils), j = 0, L,--- 

WE. ERR pae CIO) 使 当 | 志 a 过 和 时 gL) 三 1。 取 

PER {6;}, 使 6; 0 充分 快 以 至 


e QUU » 


larg x, 1 27, lal i 一 1 (4.2.13) 


这 里 go, 0 = e( ) Gol. 这样 取 i 是 可 能 的 ,因为 由 
pC) € C8(K), 其 各 阶 导数 均 有 上 异 ， 记 0* 中 6, 之 阶 数 为 ms 则 
机 Leibniz 公式 

largit DIS BD Co amer i, 


了 zi 
apta, 一 el 


但 在 上 式 中 可 以 认为 l| < sg ， 因 为 ji| > as; 时 |+| > dif 


gií(x,020, EXE. AEH e; 充分 小 时 
LAER Ws C,ei^* < 11, 
因为 e, sS lal «& ; — 1. EH (4.2.13) 可 知 


f(x, 1) = x giéx, +) (4.2.14) 


BD TED. 
(4.2.14) 可 以 说 是 一 种 变形 了 的 Taylor 级 数 .因为 任 给 一 囊 


BU c RRRA DO clit RE, ORI ESOS 


kE (E) elits 则 gCDe CER), 而 且 00), M 
eG) 以 D cilit 为 其 形式 Taylor 级 数 ， 这 样 ,Borcl 定 理 允 许 我 
们 把 Taylor 级 数 这 个 重要 工具 应 用 于 Ct 函数 ， 这 当然 是 很 有 
用 的 . 

需要 注意 的 是 定理 4.2.12 应 用 起 来 不 很 方便 , 因为 要 验证 
a~ Xe 就 需要 估计 84 93 [a — > i]. 作为 一 个 较 方便 的 过 

Pk 

代 , 我 们 有 

定理 4.2.14 ik aje SHT), mN, a€ C”(T) 而 且 对 T 
之 任意 紧 六 集 天 以 及 重 指 标 c, f RER eMCe 

[0285a(x,0)| SCC + ]8|)^, (x, 0)€ K, (4.2.15) 


» 2il = 


硬 且 设 对 任意 紧 集 KCT, FEP aN A EA A C E 
2 (x,8)€ Ke Bj 


|a C250) 一 21s, 0 | < cQ + 101)", (4.2.16) 
则 必 有 a Dad > aja 


证 .为 证 明 它 需要 引 理 42.8 在 高 维 情况 下 的 一 个 直接 推论 
一 一 其 证 明 留 待 读者 : 

设 B? ARTER KEK, fi 天 :附近 二 阶 连 续 可 微 ， 则 必 存 
在 一 个 与 了 无 关 的 常数 C 使 


(eio 2 IPH) < Csal [sep co! + o ion. 


PT" 


(4.2.17) 
现在 证 明定 理 本 身 。 由 定理 4.2.12 必 存 在 5 ~ 51e. 4 
—a-—b, 
则 对 任 一 紧 集 关 CT 易 证 
les83a(x, 8) < C(1 + 01^, Ce, 0)€ Ks, 
(4.2.18) 


[4(x,8)] S C,C12- 18157, (x, 090€ K°, 
这 里 C 和 1 依赖 于 a, 8, K 而 7 是 任意 正 整 数 , 
4 dolz, E) = d(x, 8 + E), WU] 
Bs Of delz, Eu m aka; dalz, 8). 
K =R X {E = 0}, K= R X {1s| x 1), 这 里 站 是 T 内 的 
REH KER, Wi (4.2.18) 知 , 对 (>，6)6 天 有 
(n 2 jeteta e £1) < < C(1-4 [8157 
la|4|Bi«1 
- [a 4 18])77 -- a 4 lep’. 
RREA CHAER de HEA SOS. (n, 0) € KS 
sup 2 [82824(x,8)| s; C(124-18|) "^, — (4.2.19) 


RY laltlh 
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这 就 是 说 , 当 ja] i8] < tJ 187854(x, 0)| « C,C1T- 61575; 
r 是 任意 的 ， 对 :68a(x, O) Cla] + 18] = 1) 再 应 用 《4.2.18) 
即 知 (4.2.19) 对 jal + 18] m 2 也 成 立 ， 仿 此 以 往 , mf n dC, 
8)€ S53(T)。 因 此 a ~ 21e. 


$3. Fourier 积分 算 子 


1. Fourier 积分 算 子 及 其 分 布 核 。 现在 问 到 积分 (4.1.1)， 
并 假设 p > 0,5 <1, 它 定义 了 一 个 算 子 而 将 wlx)€ CoC) B 
到 £/'(0,) 中 。 这 是 因为 对 wr, yje CECA X 0), in $ 1583€ 
, 4.1.6 指出 的 , leCaw) 是 放 的 连续 线性 泛 函 ,而 且 是 阶 数 不 超过 大 
(k EG m— ks < —N, s—min(p,1— 8) 0) 3 £2'(Q,X Qj) 
广义 函数 。 记 此 广义 通 数 为 Ko, BU 


[Kas w) = (il eo ax. y. G)w(x, Y)dxdydO, (4.3.1) 


此 式 右 方 的 积分 理解 为 振荡 积分 . 
我 们 知道 ， 每 一 个 D(A, x 9,) 广义 函数 都 定义 一 个 算 子 
CTC2:) =R Zo): 令 wx, y) ARER u 


《Ks Quy = (i ePi ,9 us. y, )u(y)o (x)dxdydO 


= (du, v), (4.3.2) 
这 里 Aule) 即 由 上 式 定 义 的 (O0) 广义 通 数 ， 而 且 形 式 好 仍 记 
Aul) WA (4.1.1) 。 

这 里 要 注意 ,迄今 为 止 式 (4.1.1) 并 无 定义 : 在 定义 振荡 积分 
lolau) (4.1.1') 时 , 我 们 要 求 gradi o b(x, 0) 关 0, s = min(e, 
1 一 6) > 4， 同样 相 消 数 (x, y, 8) 适合 grados 7 0 保证 
了 Tolaw)《 即 (4.3.1)) 有 意义 。 在 讨论 合 参 变量 的 振荡 积分 
(4.1.17) 上 时， 规定 了 grady aP Ce, y, 0) 0 FEA F(x) - 
COLI’) CoCa) 函数 ， 在 一 般 地 讨论 (4.1.1) 时 并 没有 这 个 
条 御 , 因 而 (4.1.1) 直到 现在 才 可 以 定义 如 下 : 
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定义 4.3.1 # ac S7,(O0, x Q, x RY), d(x, »,0) Xj di 
Fi WH s = min(p, 1 — 2) 之 0 时 定义 Aule) 为 由 (4.3.2) 所 定 
X Z'O 广义 了 荡 数 .这 时 4:22(01) — 22(0,) RR Fourier 
积分 算 子 (以 下 简 记 为 FIO), (4.3.1) 所 定义 的 广义 函数 天 4 称 为 
4 的 分 布 核 . 

和 前 面 讨 论 Fourier 积分 分 布 olau) 一 样 ， 我 们 把 分 布 核 
Ks 形式 地 写 为 


Kil, y) = | cio Pas, y, 8940, (4.3.3) 


由 定理 《4.1.8) 有 

singsuppK 4C Se = { (x, 7); 30 Æ 0, Øl, »,0) = 0), 
或 者 说 K, Y) 在 Ro =A, X QAS, PAAR. 

ix BLU BEIC UE o ECCIRER E a(x, y, 9)， 当 然 直 接 利 用 系 
4.1.9 Al, 若 在 ge 附近 as = 0, DU] K (x, »)€ C(Q, X Q2). 但 是 
我 们 容易 独到 ,只 需 设 a€ 553, 则 (4.3.1) 50 (4.3.3) jen St, 
而 且 应 用 Fubini 定理 知 这 时 分 布 核 Kale, Y) BU J& p (4.3.3) 所 
定义 的 逊 数 , 桓 且 它 也是 光滑 的 ， 

Fourier 积分 算 子 总 是 写成 


efx) 一 f emay Bar, y, 0)u(y) dvao. (4.3.4) 


目前 这 只 是 形式 的 写法 ， 甚 至 还 不 是 振 葛 积分， 因为 我 们 并 未 设 
grad, v^ 0, 它 的 定义 就 是 (4.3.2)， 虽 然 , 在 ak 3Sz3 时 (4.3.4) 
作为 一 个 积分 ,确实 是 有 意义 的 。 下面 举 一 些 FIO 的 例子 。 
俩 1。 首 先是 线性 偏 微 分 算 子 
PC, D) & D a G)D*, aalr) € C°(A), 


` lalam 
因为 
Dals) = | e "PEu(y)dy, 


PG, D Jula) = (2 || 0PC, Se(9)as4y。 (4.3.5) 


其 振幅 函数 (象征 ) 是 Ple, E), JHEE E (e — ») is 相应 的 分 
布 核 是 


Ka = (2a | esp (es dE — 5) aala) + (2 


人 m 5 aal DEC — y), 


‘alga 
特别 是 便 等 算 子 id 相应 的 分 布 核 是 SCx oy). 可 见 “ 很 规则 ”的 
算 子 相应 的 分 布 核 可 以 有 很 高 的 奇 竹 ， 
例 2. 拟 微分 算 子 就 是 相 陆 数 为 {z 一 ») - £, 而 象征 为 alr, 
E)E S2,(Q X R^) (a = dimQ) (fj FIO: 


(Au) = (2r) | | cH? se, EJuCy)dydE 


= Qa)" | eta às. 


由 于 它 的 极 大 的 重要 性 ,我们 下 一 章 将 专门 讨论 它 。 
例 3. 波动 方程 的 Cauchy 问题 


pf = Af, r€R, 


8r 
fl —-0, | Ec 
Qr lr=0 
对 上 * 作 Fourier 变换 有 
et = —|£P fc, E), 


em = 0, A md &(5), 


因此 
Kua TEREN 
再 由 反 演 公式 有 
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fes 2) 一 (2e || S «G)dydt 
一 ~ (22) ij etm SHEN 011 El (ydyeE 


+ Gay |È enemmemmesiteiyowooasas. 
记 第 一 个 积分 为 片 (*, x), 并 引入 截断 函数 XC(E)e cem) 使 在 
IE &lHj XG) = 1, Æ [£1 z 2 I. XCE) — 0, 而 将 fi 写成 
f«G, x) — ga(t, x) F kCt, z), 
ger 1) = Cay” [| rnm mimescryuyapas, 
alë) = [1 — LEED, 
halts r) = (22) T ciN- Ya E Ju (y)dydk, 
XS LARA EO, x) 也 作 类 似 处 理 ,就 可 以 看 见 fC1, x) 分 成 了 
两 个 部 分 ; 
gt x) + gx) 
以 及 
Aa s x)-4 (4, £) (2a) fi erro S EL a Gyayas, 


这 是 一 个 拟 微 分 算 子 ,其 象征 是 
X(E)snr'E|/|E] € 77 

《因为 当 JE] > 2 时 它 但 为 0), if ga Cr, x) 都 是 FIO, 3B Bo 
Er y) ëtrll. 

例 4. 拉 回 算 子 ， 设 OCRz , 0,CR”, 而 f: 0, >o EA 
C" 映射 MIRIC) E CECA) 可 以 定义 其 拉 回 Qt 6 
Qu) GO. 对 «C 利用 恒 等 算 子 的 FIO 表达 式 ( 例 D, 有 

GE) = Cay” || er yayas 

HARE [f(x) 一 y] - E, 振幅 函数 是 LE s". 

这 个 例子 还 包含 了 迹 算 子 ， 设 R= R? X R?-", 其 中 的 坐标 
iu (x, 21), x,€ R', rE m", 令 f: R'—B?, xı 上 一 > 《20)。 
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QCR, OCR 定义 为 
o, NCR” x {0}) = 9, x 10]. (9, Ø). 
我 们 知道 ,对 u E€ C8(9;), 可 以 定义 其 迹 算 子 为 
v; CC2:) —> CCA), (Yu)(x) = uCn, 9), 
于 是 O&O = (uof)(x1) 一 (< Ai, WAF r 也 苛 
以 用 FIO 表示 为 l 


(raa) = Cay" [| etremommenmuty y iva. 


2. FIO xe X sk tog E ATHER. MERTA dE FIO 4 的 
形式 转 置 算 子 4, 其 定义 是 | 
(Au, v} = us Av), u€ CECO), vE CECO). (4.3.6) 
利用 振荡 积分 来 定义 ,容易 看 到 


(Au, v) = fff KIDA, y, OuCy)v Cr) drdydo 


是 xe 9D(Q,) 的 连续 线性 泛 函 ,， 因 而 上 式 世 通 过 "定义 了 
D'ha) LAR "Av Oy). 仿照 定义 4.5.1 和 式 (4.3.4) AT 74 
也 是 一 个 FIO, 而 交换 r, Y 后 有 


CANE) = |f e io) .Cy, x, OJolyJdydð, . (4.3.7) 


因此 其 相 函数 是 OO, r, 9)(《 它 当然 适合 相 函 数 之 定义 ); ale 
BUE aly, 3,0) ESZO X Q, x R”), 而 且 
tAv: D(A) — D'A). (4.3.8) 

现在 要 问 , Aul) 在 什么 条 件 下 是 经 典 的 光滑 函数 ? 当然 我 
们 希望 用 气功 积 分 的 正规 化 来 处 理 (4.3.4), 但 这 就 需要 对 相 琐 数 
加 上 一 些 条 件 。 为 此 ,我 们 引入 

定义 43.2 车 想 函 数 适合 以 下 条 件 : 

1? Vx € Q,, grad, (x, y, 0) Æ 0, (y, 0) EQ, X RO; 

2° Vy € Q,, grad s (x, 9», 0) Æ 0, (x, 00 € Q, X R0, 
则 (x, y 0) XS VET BRE, 

条 件 1° (ET (4.3.40 可 以 看 作 念 参数 * 的 振荡 积分 ， 从 而 
仿照 定理 4.1.4 和 定理 4.1.5 可 知 (4.3.4) 中 的 Aul) € CC9)， 
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而 且 由 于 

duc) m if EIDE ale, Y, OJuly)]dydð, (4.3.9) 

REG m— ks « —N, s = min(p, 1 — 8) > 0, 

B WS wly) 在 D) m ETSI «S G6) ED) 时 ，Aw(x) 在 
如 (9,) 中 趋向 于 (44)(x) € 6 (9). 因此 ,准确 些 说 ,条 件 1? 保 
WET 4: (9,) -- 4 (OQ) 是 连续 映射 。 同样 的 理由 , 2? 保证 了 
‘A: BO) -> 弛 (9:) 是 连续 映射 . 总 之 有 
”定理 4.3.3 车 B(x,y, 9) 是 算 子 入 区 数 ， 则 FIO (4.3.4) 是 
(0) -> 8 (91) 的 连续 映射 ;其 形式 转 置 算 子 ‘4((4.3.7)) 是 
DIA) > EO) 的 连续 映射 ， 

这 个 结果 很 容易 精确 化 ,因为 我 们 可 以 在 (4.3.9) 的 积分 号 下 
求 导 , 故 有 : HARR j, iE m — i k NI ATA 
分 别 是 DQ) E gia z* a) m2 Z9) 的 连续 映射 . 

对 形式 转 置 算 子 再 作 转 置 即 可 将 4 的 定义 域 拓 展 ， 如 时 拓展 
后 的 算 子 仍 记 为 4, 则 这 个 拓展 的 定义 是 

(Au, v) = (u, Av). (4.3.10) 
REHA: 22(9) 一 (9:) 是 连续 的 , 则 当 uE P CO) 时 ,上 式 
右 方 有 首义 ,而 且 是 ”6 纺 (2,) 的 连续 线性 泛 函 。 因此 (4.3.10) 
的 堪 方 Aue D0). IRER, 拓展 后 的 4: (00-2 (9) 
而 虽 还 容易 看 到 这 个 映射 也 是 连续 的 、 对 于 “4 当然 也 是 这 样 。 

定理 ,43.4 Æ Dlr, y, 0) 是 算 子 福 函 数 ， 则 4 和 ?4 分 别 可 
以 拓展 为 连续 喘 射 d'(0,)- D'A) 和 d'(0,) 一 Z'(Q.). 

3. 奇 支 集 的 变化 . 上 面 已 经 说 到 FIO 4 (4.3.4) 是 t 
Da) 一 2' (9) if at, mi Bx (43.2) 知 这 个 映射 是 连续 
的 ， H Schwartz WE, jX EE B9 E 84. 必 可 由 一 个 分 布 核 
K, € D(A, x Q) 按 张 量 积 

(KA x , Y), v CO Duy) = (Au, v) 
来 定义 ， 因此、 由 式 (4.3.2), Hr F FIO 4 的 Schwartz 核 就 是 
式 (4.3.2) PRI Ka, 这 个 核 形 式 地 记 作 (4.3.3) 而 且 由 定理 4.1.8 
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AUB (x, y) € Reef, 3X JEXGUIQUE TEL RENT OO Hc 积分 而 
K4(x, ») € C"CRo) BB . 
sing suppK 4T S, = Q, X QOR,., (4.3.11) 
现在 我 们 要 讨论 以 下 的 问题 : 1x 0 EATER, ON A: g (a 
££'(Q,), MERN) singsupp Au 和 sing supp « ZZ jl 8G] K A dn 
fj» 这 里 ws (0). 为 此 我 们 先 引进 一 个 集合 运算 关系 : 集合 
的 复合 . | 
定义 43.5 设 X,Y 是 两 个 集合 ,SCX x Y, KCY, RITE 
XS 与 天 内 复合 So 天 为 E 
SoK = {rE X; Sy€K (& (x,»y)€5). (4.3.12) 
于 是 ,我 们 的 结果 是 
定理 4.3.6 24 p AAT THER CIS] 
sing supp Au Ssosing suppu, u € (Qi), — (4.3.13) 
证 。 当 singsupps = Ø 时 ， 上 式 碳 方 自然 也 是 多,， 而 这 时 
u € D0), du E EA) 上 式 左 方 也 是 %, 总 之 上 式 成 立 ， 在 一 
般 情况 下 我 们 则 将 « 分 为 两 部 分 ,使 一 部 分 县 有 空 的 奇 支 人 党 f 
一 部 分 则 集中 在 sing suppu 上 ,具体 些 说 , 令 Q; 是 sing supp s 之 任 
EP, HRA (0 € CS COS) 而 且 在 sing suppx 之 另 一 个 邻 域 
Q/CQ, 上 ,Jw(y) 三 1. 于 是 令 
u = pu + (1 — p= u, + th, 
则 有 m € 4 (0:5, M sing supp # = sing supp vá Csupp(u)C 9... id 
supp(4«4) = Ki, i K, Æ Q, rh ES Soo K; dB az 9 X E, W KX 
KC RERA xQ€ Kis Yo € Ki B (xe, Yo) € Ra, BI (xo, Yo) € 
Se, JR BD x, € SooK 而 与 KNA S2 K, — Q P). AA Re 是 开 集 ， 
K,, K: EKE, 故 必 有 Q, 与 0, 的 开 子 集 ， ia 0; [d K,C o.c, 
K,C oC, ifj o, X eC Re, [B Kí(x,9) € C Re), 上 Aul) € 
C^(o). 因此 
sing supp £u C 55» Ki So Q,, 
但 Q, 是 sing supp s HHE R WIR, MGE SED. 
从 这 个 定理 可 以 看 到 ; F Se= Ø, W singsupp da = Ø BD 
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Au E C*(Q), 但 是 若 a(x,»,0) € $25(Q, X Q, X RY), 前 而 已 经 
JEH Kx, »)€ C"(Q, X Q), 这 时 尽管 So 不 一 定 是 空 集 ， 但 我 
们 可 以 看 到 将 Se 换 成 sing suppK 上 面 的 结果 仍 是 成 立 的 ， 因 此 
当 ag5Sz3(2 X Q, x RY) 时 , 也 有 4uE cal). 一 个 连续 线性 
算 子 4; P(Q) — 22'CO) ER C0) 8j C"CO.) 中 就 称 为 正 
MAAF (LEX 1.5.4). 所 以 振 旺 函数 在 553 中 的 FIO 是 正则 
KRT. 如 果 我 们 记 拔 幅 函 数 在 52; 中 的 FIO zz RA S77. , M 
L RENATE. 在 偏 微 分 方程 理论 的 许多 问题 中 ,我 们 可 
以 (或 者 说 “不 得 不 ”) 了 略 去 SÉ S 算 子 .例如 在 例 3 中, 我们 关心 的 
Eg 十 g- 而 略 去 氢 微 分 算 子 A. +h. 因此 , 我 们 认为 两 个 只 
相差 «7: 算 子 (当然 要 相 函 数 相同 ) 的 FIO 是 等 价 的 ， 也 就 是 
说 ， 我 们 关心 的 是 L Pal 2 5 《当然 是 指 有 相间 相 函 数 的 情况 )， 
例 3 中 我 们 实际 上 求 的 是 波动 方程 的 基本 解 ， 而 在 考虑 一 般 的 基 
本 解 问题 时 可 以 更 明显 地 看 到 ,我 们 不 得 不 在 Z al Lpa 中 讨论 
问题 。 在 4 2 关于 象征 空间 的 讨论 中 、 我 们 看 到 ， 需 要 注意 的 是 
S73/353。 于 是 ZZ SE zs 和 5513 之 间 的 对 应 关系 是 一 个 重 
要 的 问题 。 这 一 点 在 下 面 海 会 看 得 很 清楚 . 


$4. 稳定 位 相 靶 


L 相 函 数 没有 临界 点 的 情况 。 本 节 中 我 们 将 要 系统 地 讨论 
积分 
l | e" I a(x)dx (4.4.1) 


Mp rc 400 时 的 渐 近 状况 ， 这 类 积分 在 许多 物理 问题 一 一 例如 

物理 光学 的 几何 光学 近似 以 及 量子 力学 的 经 典 力学 近似 中 出 现 , 

下 面 介绍 的 方法 对 于 物理 学 家 已 经 是 很 部 知 的 了 ,而 时 常 以 WKB 

Hik (Wentzel-Kramers-Brillouin) 或 JWKB (J] 指 Jeffreys) 方 法 之 

名 见 称 , 又 时 常 称 为 散 点 法 .rT 一 十 % 在 物理 上 相应 干 否 率 无 限 

增长 或 波长 无 限 减 小 的 情况 , 因而 7 可 以 称 为 频率 变量 ， (4.4.1) 
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的 研究 对 研究 振荡 积分 、FIO 的 性 质 将 起 重大 的 作用 。 对 于 振荡 
积分 lau), 表面 上 并 没有 参数 了 出 现 ， 但 因 相 函数 对 8 是 一 次 
正 齐 性 的 : 


8G, 7,0) = 1010 (s.v, E); 


而 从 上 面 的 讨论 自然 看 见 ，|61 — + co 时 的 研究 起 了 关键 的 作 
用 . 所 以 ,对 于 IeCan), 8 也 就 是 频率 变量 。 对 于 这 个 原因 ,我 们 
在 下 面 将 讨论 积分 

Iz, 9) = | trae, y, dy (4.4.2) 


Ebro» Loo 时 的 动态 ,这 里 * 是 一 个 参数 , 而 在 CR: 中 变动 ， 
y € OJC R^, 而 且 为 了 避免 收 伊 首 问题 ,不 妨 设 当 y TEC K DAP 
时 ,a 0. q(r, y) € C"(Q.X 8,) 取 实 信 ,a€ S"(Q, X Q, X R*), 

IXHBUECEKRZSGRR Ub expy RARR ARN, e, r) pir 
AR. 更 准确 些 说 有 

定理 44.1 EO, X 90; 上 gradyp(lx,，Y) 关 0, 则 I(x,r)€ 
$-"(9, x R+), 

证 ， 出 假设 d.e. y) 70. (x,y) EO x 98; 因为 > 实际 
上 只 在 紧 集 K 上 变动 ,所 以 当 x 在 9, 之 一 紧 子 集 工 中 变动 时 有 

ldyplr, y)| 22 8 0, (4.4.3) 

ERARE (4.4.3), 只 击 dp (x, y) = 0, 即 可 作出 一 个 一 阶 dui 
微分 算 子 


L(x,y,D,) 一 zz y)? 29 O,o(x, Dy, 
jet 


Rod —B AE RII 
Lie?) 一 en, 
代入 (4.4.2), 并 对 3 作 分 部 积分 ,由 于 4 对 > 具有 紧 支 集 , 故 有 
Ilx, tT) = | e? *( L)*ady, 


但 因 每 一 个 ' 工 中 均 含 有 因子 r, 故 
( L)*e E SU, X Q; X R+), 


* 2s 


由 站 可 知 , 当 x e Leo, B PEE SX (44.3), Ik 

|e, TY] s Crk, £—13,2,*- (4.4.4) 
如 果 将 上 对 x 或 z 求 导 ， 则 风 可 以 在 积分 号 下 进行 运算 而 且 得 到 
同样 类 型 的 积分 ,所 以 仍 可 得 (4.4.4) 型 的 估计 : 

[8202 1(x, v)| SS Capt” ttn, (4.4.5) 
XH rELG€O,4-—1,2,--, 

所 以 这 样 表述 的 定理 意味 着 : e, r) RAUR AR, 而 且 
其 对 x, r 的 各 阶 导数 当 * 属于 9, 之 任 一 紧 子 集 时 ,对 x 一 至 地 
BS c7 急 减 . 

2. 9 为 非 退化 二 次 型 的 情况 . HEIA, 真正 有 兴趣 的 是 
Plr 对 ?有 临界 点 的 情况 ， 我们 首先 讨论 最 简单 的 特例 ， 即 
gx, Y) 对 于 y 是 一 个 非 退 化 二 次 型 的 情况 ; 


eG. y) = T (Gy, Y). (44.6) 
这 里 OG) 是 一 个 C"(2,) HRA, TARA 9, = R, 
这 里 我 们 的 基本 工具 是 Gauss 函数 的 Fourier 变换 。 在 第 二 章 
里 ,我 们 已 经 看 到 其 最 简单 的 情况 即 式 (2.1.6》 
Tis (一 i rl? X 
Jot e) 
= (2x exp (— [EI2) 
可 以 粗略 地 说 ,Gauss 函数 的 Fourier FARENE RATA 


仍 是 Gauss 函数 ， 这 个 结果 对 更 一 般 的 情况 也 是 成 立 的 , 即 有 
引 理 4.4.2. OD n; X n; TERARI, WU Gauss 函数 


exp (i (9», v») (y € R^:) 的 Fourier 变换 是 


n > (2z y'? | de Q | ei exp (- T (Q^n,m)), (4.4.7) 


这 里 sgn O 是 如 的 符号 数 , 即 正 特征 值 个 数 减 去 负 特 征 值 个 数 ， 
证 .可 以 找到 一 个 正 交 阵 M E MOM 为 对 角形 ; 
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1 
‘MOM -| "e IL 为 9 之 特征 值 ， (4.4.8) 
i, 


4 y—Mz, Joy, y)- CM QM, z»), Y -n= Mz. =z" * Mg. 
& 'M» 二 ,如果 这 时 证 得 了 《4.4.7), ME 


Li 


S (075, 7)» 
而 且 sgn 和 daQ 在 正 交 变换 下 都 不 变 ， 所 以 我 们 不 妨 设 O A 
角形 (4.4.8), 并 且 计 算 


jere (Eorna 


= DO »jtjexp (+ > Àj 2) dy 
j=l 了 mm 了 


-= Ii -iyin d aui ; ER 
1 | e rit eo( 2 iyi) dy;. . (4.4.9) 
网 比 问题 化 为 计算 


[ene (Los) o 
+ 是 实数 。 这 一 个 积分 在 通常 意义 下 自然 是 发 散 的 ,而 我 们 是 视 
ep (也 1») 为 9 广义 函数 来 讨论 的 。 这 个 计算 可 以 用 解析 折 


REZE. 

Hi il DRR n, Vl exp (— 53?) Reg > 0 mt ENA A 
数 ， 而 且 在 Rea > 0 这 个 半 平 面 中 对 上 是 全 纯 的 。 任 取 pp < 2 ， 
则 由 Piancherd 定理 

CexpC —uy'/2), p) = (22) "CF exp( 一 zj /2), Fo). 
因此 式 在 也 是 严 在 半 平 面 Rex > 0 上 的 全 纯 函 数 但 r Z — c" 
是 拓扑 同 构 ， 所 以 Ferl uy) € S 对 上 在 Rep > 0 时 为 全 纯 。 


=- 2135 


当 为 正 实数 时 ,上 式 右 方 为 
(22)" [Vs exp (- 2) wÈ Fon, 
其 中 规定 rge = 0, AKEEF H Rex > 0 中 的 解析 拓展 是 
人 
现在 让 产 从 Reu > 0 RhAG —iA, 2 € RNO, MI] argu 一 一 sgn4 - E 


上 式 中 《Fp)(n)&《 9^ 而 对 7 急 减 ， 所 以 可 以 在 积分 号 下 取 极限 ， 
从 而 得 到 


人 (ee (Ż 17)). Fo) = acl een pe CE Gd. 
BEH pe S^ it, Fo 可 以 遍 取 S^ 中 之 一 切 元 , 故 知 
P (= Ci») 


作为 (ex (-£ y) 在 9" 中 的 极限 仍 属于 57', 而 且 


F c e: i») = a/ 2x [A | -tessenaexp(— in/ 24), 


RA (445), 因为 dag = TT 1 sgn = 9 spa, 即 得 (4.4.7)， 
imi jel 
因而 引 理 证 毕 ， 


利用 这 个 引 理 如 可 证 明 
T 4.4.3 积分 
Kz, t) = [oo (4 r (OGOy, DCER y,T)dy (4.4.10) 
适合 : 
I(x,v)€ S7} (a, x R+) (4.4.11) 
而 且 有 渐 近 展开 式 
Karr) ~ 
6 ^ |deQGo] rà (2: ki R*a(x , Y, T) ymo)» 


.2l4 。 


(4.4.12) 
Xn REÉ-ESS 


R(x, 8,) = T (Oð, 8,), (44.13) 


WE. 利用 Plancherd 定理 ,我 们 有 
I(x, T) = (2ar) ^? |da Qa) [207779917 JC , 7), 
ke o [E s DR 
alx, f$, T) XR a(x, Y, T) 34 Y E. Fourier 变换 。 对 函数 oe 应 
FH Taylor 公式 
N-1 p. 
e” 一 bi Gi 十 ra) 
RD KI 


有 |r GI < KE nos (9-7) o) 是 ($) ct 的 Taylor 展 


IN) 8 
开 式 的 余 项 : 故 
日 G [5| 877 . ue 
(a ) C ) S ND «PEN, ER, (4.4.14) 


将 它 应 用 到 e $7 0"? 可 得 
yen a 
下 二 0 


A, T) - | (- (Q^ Gn, 22)'a(x,.—f1, Tdn, 


但 
^ y —- 1 8 iy 
nalz, hs -于 | e KCER Y, r)dy-- — | 过 eot 
t 8y 
«alz, Y, dy — + 人 ei -9— a(x, y, tr)dy 
i oj By 


= i(2xys F^ (-2.. alx 
QE (3. al n9) 
而 | FG) = f(),BilA 
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eR Ge) [RCx, 8,)]ke(zy Y, Tr) yo, (4.4.15) 


Rala, T) = [ev (= È Oan, 0) aCe, 一 人 ro 


(4.4.16) 
因为 J,(x, r) 中 有 因子 r>, 所 以 六 (xy r) ESO X Rt), X 
下 的 只 是 要 证 明 Rw《x, r) 适合 
BOER yC, r) = O(q?- N71), (4.4.17) 
而 且 是 要 求 当 x 在 9, 之 任 一 紧 子 梨 K 内 时 上 式 对 x 一 致 地 成 
AL. 
利用 (4.4.14), 易 见 


ERCHIS ce InlYta(e, =h, r)ldw, — (44.18) 
这 里 我 们 要 注意 ， 因 为 a(x, y. +) 对， 有 紧 支 集 , 所 以 当 x EK 
时 ,对 任意 的 非 负 整数 n. 存在 常数 C 二 CK, a) 
supll + |n] lale, =h, 12] < Cr", (4.4.19) 
令 2N — u < —n BRAI (4.4.18) 27:884 c de TE. 
|IRa(z, | & Cr", x€K, 
再 看 0: 65Rw(x， rz)。 利 用 Leibnitz 公式 。 可 知 它 可 以 写成 有 
限 多 个 以 下 形式 的 项 之 和 
C faror E (- 2 (Q^ Gn. »)] 82"? a(x , —6, v)dn. 
a—a +a’, p =F +p", 而 Or0Pe. 又 是 以 下 形式 的 项 的 有 
限 线性 组 合 
ri (- z (Q7, »)) I eres | 一 I (Q^G», »). 
ixH jeje] 48, Dy71 = a， D ae. 因此 


| I arap |- zn Gn ?外 | < Cr 所 


¿ml 
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H *《 天 时 一 致 地 成 立 ， 结合 alx, 一 ,+) ES” Eb m AR, UI 
K (4.4.14) 即 有 所 需 的 《4.4.17)， 定理 证 毕 ， 

一 个 在 以 后 时 常用 到 的 情况 是 dimo, = n, 0, = R" x R^,id 
Y (5,0, 


0 
ZORI R G » 
314 (oco, y? X (s, z). 这 时 detQ "n. l, EXEN 


C RU. tas — (z; t G)» 


1 
V2 0 V2 


lH == 


有 
(Oy y)? 一 2i Gi — 12, 
所 以 sgnQ = 0; X. 


e 
R(x, ð) 一 
22: ózj0t;" 


所 以 由 上 定理 可 以 得 到 重要 的 公式 如 下 : 
diacs"(Q, x a, XR')—S"(Q Xx R" x R* x R+) 而 有 8 
对 于 y 一 《z>“) 有 紧 支 集 , 则 


| e" "ax z, 0, t dzdt ~ (zy 5 T R*a | == 


ko A! 


- (2y 2 EM atDta(z, g, C, tl so (4.4.20) 
3. e Hy PO] 上 面 讨 论 的 
9 一半 《9GD7， 7) 
有 一 个 孤立 的 临界 点 ?一 0, 而 且 


Hess, = det G) = dag (x) = 0, 


因此 这 个 临界 点 是 非 退 化 的 .一 般 情况 下 ,p(x,Y) 的 临界 点 由 
grad,g(x, y) — 0, BH p 一 0 j = l,e, my . 
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块 定 ,临界 点 的 非 退 化 性 质 即 
Hessyp 一 de (FE) 二 0 当 gradrp(z, y) = 0, 


这 时 ,由 隐 荐 数 存在 定理 可 知 , 车 有 临界 点 存在 , 则 对 每 一 个 国定 
B3 x, p E» 的 临界 点 ?Kx7 是 孤立 的 ,而且 车 pCx, 7) € CC. X 
中 )，7 = yCGoO 也 是 C" 函数 ,现在 设 《xo, yo) 是 一 个 非 还 化 临界 
点 ， 则 必 有 n 与 和 的 充分 小 邻 域 口 和 信 , 使 得 对 x EU, p(x,》) 
有 唯一 的 对 ?的 临界 点 y(x) € V , (E »(x) € C"QU), Bl 
gradypIx, yx)] = 0, Hess,p[x, Y(x)] 56 0, (4.4.21) 
Y(xo) = xs. 
我 们 就 要 在 这 样 的 条 件 下 讨论 (4.4.2) 的 渐 近 性 质 , 而 ?为 非 退 化 
二 次 型 则 是 其 特例 . 

解决 这 个 问题 的 基本 依据 是 这 样 的 事实 : CT AAE EBE 
临界 点 附近 必 可 局 部 地 通过 一 微分 间 有 凸 化 为 非 退 化 二 次 型 (Morse 
引 理 )。 这 个 事实 在 许多 数学 分 枝 中 ,特别 是 在 非 线 性 分 析 中 有 轰 
KHERA, 它 的 证 明 方法 有 种 种 不 同 的 表述 , 但 都 只 是 语言 表 
述 上 的 区 别 , 而 其 基本 思想 和 方法 则 大 体 一致 ， 这 里 ,为 了 我 们 的 
需要 将 证 明 一 个 含 参数 的 形式 ， 其 中 关键 性 的 步骤 是 应 用 隐 函 数 
定理 . 

引 理 4.4.4 《 含 参 数 的 Morse 引 理 ) 设 Qs Jo) 是 o, ye 
C"CQ, x Q) Xf » BJ3EXS ES RP FA, MATIRE] xs, 加 的 充分 小 邻 
域 UCQ, VCQ, 以 及 一 个 含 参 数 + cU BOT nM (Morse 微分 
EE) hE C~(U XV): U X V — R^, f£ gd a — 1c, y) C 
为 含 参 数 x B] m HE C 向 量 ), 便 有 

plz, y) 一 eG. 62) = > 'zOCx)z, (x, y») €U XF, 

(4.4.22) 

这 里 QC) 一 Hesp Ce, y G2), 而 具有 以 下 和 性质 X x€U'E 
Æ y EV > R" 899 4 IBS , rfr B. 

hx, (x)] — 0, Bhie, Y(x)] =, x€U, (4.4.23) 
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y GO CERERI, BEATA (4.4.21). 
证 . 芳 虑 :6R 的 函数 FE 人 = plr, y) +y — yl) 
并 作 其 含有 积分 余 班 的 Taylor RAR (S: = 1) 


F(1) = F(0) + F'(0) + [a — v)F"(vr)r, 
H 
eG, Y) — plr, yx)) 一 » Cy — 60209, IO — »62). 


(4.4.24) 
RE Olr, y) dA XR ABER Lii U, V 充分 小 时 是 非 退 化 的 ， 
且 
Olx, y(x)) = Q(z) = Hess,g(x, luu. (4.4.25) 
现在 我 们 想 求 一 个 C” 的 m X m HE RO, Y): 
U X V3(x, y)— Rz, Y) € L(R^, R^) 
使 得 
R[x, y(x)] = I, ‘R(x, Y) + OC) - RC, Y) = QFx, y). 
(4.4.26) 
尖 U, V 充分 小 时 ,由 Rir, 62] 一 了 自然 有 RCx，Y) 非 奇异 . 
如 果 能 找到 这 样 的 R, WE Alr, y) = RC, yO —»€2). 由 
T RO, y) 3E SE, (x, 2) 4E U X V 中 是 对 ?7 的 微分 同 是 : 
V — B^, H (44.22), A y — y) 一 Rx, yz Y) &A. 


plz, yY) — plx, »(2] 一 n RRs, )0(x, Y) R"(z, 9)5 


x lu PORE. 《0,8). 


现在 我 们 要 由 《4.4.26) ABARREK Rr, yY). RIRC 
看 成 是 一 个 电 呈 到 X 妈 对 称 和 矩阵 空间 的 有 映射 ， 记 此 空间 为 3 
则 实际 上 S e Rw, XSCOR WDEDORCEIE US 中 ,这 里 
O = Q(x,) = Hessyp [xos YCra)]: 
2 3 R-L.G(R) —'RO(X)RES, 
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令 x* 一 to 在 R 一 了 处 ， DCI) = Olr) ES, 现在 看 1 处 的 20, 
HES R =I +T, 伐 和 人 9(m)R， 并 可 其 中 了 的 线性 部 分 即 
得 dO lra ELE OUS 的 切 空间 ( 凤 097S 自身 ， 因 为 只 
Rá* 映 到 
49 a.i 
Q'S3T —= ‘TO + OTES, 
这 个 映射 是 全 射 : HER AES, T — Zora 是 它 的 原 象 。 但 


db|,., 是 Rt 一 > ginis 的 线性 映射 , 它 既 是 全 射 , 亦 必 是 
单身 ,这样 , 隆 函数 定理 就 是 适 骨 的 。 

XU, V 充分 小 , 因为 OG € S EA FH IRR R — 1, OC, 
y) x€U, y €V d£ FA BnE-—- Ei f RO, y) CRT CU X 
Y), 而 且 是 非 奇 异 的 (因为 口 ,VP 365p]. R, y) WD (4.26) 之 
解 。 引 理 证 毕 . 

现在 我 们 如 可 陈述 本 节 的 主要 定理 了 .上 荆 面 求 出 了 一 个 含 参 
fi xdg C^ IBS A(x, -): V — R, 记 4x, 9) — z, ifü di 
—A 3E Kx, -): W — R {E RU X WOC, x) — klaz) = 
y€V. 于 是 我 们 有 

定理 4.4.5 设 g(x,Y) 适合 Morse 3 引 理 4.4.4 的 条 件 

a € $"(Q, X Q, x R*), 

且 对 x,» 具有 紧 支 集 , 则 式 《4.4.2) 中 的 10x, r) 具有 以 下 性 质 : 

le eFI], r) e S"-i*(Q, x R+), (4.4.27) 

O2? 它 具 有 以 下 的 渐 近 展开 式 
2af r)” | det (x) [Tiei sinQg(x? 


x[3 t mesas EG. s De. — 0428) 
io Kl 
其 中 
a(x,z,T)— a(x, &(x, 2), T) 


Dy 
Dz (x,2) 


? 


R(x, Z; ô.) ze » (O(z)8,, 0,). 
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WE. 利用 一 的 C* 分 割 可 以 设 alx, y, r) * x, y BS xx 3E 3E 
分 小 ,因而 可 以 利用 Mose 引 理 而 得 


Ila, T) = ero | e QUARUM e e| y, AY 
— errora |, F/xoc)s, "Pax, z, t)dz, 


利用 定理 4.4.3 即 得 本 定理 之 证 . 

注 。1， 以 上 的 结论 对 a € $7, ,(Q, X Q, X R+) 也 成 立 。 

2， 近 年 来 具有 复 值 相 函 数 的 振荡 积分 与 FIO. 的 研究 越 来 越 
重要 ,因此 有 必要 讨论 er, y) 取 复 值 时 1(x, c) 的 浙 近 展开 .这 
方面 的 工作 可 见 A. Melia Ñ J. Siistrand [1], AE, UEBER PR 
数 的 研究 也 越 来 越 重 要 , 例如 可 以 参看 B, Malgrange [2], B. A. 
Bacustees [1] 和 Bapyenxo [1]. 


$5. 微 局 部 分 析 


l. 波 前 集 的 定义 。 七 十 年 代 线性 偏 微 分 方程 理论 的 一 个 巨 
大 进步 , 是 认识 到 有 必要 对 奇 性 进行 谱 分 析 。 这 个 重大 发 现 是 由 
两 方面 殊途同归 地 完成 的 。 一 是 从 日 本 佐 蕊 干 夫 CM. Sato) 提 出 
的 超 函 数 (hyperfunction) 理论 中 提出 了 奇 谱 的 概念 ， 参 见 Sato, 
Kashiwara 和 Kawai 【1]《 这 篇 重要 文献 了 时常 被 称 为 5-K-K), 我 们 
将 在 本 节 超 函数 一 章 中 介绍 。 这 是 一 个 C*《 即 实 解析 ) 范 上 暑 的 理 
论 。 其 二 是 由 Hórmander [11] 发 其 端 , 是 对 广义 函数 的 奇 狂 进行 
谱 分 析 而 来 。 对 广义 天 数 的 谱 分 析 就 是 徽 局 部 分 析 。Huygens X 
于 波 前 的 构造 法 可 说 是 这 种 分 析 的 物理 原型 ， 因 此 提出 的 概念 也 
就 称 为 广义 函数 的 波 前 集 。 本 节 控 其 内 容 本 来 应 放 在 第 二 章 , 因 
为 Fourier 分 析 就 是 谱 分 析 , 但 办 我 们 将 多 次 用 到 本 章 的 技巧 ,所 
以 移 到 这 里 。 

第 一 章 中 提出 的 广义 户 数 了 的 奇 支 集 表 示 了 奇 性 在 x Cr) 
空间 的 位 置 : ww sing suppj 了 时, 必 可 用 一 个 支 集 在 x 附近 的 C” 
AR (x) GE alr) = 0) AR 1 rid —- Co KR of, XX: FRI 
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“局 部 化 *， 对 of 作 Fourier 变换 将 得 一 个 急 减 函数 KE), RX 
— WIE GUEESEN 有 常数 Cv 存在 使 
‘of < CaCl + [E1 (4.5.1) 

反之 , 若 上 式 成 立 , 则 of6 9^, 从 而 了 在 xm 附近 充分 光滑. 

由 此 可 见 ， 若 fe n Qo) rti, 则 一 定 有 某 个 方向 a, 在 它 
的 一 个 锥 邻 域 『 中 《4.5.1) 不 成 立 ， 这 样 的 ?不 妨 称 为 “ 坏 "方向 。 
它 是 在 (频率 ) 空 间 中 的 ， 因 此 也 就 可 以 说 是 导致 产生 f 之 奇 性 
的 频率 成 份 。 我 们 记 这 些 “ 坏 ” 方向 之 集 为 EG), 它 是 空间 中 
IE IDEAE 

这 样 我 们 就 看 到 了 sing suppi 描述 了 1 之 奇 性 的 空间 位 置 ， 
XQ) 描写 了 导致 产生 奇 性 的 频率 成 份 。 现在 我 们 要 把 二 者 结 
合 起 来 ， 在 这 样 作 的 时 候 我 们 不 妨 回忆 一 下 Huygens 构造 波 前 
的 方法 。 波 前 是 波动 方程 解 的 间 旷 面 ,也 就 是 一 种 奇 性 , 它 沿 一 定 
的 方向 传 所 ,由 此 得 到 新 的 间断 。 所 以 我 们 也 就 把 奇 性 的 位 置 和 
方向 二 者 结合 起 来 的 产物 称 为 广义 函数 的 波 前 集 。 为 使 二 者 结合 
起 来 ， 我 们 需要 以 下 的 命题: 

定理 4.5.1 车 pe CR), fe 4 (0), Rl 


ZXof)c ZG). (4.5.2) 
证 .由 Fourie 变换 的 性 质 
Ce 一 | e — niei. (453) 
TEMES. 因为 了 具有 紧 支 集 , 由 Schwartz 定理 ,一 定 存在 
某 个 非 负 整数 M SWM Cu > 0 使 


GI S cQ EDU. 
今 证 ,着 从 5) ERTE T ADAR, W pf 在 T 内 亦 然 , 这 样 
就 证 明了 《4.5,2)。 为 此 , ERE ri eT 而 将 积分 (4.5.3) 分 成 两 
个 部 分 而 有 , 当 $ ET 时 ， 


CPD < | 18E 一 Dalan 


+ Cuf 1E — 1I + [aldan 
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在 了 中 为 急 减 ,而 因 (1 上 + 18D SSA + [E — aA + jl) 从 
HOA taD EDAEN UL X 146—391 
< Cox(1 + 1-34) 从 而 第 一 个 积分 可 以 小 于 GAHE” 
(N 是 任 意 非 负 整 数 )。 对 第 二 个 积分 , WMA E Er, y ECT, di^ 
有 某 个 e > 0 使 |5 一 w| ell. 再 利用 一 次 上 面 的 不 等 式 (其 
中 的 去 与 ， EA 


Cu |, BC — DIC + In Dm 


< cO EDS Té — IO e E — n Dan, 
然而 对 任意 | 
lé(6 — 01 & G4 ls — 17 
& CO o EDI 4 1E a, 
因此 
a  I£D"|. eG — mO + 1E — n Das 


« ca + gpf G + d» Drs 


« CO + IED” (CN 为 任意 非 负 整数 ). 
总 结 以 上 结果 ,并 由 T, 之 任意 性 , 即 知 对 任意 N 必 有 Cw > 0 
使 
PIOI < eva + ED", EET, 


定理 得 证 . 

现在 利用 一 切 支 集 在 x 附近 的 pq € C8(R") 将 f 局 部 化 , 即 可 
定义 

30 -— N 2ZiCeD, pE Ce, eG 天 10， (4.5.4) 

XQ 显然 表示 在 n 的 " 坏 " 方 向 的 集合 CE R 的 一 个 闭 锥 形 
c. 

定理 45.2. [EEC— HR gi € Co, iG) 750 使 {supp qi} 一 
{zots MI 
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Daf) = OXGD. (4.5.5) 


证 .事实 上 任 取 一 个 gE€ CF, plr) 75 0, 48132 81 — T v; (E 
supp p;€suppg, 而 且 
Xgic2ICGf. 
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从 而 (4.5.5) HE. 
推论 4.5.3 E END = Ø, W axo É sing suppf, 其 逆 亦 真 。 
WE. BOE (4.5.5) 中 的 (22Cg, D) 是 一 个 闭 锥 形 亿 套 , 其 交 为 
空 之 充分 必要 条 件 是 存在 某 个 gj, 使 Slp D=. 从 而 pif € c? 
而 因 Pir) 关 0, 得 知 f 在 xo 附 近 属于 C. 
定义 4.5.4 fe Z (2) 的 波 前 集 即 
WF(f)—í(,8)€Q9 x (R0), £€ LG). (4.5.6) 
波 前 集 又 称奇 谱 ， 也 记 作 s.s.. 
由 定义 很 明显 有 
定理 4.5.5 波 前 集 在 x 空间 二 的 投 影 为 
nWF(f)-— singsuppf. (4.5.7) 
EREE O x 《R*"\0)《 即 避 之 余 切 从 除去 零 截 口 一 一 这 种 
除去 零 截 口 的 余 切 从 时 常 记 作 T* 0) 中 的 闭 锥 形 集 , 即 
(z,5) EWF(f) => (x, 5) E€ WFG > 0), 
因此 也 可 以 说 是 2 的 余 切 球 从 Q x S" 的 闭 子 集 。 它 在 底 空 间 
上 上 的 投影 已 如 上 所 述 , 即 f 之 奇 支 集 , 它 在 纤维 空间 上 的 投影 则 是 
EG). 但 因 纤 维 空间 在 坐标 变换 下 不 是 不 变 的 , 所 以 250 的 意 
义 有 限 . 
下 面 看 一 些 例 子 
$61. ee), [N28 6(5) 一 1， 所 以 在 一 切 方 | 铅 上 55) 均 非 急 
减 ,因此 l 


A 


W F(8) m (C0, E), EERO}, 
例 2. 计算 WF (» B l inh G)). 
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E $14. 953, (v.p. 二)^ (8) = 一 zisgos ,所 以 


H " ^ ; 
[v.p 2m inà c (E) = —xi[1 + sgn£] 


L p E>0, 
0, <0, 
因此 有 


WF (p. L — mið) = 10, 6);§ > 0}. 


$13. 线性 子 空间 上 的 Dirac 分 布 。 在 第 一 章 $6 中 我 们 讨论 
过 超 曲面 上 的 Dirac yg oa- CI. C1.6.11)) MERIMIES 25 R 
R"Ryf— k RTE V LEMARA AEA. 因为 波 
前 集 是 一 个 局 部 概念 ， 而 当 我 们 限于 在 P 上 某 一 点 的 邻 域 中 考 氏 
问题 时 , 自然 不 妨 设 全 为 R* 的 不 维 子 空间 xx — … — x O, 
令 ds 是 V 上 的 Lebesgue WIRE, u = uds, Cuo € C”(V))。 可 以 证 
明 
W F(u) = suppu x (V?«0), 
现在 V* Xo EST BEL =- 一 54 一 40, 
EXE, Wale Cs, 则 
(NE) = b e "IPo( xus Yds s (4.5.8) 
HWE SE HE”, E = (E, tety Erda E" — (Gau t s Ea), MIYE 
为 5 的 函数 , (uE) 是 急 减 的 ， 若 作 一 个 锥 与 V+ 相交 , 则 除非 
au = 0, dn(#) 在 此 锥 中 不 可 能 是 急 减 的 ,因为 
(4n)(E) = | e Ea st. 0)ulx’, Oda” 
LE CPRLLPE 7) a X” = Catars" Tn)s 
E" = (5,***, 5), 5" m (Eas E22, 
作为 中 的 遂 数 不 是 急 减 的 ， 但 在 E< CIE | Sb CO) (5) V E 
急 减 的 . 
定义 4.5.4 FA Hi, W F Cu) 的 纤维 部 分 5 € 22) d f B9" 387 
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PIBA, WF Cu) 以 外 的 方向 就 应 该 是 “好 "方向 ,所 以 可 以 预期 
在 这 样 的 方向 上 有 很 高 的 光滑 性 。 事实 上 我 们 可 以 证 明 落 Gs 
x”, E, E7) = (0,0, 0, £,) € WF(u), W a € CoR? 的 支 集 在 
x = 0 的 充分 小 邻 域 中 ,aue Ch; D'R), WENT: 取 
x 一 0 的 充分 小 邻 域 V 以 及 (0, Ea) 的 充分 小 锥 名 城下 一 {5 
Vl sells e 充分 小 : 则 当 ee CS(CP) 时 om 在 工 中 急 减 。 但 
整个 说 来 we (RU) a CE) AER, 故 必 有 实数 “与 常数 C, > 0 
使 ou)1 < CAL E EDA E ME teles i 充分 小 , 则 
1 二 dE 2 1: Hb — ME eoe 15, D, HEROS aE) : 
To [ax] < C + ED < CaO LES, 
1 « (1 十 EDA 所 以 对 任意 充分 大 的 正 整数 N 有 : 
lau] < CaCI + I, D^ e EDE, (59) 
BIELS cll 则 有 
jaue) < CA + IE 
= CK + SDT + [BDO + 18,1 
< Call + EDAG + Le". 
这 里 我 们 用 到 了 
L+ ELE CL UD, 
Q c [ED SIEEN + LUE CC + EID. 
总 之 《4.5.9) R. 
由 此 可 知 ,对 于 eG) € CER) 与 6(x,)e C3CR) 有 


(au, POH) Q2) | s«(9C- 506—641 4, 


一 Gyf 由 (xs dz。 [ es oaa E, EL) PE) dE dE, 


所 以 ou 恰好 是 一 个 函数 U: 
(au, o6 o)» = ^U, p)» p) 
这 里 
QI, e) = Gxy* | 9 一 让 8， [rmt Edi, 
= (H eE O Go Go, 
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0G.) = Qa etetean (E, EdE, 
由 估计 式 (4.5.9) 易 见 UNE) EAEE, E H nRT 
C5(R) 而 其 值 是 d (Un) 广义 通 数 : 
(eu) (x) € CECR, 4'(R'7)). 
下 面 看 一 下 WF (Ca) 的 最 简单 的 性 质 . 
首先 容易 看 到 ; WF, E Gn)cWFQSUUWF(S), (4.59) 
其 次 ,可 证 
WF(D'5L)cWFrF(u), (4.5.10) 
因为 若 取 e) € Ci MEAE xs PH Xr 29 1, ER eG € C$ du Hx 
suppa (x) 附近 为 1 , 则 有 
PDA CD er ID oa CED a (x)u) C 22Cm Gu) . 
再 令 {suppa GO T — {ro}, W48 (4.5.10) 之 证 ， 
对 于 C” 函数 al), Eur 
W F(au)CW F(u). (4.5.11) 
因为 车 aCe) 96 0, 由 定理 4.5.1, (an)C Zu)。 而 对 一 般 的 
ax) , W a] ES EE a(x) a. (6) —a,C ffl ai(x0) 9 0. a1) A 
并 用 式 (4.5.9). 
综合 (4.5.10) Eg (4.5.10) RAL HT RA C? X Sm e E 
PDO: P(x, D) 'H 
W F(P(x, D)i)CW F(u). (4.5.12) 
车 将 上 式 双 方 再 在 x 空间 上 投影 ， 我 们 将 又 一 次 得 出 一 个 明显 的 
关系 式 
sing supp (P(x, D)u)C'sing supp(v). (4.5.13) 
(4.5.12) 只 不 过 是 它 的 推广 而 已 
上 面 给 出 的 定义 4.5.4 是 以 Fourier 变换 为 基础 的 , 因 丽 与 坐 
标的 选择 有 关 ， 下 面 的 定理 告诉 我 们 ， 这 个 粕 念 实际 上 是 与 坐标 
无 关 的 ， 这 样 就 很 容易 设想 到 ， 它 实际 上 是 除去 零 截 马 的 余 切 丛 
TIRNO 的 一 个 子 集 . 这 对 下 无 我 们 在 微分 流 形 上 讨论 波 前 集 很 
有 好 处 ， 
定理 4.5.6 对 于 we DR), Cros Eo) é WEC), E v0 cm 
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充分 必要 条 慎 是 : A—U)IPI1521€R'$eec?(R' x RR», 
只 要 适合 deblros a) = Eo BH xs 的 一 个 邻 域 了 以 及 为 在 R 
中 的 邻 域 4, 生 对 一 切 
a(x) € CEV), alzo) Æ 0, Cu, a(x)e 7 99?) 

当 r -> +o 时 对 164 -一致 地 急 减 。 

证 。 充 分 狂 . Q P= n, h= Eo, (x 3) = ixl, W 

(u, ala) ED) = aul E), E = rà, 

1 的 邻 域 A 现 在 成 了 5 HEBR A, 而 知 cx(5) 在 入 中 急 减 ， 
从而 Cros Eo) £ WF(u). 

ABERE. 车 Cro, TE) ÉWF(u), tT 0, 则 必 有 xz 89 4p 3X 
V, UE Ša 的 邻 域 W, JR 5n T5, 的 锥 邻 域 Wis 以 及 

a(x) € CS (V4), a(x,) 天 0 

使 os(rE) 在 W RAR, MERN E E E RR 不, 中 是 一 致 的 。 
YE RECE CV) f& 8 = VT suppe E, 


(u, a(x)e I" many udi (au, Bac IS 


-(£y( ou(r)I(r, E, 1d8, 


Ir, E, 1) E | e ie e) dx s 
但 是 容易 看 到 ， 当 < 不 在 名 的 某 邻 域 多 所 下 ,中 时 ， 若 1 在 
X, 的 某 邻 域 4 中 , e 在 x 的 某 邻 域 VCVo 中 时 15 一 dp(x, 2)| 之 
Car |El), C > 0 与 41 无关。 注意 到 


|E — deplx, 1) (t — d,d(x ,À ),- 8 2. ites gr 30 


ma (ir Je inn) 
在 Hz, 5， 人 的 表达 式 中 反复 应 用 上 式 作 分 部 积分 即 知 对 任意 整 
数 NN 均 有 常数 Cw 与 1 无 关 使 
HG, £,3)| & Cyr" Q1 JED £ € RW, 1€ A, 
现在 将 《xy ae 79) 的 积分 式 分 为 两 项 ， 
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Cu, ae I9) 一 f. T fuss =] cT. 
在 I, 中 ,由 假设 cntré) 急 减 : 
leu«(rE)| s Cur "(1 + JED, 
这 里 的 了 适合 
1G, E, 2: < | Bld ~ c. 


从 而 
I| < Cr*， C 与 1 无关。 
E nhh EEE aue d 从 而 ultë) 缓 增 ,而 有 


Ind < cem [a + Eede ~ cant, 


总 之 有 

(n, wey] s Cuz tn Cn 与 1 无 关 ， 
从 而 定理 证 毕 . 

2. 广义 函数 的 拉 回 和 推 前 . 对 于 广义 省 数 不 象 对 普通 函数 
那样 可 以 定义 其 种 种 运算 ， 这 是 由 于 广义 函数 具有 很 高 的 痛 异 性 
的 原 夏 ,现在 既然 有 了 波 前 集 的 酸 念 对 广义 函数 的 奇异 姓 作 了 更 
精密 的 分 析 ， 则 自然 可 以 应 用 这 个 结果 进一步 探讨 对 广义 函数 进 
行 种 种 运算 的 可 能 性 。 在 这 里 面 , 最 重要 的 乃 是 它们 在 变量 变换 
"FAS" PR-F-" FE ER AR BUE x 空间 的 可 微 映射 下 的 函 子 性 质 , 而 首先 
是 它 的 拉 回 。 第 一 章 $ 6 中 我 们 曾 定义 了 Z 广义 函数 在 微分 后 
胚 下 的 拉 回 ， 但 对 更 一 般 的 可 微 耿 射 o; R* 一 R", 对 ue D'R"), 
pruce D'R”) 并 不 是 恒 可 定义 的 。 为 解决 这 个 问题 ,我 们 先 定义 
DM) (以 下 用 对 代替 R*) 的 一 个 子 空间 ,而 光滑 函数 在 其 中 按 
RHINE. 然后 我 们 首先 对 这 些 光 滑 函 数 定义 其 拉 回 , Bn 
过 极限 运算 来 定义 ete 这 个 手续 可 以 说 是 一 个 标准 化 了 的 手 
5. 

EX 45.2 我 们 定义 

ZM) = {fe DM), WEH)CT}, 
I 是 MX (RACE X (R0) 的 一 个 闭 锥 形 集 , 而 且 称 fjé 
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DM) 在 DM) HAT fE co1(M)， 当 且 仅 当 
1* fj f Gk OU) rb 
1^ HEBRE pE COM), 以 及 R"\0 BUE V 使 
Düsuppg X V) = $, (4.5.14) 
则 对 任意 非 负 整 数 V 都 有 00 
sp 人 1>|(ppD(E) — GANED — 0, €V, — (45.15) 


引 理 4.5.8 fe z'(M) 属于 GTCMT) 当 且 仅 当 对 上 述 的 p, 
V 与 有 M 
supl EIYE) « o, (4.5.16) 


WE. Wb (4.5.16) 成 立 , 取 Cros £D ET, 则 必 可 找到 一 个 gEé 
Co(M)， 使 其 支 集 充分 小 而 且 qu) +0, X 8T $R Fg Æ R'NO 
中 的 一 个 充分 小 锥 邻 域 了 , (4.5.14) nr, (uH d (4.5.16). 
但 (4.5.16) 意味 着 (xo, ED) E WFG), IN JG W FCOCT. E 2.78 
f€ (M), WER WF(eDcwrFG), 从 而 对 于 适合 (4.5.14) 的 
(x, E) MA (4.5.16) RI. 

现 证 C8(M ) 在 DiM) 中 稠密 ,准确 些 说 ,有 

定理 4.5.9 对 任意 fe iM ) IA EIER] fie CIM) f& f; 
(CE 9 1(M ) H}, E suppf; &-F suppf 之 某 邻 域 中 。 

证 ， 作 如 的 一 个 穷竭 的 上 升 紧 子 集 序列 {K} 以 及 相应 的 截 
BARON Gn]. EE K; b.x;— 1。 再 作 磨 光 核 序列 e;- Jus 
《 见 式 (1.1.1)), 于 是 令 

fi = pi* (Xf), 

WARA HECM), 而 且 在 2 (MD vn f; f. WER TRA 
证 (4.5.15) 成 立 。 为 此 设 FP 和 了 到 得 适合 (4.5.14)。 作 一 个 
alx) € C5(M ) 合 在 supp 附近 clx) = 1 HEWA V E RAO 中 
的 闭 锥 邻 域 ,使 得 

了 站 (supp a Xx W)2 Ø, (4.5.17) 
则 当 充分 大 对, 因 suppe € K;, 易 见 

phi = phps * Xf)) = plr; * Caf )), 
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从 而 因为 puo qi 一 Cer 一 «Ca, 而 有 
"o =gh = pai (E) - "t ) 


一 | êl 一 2X GL 一 iG Dis 
但 


S | | Ji Gd dx 一 pm 


m 


E 
-—], 
H3 j--o 时 e; (x) 是 8x) 的 规则 化 序列 ， 因 而 C) 趋向 于 
co 人 一 1， 因此 和 证 明定 理 4.5.1 一 样 ,可 知 (4.5.15) 成 立 , 再 用 
一 个 适当 的 截断 函数 即 可 得 出 关于 支 集 的 论断 。 因 此 定理 得 证 ， 
现在 装 到 如 何 定义 广义 函数 在 一 般 的 C” 映射 0. R"—R' 
下 的 拉 回 的 问题 。 对 于 C^ 函数 f. @*f 的 定义 是 自明 的 。 由 前 面 
所 证 已 知 , C” 函数 在 DAM) HERRA, MARINAER 
定义 的 8 在 aec TAERE 
OT = ((x, '6'G)9), (662, $)€ T), 
Tn BO fj € Co dk DM) VEREOR. FRO E 多 err 中 也 有 极 
BR. 我 们 就 用 这 个 极限 作为 B*f ZEX. 
EHA 45.10 i$ Q,CH",0Q,CR"25jT56, 0.0, 一 加 EC” 
映射 ,定义 其 余 法 线 集 为 
No = {D(x), 32€ Q, X R”, (x) — 0), (4.5.18) 
R34 fe £Z'(0,)3&& 
NeoN WFO) = Ø (4.5.19) 
时 ,可 以 唯一 地 定义 @*f, 使 对 fe Cci), 0*f — fob; 而 且 对 性 
意 闭 锥 形 集 了 CQ, X (R0) 适合 rNNe= %, př: 
Ba) -> £v (0.) 是 序列 连续 的 , 且 
WF(o*f)co*w F(f) | 
= {(x, Dx)n), (660, 3) € W FCD]. (4.5.20) 
这 里 
PT = ix, G4), (0() , s) €r]. (4.5.21) 
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证 . 对 fe £27(0,), m 3E 98 45.9 US R Le cia) 在 
Da, this T f. Sp CS CO,) E c 1n fj, e] sg XL Ot — foo, 
我 们 只 需 证 明 Ox f; Z2 urs NATARE. MERA 
设 0. 各, 分 别 是 m y, 09 O0) 的 充分 小 部 域 ， 于 是 对 fe 
C5(Q,) 用 Fourier. 反 演 公式 有 


COPG) = (2o | eios. 
视 它 为 一 个 D(a) 广义 函数 , 则 对 X(x) € 2(9,) 有 


(Di, X) = (2z) "| DI)dns — (522) 


hm | etm de. 


现在 在 Dera) 中 考虑 它 。 于 是 设 suppX(x) 在 x, 8876 2] 9B 
ib im BOW 29 0, O Cra = 0) 的 一 个 锥 邻 域 于 是 在 
suppX(x) x V(V = RAW) 
上 
VE Cn] S celal, e >00. 
但 是 | 
KAOTA ? (Gs, 2 eiD LICHE 
RA (4.5.22) 并 反复 应 用 分 部 积分 法 , 知 有 Cw 存在 使 
155G2! S € t [21,26€ V, NIS TERGENESS, 
(4.5.23) 
BOX TON. = Ø, 故 不 妨 设 TN 人 (suppX(x) X W) — A, 
4 fe Dra) B. suppi 在 的 充分 小 邻 域 中 , 则 


(2r)™" LOO - " 十 f, = hl. 
ewm, f) RARD, GL [OT dx = C, Alk | 有 
XX: 在 了 中 , 革 为 PIX. kied (a) Mr JC) 组 增 ， 


LG) With (4.5.23) 是 急 减 的 ,所 以 in 也 有 意义 。 这 样 我 们 看 到 
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(4.5.22) 不 但 对 1€ CION 有 意义 , 而 且 对 fe ZK) 有 意义 . 
还 容易 看 到 , 当 X-> 0 于 2) 中 时 ,在 你 中 

xz) < CsuplxC)| — 0, 
在 有 中 则 由 于 Cw 可 取 为 5 a Ap, p ID" | 而 趋 于 0 , 故 对 任 


EN, 《1 二 iaia) 一 0, 从而 《4.5.22) 也 趋 于 0 。 这 就 是 说 
3 fe 2,(9,) Ik (4.522) 定义 一 个 (9,5 广义 函数 。 3026 
9*f, 今 证 它 对 fe ZA) 是 序列 连续 的 。 为 此 任 取 正 整数 NN， 
并 记 (4.5.22) 如 

(9*f,X) (2x) " [Ga ou^ + [a Miya 

= Il, 
积分 的 划 靶 如上。 如果 了 一 方 ->0 于 ZK) 中， 一 方面 由 于 在 
wih sup FD + Im D^ 是 221(09,) 的 一 个 半 范 ,从 而 1,95 
55 —Jiitife V rp lg f; 0 (于 4(9,) 中 ) 且 1432 3E 25 
XA h— 0; 综合 起 来 知 (4.5.22) 对 f € 2 1(0,) 为 序列 连续 。 
余下 的 仅 需 证 明 (4.5.20)。 为 此 取 al) € Ca (0,) 并 作 


《ea 四 sf)(5) — (22)7" ( crlotz) 97 ef A ya(x)dxdg 
= Qxy* | IIa, v; Ein, (4.5.24) 


Ia, n, E) 一 | entre COP TS 


SUE IBEIED M 8 fe o*T 之 外 (准确 些 说 , 当 S E *w FC) 的 某 
MERR Vy ZINT Cab f) (E) 对 去 急 减 .为 此 又 将 (4.5.247) 
分 为 酚 个 积分 ， 其 一 是 在 
C —((5,2)5; $= D(x)n) 
的 锥 邻 域外 。 在 这 一 部 分 上 , 因 
las Br) - 3 — x - £1 = l''G)g — £| z «CIEL Ials 
E supp alx*) 充 分 小 使 * 与 x, 充分 接近 ;应 用 分 部 积分 法 可 知 
(a, 3, DIE S CG E IEI H dI. 
NJEAEXGESESR. -WIET C BUSEAD ELM RA ilac. 
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ACE EXE (eG me WES Zh A a) 一 Oa). 
这 样 仿照 前 面 的 方法 可 知 当 supp alr) 与 supp/ GO ABITE xo Ys 的 
充分 小 邻 囊 内 ,上 在 O Cen, à € WFE G) 之 外 ,有 
(aÓ*f)(£) = oCIs|7*), 

从 而 定理 证 毕 ， 

现在 再 来 看 推 前 运算 。 用 前 匹 同样 的 记号 出 : 9. 一 9,,f€ 
D(A) MAA TRHA- RECEN 

G) 9 7915 35 Bh E RD CHE HE ROS CS S 

(3) fe 4" (0, 
我 们 可 以 用 

(Bf X) = (f, 0*3», xe (a, (4.5.25) 

来 定义 04, 而 上 述 条 件 CO, G) 或 者 保证 了 "xe D) 或 在 
fe &'(Q,) E] 6*xc (0,), 

对 于 余 切 从 T'O, WTE SU DEXEdEBUO,s CT*Qy 为 

PS 一 UCe?) (52, S, = SN T?(9.). 

这 里 对 THO, O — 9) ra 8 d — PR UJ EE S, 我 们 记 
'Q'G)n € TICO.) 为 023, 并 称 之 为 9 之 拉 回 ,因此 (02)78, EE 
T#(Q.), EE EO? 下 的 诛 象 ， 如 与 5s 是 紧 集 ,BP* S WERE. 

广义 涵 数 在 推 前 运算 下 波 前 集 变 化 规则 是 

定理 4.5.11 WFO) co.wr(f). (4.5.26) 

证 。 由 波 前 集 的 等 价 定义 (定理 4.5.6), a GO € Cz Cy) 使 
其 支 集 在 y, — B(xo) 的 充分 小 邻 域 了 内， 再 取 0D) 使 得 
d LY) = m, Bl (vs, m) E WFC) 的 充分 必要 条 件 是 

(0,1, a(y) e — (f, ol Bx) ele) 
2jr— oo 时 急 减 ， 于 是 设 OS. m) €6.W F(f), 将 上 式 改 写 为 
(f, a[ (x) Je 7905 


~ Qey* È éntitoeco ec masas, 


XX pl) 一 al P G2], o GO m= pea) RA M e E T 
fe (9:)， 内 为 由 前 面 所 设 关 于 定义 0.f BOUT A. 或 者 已 
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有 fe 中 "(4,), 或 省 为 适当 映射 .在 后 一 情况 下 B(x) € C$ (92, 
WAYE rC) e CICO.) 而 在 supp B(x) 一 suppa[g@(s)] E. Y — 1, 
于 是 上 式 中 的 f 可 以 换 成 7fe 4'(0,) 而 值 不 改变 ， 闪 此 仍 可 认 
为 fe 4'(9,). RE KE) 总 是 缓 增 的 , 而 在 WFO) 之 外 它 可 以 
是 急 减 的 ， 再 将 上 式 改 写 为 


f. Bem E (22) | Ka a OA 


= Qxy* | KEJE bas. (45.27) 
现在 来 估计 0,8). E supp | 充分 小 以 至 于 WFC) 当 € suppf 
时 其 纤维 坐标 E 之 集 ( 即 为 X0) 有 一 个 锥 邻 域 C， 因 此 在 C 之 
外 1K#) 是 急 碱 的 。 再 看 C 内 的 情况 ,注意 到 

dyol) 一 '9' (x) D [0(2)] = '9'G)4,9 0), 


HRH x = ro hj d ply) = 4,0( 5) = m £ 0,9. (D, FEA 
x € supp / 从 而 与 x 充分 接近 时 ,gso(kx) 一 全 (d, e Cy) EDG), 
AKS 5 = ri, 有 i 
| drol) — El Z el+ 14D. e 9, 
注意 到 

4X) — BI" (duole) — &, D) ee 

一 —jpe iine ug 
RA Ilr, E) 之 式 并 且 反复 应 用 分 部 积分 知 对 任意 正 相 数 N 有 - 
Cc, 2| S Cur" 1-7 1877. (4.5.28) 
现在 仿照 前 面 定理 的 证 明 ,将 (4.5.27) 分 为 两 部 分 


(2x) (iG, EE = 中 十 jos =], +l, 


对 于 了 注意 到 (4.5228) 以 及 ACE) = rE5,) Ri c5 DA 
L= 08) HF 7, 注意 到 l 


1G, DI < {lallar — c, 
TIODI «cO Ir D^ dE h= OG). RE 
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Cf, ge 9) = OG). 

zB 

(8,1, a(y) c7 00 = OQ). 

这 就 是 说 (yo, m € SW F(f) 时 必 有 (yo, ma) € W F(b,f, 以 而 
(4.5.26) 得 证 。 定 理 证 毕 . 

把 以 上 所 述 用 到 @ 为 微分 同 胚 的 情况 ， 很 容易 看 到 DIN. 
1(5(2),0)),0 (4.5.19) 成 立 。 当然 名 也 一 定 是 适当 上 映射， 从 而 
定理 4.5.11 也 适用 。 应 用 定理 4.5.10 并 和 注意 到 @$* — (0,57, 并 
在 (4.5.20) 中 用 f 代替 1 有 

9.W F(f)cwF(9,), 
由 定理 4.5.11 则 有 

WECO, ACO. WFC), 
总 之 WFO, = DWF). Witè wF(Ot'f)-—o*wrF(D. 这 
就 又 一 次 告诉 我 们 ,在 微分 同 胚 (在 坐标 变换 ) 下 L0 5 RRA 
的 子 集 的 变化 规律 而 变化 。 

3. 广义 函数 的 限制 与 乘积 。 上面 我 们 已 经 定义 了 广义 函数 
的 拉 回 与 推 前 , 并 县 讨论 了 波 前 集 在 这 些 运 算 下 的 变化 规律 。 利 
用 它们 (还 加 上 即将 在 下 面 定 义 的 张 量 积 关系 )， 就 可 以 讨论 广义 
函数 的 一 些 其 他 运算 。 首 先是 广义 函数 在 一 个 ( 嵌 人 ) 子 流 形 N 上 
的 限制 . 

令 征 :和 NCQ, OE AR, Jul fe £2'C0,) 在 N 上 的 限制 就 是 
f 的 拉 回 9*/, 因此 可 以 应 用 前 面 的 结果 .。 因为 波 前 集 是 一 个 局 
部 的 ( 艇 局 部 的 ) 概 念 ,而 且 由 上 所 述 , 它 的 定义 与 坐标 无 关 , CR 
E Q, = R”, Mi N = R'(n < m) 5E COS 

Yep t = xz, * 
所 以 在 局 部 坐标 下 
o. (xi Xe > E EEES x45 0,5777, 0), 
D(x) = CI, 0), I 为 # 阶 方 阵 ,0 为 Xm n pR, 
余 法 线 集 ( 亦 即 六 的 余 法 从 ) 是 
Ne = (C, 1); "Q'(x)n - 0j 
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m ilesa), y = 0st, 0, grt" :5 Im)}, 
HEM 4510 直接 可 得 

定理 4.5.12 NE O,CR" Hn ERA TRE HEREA 

No, 则 若 f € £2'CO.) 之 波 前 集运 合 关系 式 W FOOD Ne 一 9, Wi 

1 必 可 限制 到 N 上 而 成 为 £2'(N) 广义 函数 ; 当 FE C7(9,) 时 ,这 
个 限制 即 经 典 意 义 下 的 jw; 限制 运算 对 je 219), TAN = 
芭 ,是 序列 连续 的 ， 

其 次 讨论 如 何 定义 和 E 多 "(0) 与 fe 多 (4) 之 乘积 我们 
BERE fohe CO) KAN, 这 时 乘积 的 定义 应 该 与 古典 的 定 
只 一 致 。 但 是 AGORG) == hG) OG) | y=r 即 张 量 积 hof 在 对 
角 集 人 A 一 {(x,*),xEQ}CQ x 89 上 的 限制 。 因 为 C3(9) 在 
P'a) FAR, 所 以 如 果 广 义 函 数 的 乘积 可 能 定义 的 话 、 也 应 该 
是 张 量 积 之 限制 ， 因 此 ,我 们 先 从 入 € Z), fhe AQ,) 的 张 
量 积 之 定义 开始 ,并 设 8:, 0, 2: 91 25 R^ 5S R' rn Bg 9p SR. HX 
eG), G0 DWALE XE x, 5 y, WEGE BJ Co IE, A A e 
ef. CO df, 的 Fourier 变换 ,于 是 有 

定理 45.13. ZG O.c R”, OQ, c R^ 25 9E, fe Z'a), 
he '(0,), 9I 

WFCOQGfR)CIWFECGO x WE(F)} U {sappo fi X WF) 

UWF) X supp s], (4.5.29) 
这 里 supp of 一 {Cxos 0)3zxo€ supphi}, supp o fo ua. f 
WF. BE Ceos E3 Yos m) E {C4.5.29) ZADY R os m) 
(0,.0), WA 
Caos Eos Yos m) € (W FA) X WFC)Y 
N Isuppfa X W FODY NWE) X supp LY. 
fe ala) € C$(0,), PO) € CECO,) EIER AKE xos 为 的 充分 小 
JRH, TESE Cof iB) (5. 1) 一 ch) - 8500. 

É ES 0 WARA Crs Eos Yos m2 € {upph X W FCD, [8 

时 还 有 、 
C, Ev, Yos Mo) E {W FC) X wF(rn iw FC} x suppl}. 
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从 时 或 者 有 s; &) ¢ W Fh), 或 者 有 Cn Epe W FG) T (5,5 
n) £ W F5) Ell On. m) € supp, 38 (m, Eo) € W FÜR) M, E 
HYSR LO X044 使 当 x E suppa,£ € W, At (efi(£) Et NE 
EEREN, 1a 00] S Ca(i E 1875; RR Phe 2 ' 而 
BIC) 组 增 ， 即 存在 M 5 Cu > 048 19f GL CaA e Im. 
固定 (5, a), 8 af COGO) — OUN), £ 3-00 BD af C Efa 
C) 急 减 . | 

Ein, Eo) € WF) 了 时 , 则 Qon) £ W FG) 同时 (yo, m) € 
supp, JE, = 0 RJ Ov, m) € W FCO) 而 化 为 上 面 讨 论 过 的 情况 
CH (n, &) 与 《为 ， o) 对 调 )， Æ ge 0, WA (Yos 0) 一 Cas 
m) £ supp/l, 必 有 如 suppf。 因 此 适当 取 8 G2 后 必 有 6 一 0 而 
afin) 一 0 当然 也 是 急 减 的 。 定 理 证 毕 . 

现在 可 以 令 Q. 一 0, = O (iffi m — n), 3t Of RAE 
对 和 角 集 从 而 得 由 五" hE GXIHCABREROS 0:0 0 x 0 


(iore - (1), eo 一 (站 


W Nm (6,0, eco( 7) o ees mo, FER 
定理 4.5.14 fohe (0), HRES (e 5) € W FC), 

(x, —E) € W FCF)), E)RIE SCEREBUA, - 1,25 fo 在 对 角 集 上 
的 限制 ,而 且 kon. D 

WEG CAW FÓ) 十 W E) Uw FO UWE), 

(4.5.30) 

这 里 

WF + WEG) — (G5, E + n), (r, 5)eWFGO, 

(x, 0) E WFG). 

有 时 我 们 也 引用 记号 WF 一 {(x, 一 5),(x,5)€ WFO) 
BLERA f- 户 可 以 定义 的 条 件 可 以 写 为 W FO OW FC) 
$. | 

5. 由 振荡 积分 所 定义 的 广义 函数 的 波 前 集 。 现 讨论 振荡 积 
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分 llaa) 所 定义 的 广义 函数 4 的 波 前 集 ， 这 是 一 个 基本 的 问题， 
它 所 使 用 的 方法 也 是 在 本 节 中 一 直 使 用 的 局 一 方法 .$I 中 我 们 
看 到 ,振荡 积分 
Tofat 一 [f ef, Pax Ou(x)dzd8, (4.1.1) 
a€S2,, uc Z0). l 
3g X.—"ARRR k RA D AAR A: 
(A, u) — Iglau) (4.1.8) 
称 为 Fourier Bij4fn. AE k EG m — ks < —n fis min 
(p,1 — 8) > 0, 现在 我 们 要 证 明 
定理 4.5.15 对 Fourier 积分 分 布 4 (4.1.8) 有 
WF(A)CI(x, 0,(x, 0)),85* 0, 
(x,0) € coa supp a, O5(x, 0) = 0}, (4.5.31) 
这 里 con supp a 是 a PEER, BD e 在 其 中 不 恒 为 0 的 最 小 
闭 锥 形 集 . 
证 . 记 《4.5.31) 之 右 方 为 ,并 设 (xo, EO € F, 于 是 存在 
x, Æ Q'RÉS— 4-551 V UL & E, dc RAO 中 的 紧 锥 邻 域 开 ,还 有 
€ — ((x, 8) € con supp a, 0 = 0, 0,(x,0) = 0) KHER C, 使 
B r€V,(,0)€ ČH, 0,(5,00 € W, BARRAN, Ki 
设 aCe, 0O) = 0([8|j 和 1， 这 样 对 广义 函数 4 只 改变 了 一 个 C” 
函数 而 不 影响 其 波 前 集 ， 再 作 一 个 截断 函数 Xzr,9)eC”“(3x 
R^), 使 对 6 为 霉 次 齐 狂 ,而 在 C 上 X — 1, suppxC €, JB Xa 
a, Æ (4.1.8) 中 代替 a, IAE supp(a 一 a) 上 95x, 9)7 9, 由 
系 5.1.9 知 , 这 对 广义 函数 4 也 只 改变 了 一 个 C” 函数 而 不 影响 到 
其 波 前 集 。 最 后 对 x 作 一 截断 函数 oC) 使 其 支 集 在 r 的 邻 域 V 
H, TE cAc @8' 而 其 Fourier 变换 为 
(aA , e 71095 — (Ax), a(x)e "9, 
故 
(aA XE) 一 | eiD- Cae, OdxdO, (4.5.32) 


blx, 8) = a(x)X(x, 8)a(x, 0), 
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当 gew, i Cs, 8) € con suppblx , 8) Wt, p BE v, 8)— 
£5 0 而 由 齐 性 可 知 必 存在 常数 < > o 使 
IgG, 860—861 > eCI0| +l. 
EC W, (x, 0)€ con suppb(x, 0), 
现在 作 微 分 算 子 
1 , 
L= Toa, 0) EP 2; CPs; = £)D., 
yn L[e9 970.1] -— EIKER 076,80 RA (4.5.32) 并 有 反复 用 分 部 积 
分 法 有 


aA(E) — | citgts,m -CL be, 6)dxd6，VK。 


然而 由 齐 性 以 及 a € Sz, 易 见 对 一 切 非 负 整 数 i 

` (CELY, 的 | & ca + DAEA, + 517 (4.5,33) 
3» ECW, WHE [5| 2 18,18| El S 100 E 1, 24 Jo] x 1 
Hf, alr, 0) = 0 Jf b(x, 68) 一 0， 所 以 在 con supp? 上， [8| - 
l| >= 1+ 【51, 因 此 

(101 + IED = (lal + 15D) ^C[op + Epa 

S(t JODA [5| 07), 

这 里 8, 9 XE 0 «C8 A «3, RA (4.5.33) 即 有 


[017681 < cC(- [£^ [ (1 十 10| 77,540, 


BIAK Em — l, < n, 1(1 — 80 36 X BD ACE X 
E€ wW JAR. Rit. (xo; &) € WF(A) 而 定理 得 证 . 

6. 在 线性 算 子 作用 下 波 前 集 的 变化 ， 设 4: cèla, )—> 
£'(0.) 是 一 个 连续 线性 算 子 ， 由 Schwarz 核定 理 ，4 必 对 应 于 
一 个 广义 函数 Kale, 7)E D'O, X 0), 使 得 对 于 602€ 
C$C9,), ple) € C$C0.), 因为 40 € D'O), M ila (46, 92 有 
意义 ,而 有 

(441,9) = CK,, POH). 
我 们 要 问 对 于 «€c;(9,), WF(Au) 5 WFECKC) WS X A bn filo 
在 有 了 这 个 知识 以 后 进一步 讨论 4 能 否 拓展 为 由 某 个 广义 函数 空 
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闻 到 z2'Co0.) 的 线性 算 子 ,并 且 讨 论 算 子 的 复合 . 
这 个 问题 也 可 以 利用 上 面 讲 的 函 子 运 算 来 解决 。 先 看 xf 
Ce(Q,) 的 情况 ,对 于 qe CECO), 由 
(Au, p) — (Ks, ou), 
因为 vs 一 (991) ` (19w) 而 把 18w fO. x 9,) 的 
"TH 
(Au, p) = (K114), o1), (4.5.34) 
K,(0€) &—^4 EIE. Bn A BERUECT. x 为 
x: Q, X Q,— Q,, (x, y) os, 
Hj p = plx) 久 1, CL, BI» 的 恒 取 值 1 的 函数 ) 而 
9 四 1 = (s*g)(5, y) 
把 它 代入 (4.5.34) 并 利用 推 前 运算 rs 的 定义 有 
(Au, p) = (KaRu), z*o) = (nK (18u). 9), 
所 以 
Au = nK Qu). (4.5.35) 
这 是 一 个 重要 的 关系 。 它 把 算 子 的 作用 分 解 为 过 去 已 讨论 过 的 运 


. 算 , 即 张 量 积 广义 函数 的 乘法 与 推 前 , 从 而 很 容易 讨论 波 前 集 的 


变化 以 及 4 的 拓展 ， 先 设 Ks ROBES. 
WF(IQu) = suppl X WF(u) = ((x,0, y, 9), 
x€Q,, (y, )€ WFCu)}) 
《定理 45.3, 注意 WF(1) — 9). 由 关于 乘积 的 定理 4.5.14 
知 ,只 要 WF(R) 十 WF(OQG ww) VOS BERE , 亦 即 
WEYN, n}; Ir EQ, (,0, Y, ~) E WFCK4)] 
=Ø, (4.5.36) 
则 K,GOGO:) 有 定义 ,而 且 
WF(K,(1994)) C[IW F(K 4) + suppl X WF(w)] 
UW F(Kj))UWF(1Q»v). 
因为 已 经 假设 了 Ks RAKLER, KAGU) BB, Br 
议 a. WFCK,Q0) 总 是 有 定义 的 ， 现 在 来 计算 nu. 
a; Q, X Q,— 0, (x,y)ox, 
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JRRD x = x 十 0y, 所 以 
I 
Huy) = (1,0), "Guy =-( ,小 
因此 对 于 
SCT*(0. X Q), x,5 = U Crd) Sasy A SÓn., ny) 
zfl- (nes ny} = 1(x, 32, BYE Qg, (x, nrs 74 00€ Seyha 
因为 
WF(K,) + WF(1Gw) — {Cx, E, y, m) - (x,0, 7, 90] 
= {(xr, E, ysn + 30). 
故 s 
m. [WF(K,) + WF(UQu)) = (x, 8), ICY, n) ewFQo) 
H Cx, §, y, —D€WF(CK,)], 
nW FCK) = ((, E), IYE G, (x, £, y, 0) E WF(CK4)] 
m WFORu)) = e. 
Sizes | AJLT SS: 
WF,CK,) = 5,8), IY, E 9,, (3, En Y, 0€ WFCK4)l, 
W FCK4) = 1G, E), 3y € Q,, (x, — Es Ys 05€ WF(K4, 
以 及 类 似 地 有 WF, (Ka) WFK) 还 有 “复合 记号 ” 
WE'(Ka)oWFCu) = {(x, E), IO, 9) € W F(u) B. 
(2,8, Y, n) E W F(K4)], 
则 有 
z&LW F(K4) + WF(IQa)] = WF'(CK,)oeW F(u), 
nW F(R) — WFCKA), 
ER C 4) 9380 
定理 4.5.48 设 算 子 4:5 (9,2  £2/(9,) 具有 紧 支 集 的 核 
Kıs MEIZ uE Z (A) 适合 
WF(OQ0WF,K)0-6, (4.5.37) 
且 有 4 可 以 拓展 到 上 述 的 x 上 去 而 且 对 * 为 序列 连续 的 ,这 时 有 
WF(Au)CWF'(K)9W F(83)UW F,CK4). — (4.5.38) 
K4 是 相应 于 4 的 分 布 核 ， 


“242° 


Quo E - use ars 


WF'(K4) = {Crs E, yos (rs Es Y, —32€WF(K4)). 

UERTAT K, 具有 紧 支 集 , 如 果 不 然则 可 代 以 

，  suppKa CQ. X supp #)—> 9.. 
为 适当 上 映射。 这 个 条 件 的 作用 在 于 保证 可 以 定义 zx 

条 件 (4.5.37) 也 可 以 写成 

WFE(KA)NWFG)CY,. x (R0), 

下 面 考虑 两 个 算 子 A: €C0(9,)  22'(0.), B: CIO) 一 
D2, 的 复合 ,假设 相应 的 分 布 核 以 z(x,y) 5 KO, 2) 都 有 适 
当选 定 的 支 棠 ,使 mu Ku, xy Ks 都 是 可 以 定义 的 ,并 且 记 它们 的 波 
前 集 为 Ti, Ts。 我 们 要 证 明 

定理 4.5.17 车 

WF,(KOnWF,(Ks)-259, (4.5.39) 
则 可 以 定义 49B; CS(Q.) 一 £2'CQ0.) , iudi TH Sz A dc Bl SF 
(Kaos) 适合 
W F'CK ,:5) CW F'CK 4)9W F'CK) UCW F,(K 4) X supp;Q,) 
UCsuppQ, X W F,CKs)). (4.5.40) 
Wu. EARN 
Ka m ADELY), Ke = ROBA). 
而 f, gis 81s A 都 是 C3 AR. 这 时 408B 自然 是 有 定义 的 ,而 且 . 
Kacs(z, z) = fG2AÀCQD - (gs £» 
这 里 (n, 2) 是 把 6; 当 作 P (0) ZAPRE S -上 之 值 。 由 分 
布 核 的 定义 ， : 
(49Bp, 9) = CKaos,p G9 6 (6) 
- (G)9g8G)91, (92,G)94G))2* (96299 00)), 
RE x: 2. X Q, X Q,— 9, X Q, (x, y, zn x, 2), 因此 
alp) Ree) = q(x)91,0 (2). 
应 用 函 子 运算 与 推 前 的 定义 有 
(Kaos, go (2) 
= Ga G)8g8G)91)- XQIG$£)926)), eG) 5G) 
因此 Kaos 又 可 以 应 用 函 子 运算 而 表示 为 
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Kos = n CH) 8,0261) (O89) DA). 
对 于 一 般 的 Ks 和 Ks, 如果 可 能 定义 天 4op 的 话 , 就 应 该 定义 为 
Kon = ne (K4(x, 7)®1) CILGKa(y, 2)), (4.5.41) 
我 们 就 用 (4.5.41) 作为 Kaos 之 定义 ,并 相应 地 定义 
AaB: C$(0.) ^ D'CO). 
HA (Kx, )091,) - QK, 2)).. 为 使 它 有 定义 ， 例 
如 只 需要 求 
0£ WF(K,GQI)YWF(1QK2) 
m WF(K4) X supp Q, + supp; 2. X WF(Ks) 
= {Cx E, Ys m t ms z, $) rss Y, m) EWF(K 
(Ys ms s> )€WEFCK?)). 
因此 当 (4.5.39) 成 立时 此 式 自 然 成 立 , 因 为 +m A0. A 
WF(Kaon) Cral (Ts X suppsQ, + suppl: X Te) 
U (Ta X supp.Q,) U (suppos X Ta)] 
仿照 上 面 的 定理 来 计算 ry 即 有 
ml C4 X suppyQ,) + (suppl, X Ts)] 
= (0,52, E), (0,0) = (3m — 0) E 
Crs E, y, 0, z, CO€ T4 X suppQ, + suppsQ, X Ts} 
= i(x,E,2, D), 3O, 0) 使 
(5,8, Y, —, z, 00€ T4 X suppQ,, 
Cr, 0, y, y» 25 0e (supp; x T;)) 
e ((,£, 2, D), RO n) (E (x, E, Y, — €T, 
(Yan, zs EE Ts} = W F'CK 49o9W F(Kg), 
sS (P aX Sup) (05,552, 0), 8(9 2) (E Y m) ET) 
—-WF,(K,) X supp9,;, 
xa (suppQ, X Tp) —[(2,0, 2, 0), Sy 0), (m, e E) E Ts} 
一 suppl, X W F,(Ksy). 
因此 我 们 有 | 
W FK 493) CW F'CK 4,29W F(Kg) UCW F,CK,4) X suppl) 
U (suppl: X WP (Ke)). 
(£M 


Hgt 线 


这 个 式 子 也 就 是 
W F'(K 4,5) CW F'CK 4)9W F'(K3) UCW F.CK 4) X supp.) 
U (suppQ, X W Fi(Kg)). 
EREE. 
附带 提 一 名 ,条 件 (4.5.39) BIRARE 
Q£ T, X ppl, 十 SPP: X Ts, 
最 后 来 看 几 个 例子 ， 
例 1， 卷 积 的 波 前 集 ， Aoc (RO, RmXxBRRBR,(, 
y)r>x 一 ?于 是 E 


FG.) — 0, —D, 'f - ( 5). 


N= s) ms Tam ( * ) eo] ote 5 0. 
因此 ， 由 广义 函数 的 拉 回 之 定义 :对 任意 ye6 g (R), u = f*»€ 
£g'(R*x R*) 都 是 有 定义 的 . 我 们 不 妨 仿 妥 v ECR) 的 情况 记 
u(x, y) = v(x — Y), v(x, y) EBREA po xp 的 核 ， 这 一 
点 由 拉 回 运 算 的 序列 连续 性 即 可 看 到 。 由 定理 4510, 我 们 有 

WF(w)Cf*WF(v) = {xs 7, Fn), GG), €WF(»)) 

m (,, y, 一 外 (x — y 32€ WF(»)]. 
[HRS EXHI HdÉCIAY,.GXÉBXXTo oc 
DR), 利用 序列 连续 锤 不 妨 设 "< C8(R*), 从 而 

Cole — Y), 9GO px 一 7)》 


- f vx — yp Px — y)dzdy 


- |v oars — [1 ocoes [coo o2 


— (9X, p). 
M à: — y)? KE o, HERA 
C1, 9X, det) = (1, pI po) CE) 
— (e(x — y) pple — y),e Et] og 
= (T(x, y),c 1t] 3=-¢ 7 nc m ^ 
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出 波 前 党 的 定义 

WF(w)-- WF(v(x —y)) = ((x,n, Y, —), 

(x — y, €WF(v)). 
$2. i feE C^(9,,R) R14 f) 一 0 时 了 (x) v 0, 因此 
E 
'f (x) -| : ) 
d. 
而 由 G0 必 有 0,8 € R,. 因此 Nm (G2 0, G02— 
9. 对 于 8€ D'R), 因 为 W F(8) m ico, 9)» 3 2 0j, 所 以 
WFAN, = (G2, 3), fGO — 0,'f G9 — 0} — d 而 可 以 
3E X. 1*8 = 弛 有 和。 这 时 由 定理 4.5.10, 
WF(D)Ci(, n C), fx) — 9, € R0), 

但 是 我 们 知道 

G8,0) = Q7 | Pda = Q9 (| cpGDayam。 
PAES x(0€ CFCR') 而 且 在 [-1; 1] EX) — 1, R 

Q7 ert x( 工 ) dne CICRD 
在 D'R) RAF 80). HTC XU e. 
a a 
因此 求 极 限 后 就 有 . 
(n2, p) — Q9) | irmmocodndn. 

由 于 假设 了 当 f(x) 一 0 hi f C) 70, 所 以 这 个 积分 可 以 了 解 为 
振荡 积分 . 

当 fw) 一 x。 时, 我们 就 得 到 


(Gs 9) m Q7 |È cremep ardn, 
- Q^ [e | eG, ome 
- | ex, 0)dx', 
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这 恰好 就 是 第 一 章 $6, 定义 1.6.2 后 的 例 1 : 即 超 平 授 上 的 Dirae 
分 布 对 一 般 贝 f(x) 一 0 定义 的 起 曲面 ,利用 变量 变换 也 可 得 出 
(4&1) 
Gpe f Eos, s: fx) = 0, 
fo |gradil 

7. 微分 流 形 的 情况 .。 在 定理 4.5.11 后 我 们 说 明了 波 前 舍 是 
余 切 从 的 子 集 ， 这 个 情况 有 助 于 我 们 讨论 微分 流 形 上 的 广义 函数 
的 波 前 集 。 正如 在 本 节 中 一 贵 规定 的 。 凡 谈 到 微分 流 形 时 都 是 指 
的 C” 的 具 在 无 穷 远 处 为 可 数 的 流 形 。 以 下 的 MM, Mi, Mi 都 
是 指 的 这 样 的 流 形 ,我 们 也 就 不 再 一 一 说 明 . 

定义 4.5.18 没 对 为 一 微分 流 形 , ue DM), 我 们 定义 
W F(s) 2j T*M 一 T*MNO WR— ATR, REC, E)E WFC), 5 
且 仅 当 存 在 一 个 局 部 举 标 X: U VCR, U 是 x 在 M 中 的 一 个 
WR, E X(x,D)eWFIX"7*GO)Z J&h x dc. T*M 上 诱导 出 的 
一 个 局 部 举 标 。 

在 定理 4.5.6 中 我 们 给 出 了 波 前 集 的 一 个 等 价 的 定义 而 它 是 
与 坐标 的 选择 无 关 的 ， 

由 于 对 波 前 集 的 讨论 在 许多 情况 下 都 是 局 部 的 ， 所 以 选 定 了 
适当 的 坐标 后 。 总 可 以 归结 为 R” 的 情况 而 与 前 面 一 样 ， 导 此 ， 
本 节 中 的 定理 都 可 雇 很 容易 地 移 到 这 里 ， 例 如 设 f: M -> 入 是 一 
个 Cc” 映射 ,在 一 点 x& 对 .附近 可 以 定义 产 的 余 法 线 集 N (Cy, 
»)€ T'NN0, 3x € M (E y = fC), FCn = 0}, m H WFCA 
N,— d 时 ,对 w€ D'N) 可 以 定义 Fw DM) E Ww Ftu) 
(Gs f 009) x€ M, (GO) € WF(u)].. 把 这 个 结果 应 用 到 
一 个 嵌入 子 流 形 i;: N 一 M, 则 可 取 1 为 1, 而 Nj 就 是 NN 的 余 法 
从 ， 这 样 就 得 到 «€ CM) EN LERH, RE WFGOnN;- 
$, 

同样 E 0€ (M). 只 要 0 € WF(u) + WFC), X 
TUEN oun € Du), ME 

W Fu, * 3C (QW F(u) I W FC) UCW F (1) X suppu) 
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U supp, X W F (w)). 

ATENEA f: M —>N, fa: DM) 9 UO , Wxt ue 
£'(OM), FUE 1 是 适当 映射 或 者 RA RLE A fimpa: 
suppu 一 N 为 适当 映射 ), 则 fae € D (ND) 有 定义 ,而 且 

WF(]1,u)CIQWF(u) = ((y,9)€ T*NN0, 3x€ M 
fi y e fG 而 (zx, FO) 了 PFC) U suppose]. 

关于 由 CON) 到 £g'CM) 的 线性 算 子 4, RAE T MRIN 
上 的 C” 密度 p,z 可 以 得 到 分 布 核 Xe (M x N), EBH 
9€ CEM), 6€ CS(N) 有 

(K,, (PDPN &Gv)) = (Ad , pu). 
如 果 选 用 M 上 的 一 的 C” £i] (aj) 与 NY 上 的 一 的 Cc” 分 割 (8), 


可 以 定义 4u 一 D, Co 48,9) s 而 将 问题 归结 为 在 局 部 坐标 系 


中 讨论 edhi 而 这 正 是 前 面 已 经 散 过 的 ， 这 样 ,我 们 将 会 得 到 与 
EE 4.5.16, 4.5.17 完全 相同 的 结果 ， 
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Song 拟 微分 算 子 
$1. 氛 微 分 算 子 的 基本 性 质 


l X. 氛 微 分 算 子 是 线性 偏 微 分 算 子 的 自然 推广 。 设 有 
C* 系数 的 线性 伪 微 分 算 子 
P(x,D)uz S$iaQ)D', «G)ec"(o, (5.1.1) 


lalm 
QCR" 是 一 个 开 集 ,将 它 作用 到 w(x)e C3CQ) 上 , 则 因 
u(x) = Qn) *je^*à(£)d5, 
而 有 : 


P(x, Dja = (2r) | sistp(x, ECE)dE 


= Qxy* [| EPC, EJulydydë. (5.1.2) 

办 为 P(x E) EE 的 mm 次 多 项 式 ， 所 以 上 式 最 后 一 个 积分 可 以 理 
解 为 振荡 积分 ， 

由 此 可 见 , 我 们 可 以 考虑 更 为 一 般 的 线性 算 子 , 即 P(x, E) 不 
一 定 是 的 多 项 式 的 情况 ,而 且 因 为 在 上 式 中 出 现 了 * 与 y, 所 以 
也 不 必 仅 限于 PG, E) 只 含 < 5 5 的 情况 。 这 样 我 们 就 得 到 一 般 
的 拟 微分 算 于 ( 简 记 为 DO): 

AG» D)u = 2G? [| etale, yw0D4745， (5.1.3) 

«€ CICA). 
它 是 上 一 章 介绍 的 Fourier 积分 算 于 (FIO) 的 特例 :其 相 函数 
是 
Ola, y, $) = (x — 7), 

而 有 
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Q,— —0,—E, QO,—x—)X 

alx, y, E) RAWIRI AT 4(x, D) 的 振幅 函数 ， 不 依赖 于 
» Bode i LCS AC, D) 的 象征 (或 全 象征 ). 以 后 , 我 们 将 要 
证 明 在 一 - 定 条 件 下 可 以 从 报 幅 函数 求 出 象征 ， 

在 氢 微 分 算 子 的 讨论 中 , 振幅 函数 的 类 有 重大 的 作用 。 在 本 
书 中 我 们 都 是 讨论 a(r, y, E) ESZO X 8 xR”) 的 情况 。 这 里 
Se 6 夺 1。 应 该 注意 ,许多 重要 性 质 是 否 成 立 将 取决 于 ps8 之 
H. 例 如 , 将 式 (5.1.2) 理解 为 振荡 积分 需要 假设 p 20, 8 1 
《第 四 章 定理 41.4), 因此， 在 下 面 如 无 特殊 声明 , 总 是 设 SZ, 类 
适合 9 过 P 以 及 5 过 1 (以 后 凡是 0 过 p,65 达 1 均 指 0<P 以 
及 5 二 1)， 这 里 特别 重要 的 是 类 5* 二 5%, 它 是 由 Kohn 和 
Nirenberg 在 11] 中 引入 的 ,一般 的 52, 类 的 引信 则 砚 于 L. Hör- 
mender[7] 中 ， 另外 ,我们 再 申明 一 下 , 当 3 二 0 时 Sz, 常 记 作 
Sz. 

SU 06 2 OT- 895 LA E AR HUESCA SLT RO CEST. 但 这 
并 不 是 为 推广 而 推广 , 而 是 出 二 一 种 需要 : 使 推广 后 的 算 子 形 成 
一 个 代数 ,而 其 中 可 以 包括 尽 可 能 多 的 算 子 ,首先 是 “ 逆 " 算 子 . 在 
第 二 章 中 我 们 已 经 看 到 ， 求 基本 解 的 问题 就 是 求 逆 算 子 的 问题 . 
而 偏 微 分 算 子 的 " 逆 ”, 很 显然 ,一 般 不 是 微分 算 子 . 但 是 , 以 后 将 
会 看 到 , 椭圆 型 算 子 的 “ 逆 " 确 实 是 拟 微分 算 子 (而 非 酉 杜 型 算 子 的 
“PRHE Uourier 积分 算 子 )。 所 以 可 以 说 , 报 微 分 算 子 的 主要 
来 源 之 一 是 求 医 圆 算 子 的 “ 逆 " 的 问题 . 

我 们 记 振 幢 函数 在 3 类 中 的 PsDO 之 集 为 L7. 

2. PsDO 之 核 。P?sDO (5.1.2) 很 明显 是 一 个 连续 喘 射 

4: Cr (0) — ca). 
3X—JA «TEL ELSE HAE PE. 4.1.5 的 证 明 看 出 , AA C (O0) — . 
(205, Bl, 4: Co (0) 一 CO) 也 是 连续 的 ,因此 ,由 Schwarz 核 
定理 ， 应 该 有 一 个 广义 通 数 4(x, ;) BBAT AS dE, 使 得 
对 一 切 v€ C5(Q) 均 有 ( 见 式 4.3.2) 
(Ax, y)» uly) Qv (X) ) = (Au, v), (5.1.4) 
+ 250 。 


和 上 一 章 一 样 , 这 个 广义 函数 我 们 形式 地 写 为 
AG, y) = Quy" f etsalar, y, E)dë, (5.1.5) 


它 并 不 是 一 个 振荡 积分 ， 因 为 其 相 函 数 (x — »)- ERE BUEREE 
x 一 ?并 不 恒 为 非 零 . 对 于 最 简单 的 情况 ， 即 a(e, y, D IRE 
MAREK, RITA 


Ala, y) = ny" | LP ae, E)dE 


= K(x,r — y). 
这 里 


KG, 2) 一 (2z)- | etae, EdE, 


特别 若 ax, E) 是 5 的 齐 性 函数 时 ,K(x, 2) 是 对 z 为 齐 性 的 广义 
ER, mE C^ 地 依赖 于 x*。 这 时 , 算 子 (3.1.27 就 写 为 


(9G) = | Ke # — Fu)ay. 


在 拟 微分 算 子 理论 出 现 之 前 、Calderon 和 Zygmund (更 早 还 有 
C.T. Mmmm) 就 讨论 过 这 种 形式 的 算 子 ， 并 称 之 为 奇异 积分 算 
子 , 并 以 此 为 工具 在 偏 微分 方程 中 得 出 了 重要 的 结果 .关于 奇异 积 
分 算 子 的 理论 可 以 参看 Calderon 和 Zygmund [1] 和 Calderon [2], 
[5]. 

上 式 虽 然 只 是 分 布 核 的 形式 记 法 ， 租 我 们 可 以 根据 上 一 章 的 
理论 讨论 它 的 性 质 . M ARE as y, E) — (x 一) E. 
从 而 @ = x — y, 而 Se CUE 4.1.8) 为 So 一 {Cx, y); x Lye 
0) — {(x, x)} 即 为 0 X 9 的 对 角 集 。 因 此 , 应 用 定理 4.1.8 于 此 
将 给 出 : 对 于 氢 微 分 算 子 A € L2,, 0 « p, 8 — 1, sing suppá(z, 
y)ci(z, 355 x€ 9.] 

相应 于 PsDO 4 的 分 布 核 一 般 是 一 个 万 阶 广 义 苞 数 。 这 里 外 
适合 不 等 式 吉 一 名 过 一 n(n = dimR?2), iffi s = min(e, 1 — 8), 
特别 是 车 m< 一 x, MWA 《5.1.2) 作为 一 个 普通 的 含 参 变量 的 积 
分 是 绝对 收 化 的 (而 且 对 于 x, 04 x 在 9 之 任 一 紧 子 亿 内 时 , 也 是 


. 2515 


一 致 收 合 的 ), 所 以 可 以 应 用 Fubini 定理 市 知 , 这 时 核 4(x, y) 确 
实 可 以 写成 如 常 的 Lebesgue 积分 (5.1.5) fü He x, 7 的 连续 范 
XO. Eman 一 万 ( 克 为 非 负 整数 ), 则 ACx, y)€ C*CO x 9); 
特别 是 车 a E 553 一 DS, 4G.) € C. VE 4 变 为 具有 C" 核 
的 算 子 ， 这 时 4 是 一 个 正则 化 算 于 (上 一 章 $3, 议 及 定理 1.5.5). 

相应 于 象征 类 575 的 PsDO 类 记 作 Lz5, E EIL UEBR L2, 739 
为 正则 化 算 子 ; 而 且 因为 $27, 一 A Ss, MA LICA Lz4 5884€ 
我 们 要 证 明 

ES511 LL5— 0LZ,-— {R C” 核 的 算 子 } 一 {正则 化 
KF). 

W. 工 ?53C ZX 已 经 得 证 。 今 设 46 N LZ MRR 
m VB as(x, y, E) €52,15 (5.1.2) 成 立 。 Hm 适合 m 过 一 2 一 
克 ,， 则 可 见 到 相应 于 有 4 的 分 布 核 可 以 写 为 

Alz, y) = Q»*| go anlar, y, EIE, 

mA AG. »)ectox2o)(VI. 因为 分 布 核 只 决定 于 算 子 4 
mA mE, 故 有 Al, y)e co XQ) 而 4 为 具有 C* 核 的 
AT. 这 就 是 说 门 工 %eC{ 具 C” 核 的 算 子 }. 

再 设 4 为 具 CT AG, y) 的 算 子 , 于 是 4 可 以 写 为 (5.1.5) 
之 形 , 而 取 

E alx, LE E) -- e 0718 A( s, y»e(£), 

这 里 PCE) e c 而 且 | oae 一 Qu. B as y, ED RIER 
有 紧 支 集 , 显 然 "< S53, 从 而 46 工 23。 总 之 :我们 证 明了 

(R c" 核 的 算 于 }CLz3c LZ, CUR C" 核 的 算 子 }， 
再 由 定理 1.5.5。{ 具 C” 核 的 算 子 } — {正则 化 算 子 }, 从 而 定理 得 
证 。 

从 证 明 中 我 们 看 到 , 若 振幅 函数 对 皇上 共有 紧 支 党 , 则 相应 的 算 
子 《5.1.3) 必 为 Lz3 算 子 。 不 仅 如 此 直系 4.1.9 还 可 以 看 到 , 若 
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振幅 函数 au(x, y, E) 在 对 角 集 附近 恒 为 9, 也 有 分 布 核 4 (x, y) € 
C"(0 x 9), 即 相 应 的 算 子 4€ L7. 

S23 和 工 芭 的 讨论 具有 重 变 的 但 义 。 前 一 章 $ 3 未 尾 已 经 指 
出 ,在 偏 微 分 方程 理论 的 许多 问题 中 ,正则 北 算 子 可 以 (或 者 说 “不 
TR MS. 这样 ,我 们 在 讨论 阶 所 微分 算 子 时 ,应 该 考 虎 一 个 
等 价 类 , 即 相差 Lpa 的 算 子 ( 亦 即 相差 一 个 正则 化 算 子 ?认为 是 相 
疗 的 . 这样, 我们 就 可 以 给 出 

定义 5.1.2 L246sfLz3 之 元 称 为 一 个 亚 阶 《p， 8) 型 拟 微分 算 
F. mp 0,0) 型 拟 微分 算 子 简称 为 亚 险 拟 微 算 子 。 

下 面 我 们 要 讨论 分 布 核 的 支 集 。 这 里 有 

定义 5.1.3. 设 4 为 由 Co CO) 到 CO) 的 连续 线性 映射 * 相 
应 的 分 布 核 是 dx, y). 车 

7s | eappAtr 5): (s, Y) a, xw, [suppats iz Co») Ey 
是 适当 的 (即使 紧 集 的 原 象 仍 为 紧 集 的 算 子 ), 则 称 4 为 适当 的 。 

注意 ,这 个 定义 不 仅 只 对 PsDO 适用 ， 对 于 所 微分 算 子 , 重 要 
的 是 有 

定理 5.1.4 设 4€L%, 则 必 可 净 它 写成 

A=4,+R, 

其 中 RR 是 正如 化 算 子 ,而 4 € L?,; 是 适当 的 . 

WE. 我们 来 求 一 个 函数 pe C”(9 x 9) 使 

W.lsuppe2(X5 Y) €» xl uepo (x5 Y) — y 

是 适当 的 。 为 此 作品 的 一 个 局 部 有 限 相 对 紧 恬 盖 {Ui};ej。 于 是 
(U; X Dj;sj 是 对 角 亿 diag(9 x 9) = ((2, 3): z € 0} —7- TR 
盖 ， MERA Tel E elU — UU, xD REA He 
diag (9X Q) 的 一 个 邻 域 P 使 CU, 并 作 一 个 函数 pe€ C" (9x 0) 
f suppeCU 而 在 V 上 pp 三 1。 于 是 用 下 面 的 儿 '(8 xox 


CREF y)= pACx, y» Ag(x, 7) 二 (1 一 e)A(x, ») 
作 分 布 核 来 构造 出 算 子 A 与 RS 很 容易 看 到 ， A 5S REER 
分 算 子 。 
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Aur) = Quy || toC, iG y, Du GDdsdt 


(Ru)(x) = (2r) ff eE] — olx, y)]a(x, y, EJuly)dydë, 


以 上 wé C?(8)。 对 于 算 子 As EG olr y) RA E, 故 有 plr, y) 
alz, y, E) € ST; XETBCT- RR， 站 ig CE z =y 
近 为 0, 歼 为 正则 化 算 子 。 定理 证 毕 . 
这 个 定理 的 意义 在 于 它 指出 了 ,在 讨论 所 微分 算 子 时 ,我 们 时 
常 可 以 限于 讨论 适当 的 拟 微分 算 子 . 
3. 奇 支 集 的 变化 .一 个 氢 微 分 算 子 总 是 由 C3(0) 到 3'(0) 
的 线性 映射 。 因而 就 提 由 了 如 何 计 算 sing supp Au 的 问题 。 特别 
是 由 上 一 章 定义 4.3.2, 所 微分 算 子 的 相 函 数 (* — y) - E 恒 适 合 
grado e (x — y). = (—5, x — y), gid,, (x 一 y) = G,x— 
y) E Q x R'N0 中 不 为 0, 因此 是 算 子 相 函 数 、 因 而 4 和 :4 均 可 
以 拓展 为 由 P (0E z2' CO) 的 线性 映射 ,因此 虽然 当 w€ CS (0) 
Ht, EL 4u E c*(Q) 而 sing supp 44 = Ø, 然而 当 ueg’ (a) 时， 
就 更 需要 讨论 sing supp Au 与 sing supp « 的 关系 。 这 一 点 固然 可 
以 直接 由 上 一 章 定理 4.3.6 得 出 ,但 我 们 宁愿 稍为 广泛 一 点 地 讨论 
POUSSE ERES du 的 云集 , 奇 支 尝 的 关系 。 为 此 我 们 再 重复 
一 下 定义 4.3.5: ÉSCX X Y, KCY, 我 们 定义 3 与 了 之 复合 
Soy 为 
SoY = {rE X; BycY (8 (x, y) eS). (5.1.6) 
很 容易 看 到 : 
SoY = m, [S NY], (5.1.7) 
首先 ,再 讲 一 下 关于 支 集 的 一 般 结果 : 
定理 5.1.5 设 4: C? (9) 一 Z' (0) 的 核 为 4 (x, y) € 
D'AX G) Wxi—uwecz(o) 有 
suppás C suppA(x, y )osuppw, (5.1.8) 
WE. 因为 supp 是 紧 集 ,上 上 式 右 方 易 网 为 闭 。 事 实 上 , 若 有 序 
列 {ea} 7825 B. x. > o 则 相应 于 n 的 {ys}Csuppu (在 必 
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E GEHE) 收敛 于 y€ suppu. 因为 supp4(x，?) 为 闭 , 故 
(xo, Yo) = lim(xs, Ya) € suppACz, y). 从 而 
x, € suppá (x, y)osupps, 
SE, EN v € CE CO) B. suppe N (suppAesupps) = d IAE Cu, 
> 一 0, 车 如 些 则 定理 证 毕 ， 但 这 个 式 子 就 表示 
(suppu X suppe) Nsuppd Cx, y) = Øs 
而 由 supp(vQu) = suppu X suppr 即 有 
(Au, v) = (Ax, y), vu) = 0, 
从 而 定理 得 证 . 
进一步 ,关于 适当 的 算 子 我 们 有 
定理 5.1.6 设 4: Cra) > Z'a) 是 适当 的 , 则 
D 对 一 切 紧 洁 KEA, supp 4(s, 7y)o 天 一 天 全 9 也 是 紧 的 ， 
TEAM DRO) 到 ge) 中 . 
ïi) X4—UJESE KEO, VEERE KEO 使 
Csuppu (1 K) = Ø => (supp4u1K") = Ø. 
因此 ，4 变 C3(9) 的 局 部 有 限 和 为 L0) 广义 函数 的 局 部 有 限 
和 .。 特别 是 ，4 可 以 用 唯一 方式 拓展 为 由 C"(9) 到 e2' (0) R92, 
性 连续 映射 ,县 仍 适合 式 (51.8). 
(OE. 让 由 (5.1.7) 有 
K' = we[suppA(x, y) Nr K]. 
因为 投影 映射 x 是 适当 的 ， 故 7 天 A N ny KN supple, y) 为 
EK , 它 在 连续 映射 a. 下 的 象 也 是 紧 的 . 
i) $ K = ayla K Nsuppd Ce, 7)]， 则 与 i 相同 知 KK 为 紧 . 
Æ supp N K = Ø, 则 因 
suppAu N K' C(suppA(x, y)esupps) N K' 
= x, [supp4 Cx, y) fizy'suppu] N K' 
= z,[supp4Cxz, y) 1z,'suppe (1x; K'], 
{E ny K = nZE Nsuppd Cr, y), VÀ ERR 
suppAu NN K' Ce, [n5 supps(125 K'] 
= xy[xy (supp (1K)] 


* 2337 


=ø, 
EAEC 之 元 为 4'(0) z 36. BA CIO) 之 元 的 和 
Dto tER— HK eo, RET 天 ' 按 上 面 的 方式 作 K, 必 只 有 有 限 


多 个 za 《 设 为 His te PUDE suppa, f K ze Ø NER Aus- vts dtt 
外 ， 对 一 切 。 有 suppu NK = $$. BUE SO 4w 也 是 局 部 有 


限 和 。 现 在 作 上 4 的 一 的 C^ 分割 £o.) M u € C7 CO) 可 写 为 
u= >, Pa = bon iias 


而 右 方 是 C8C9) 的 局 部 有 限 和 ,从 而 >, Au 是 e'O) 的 局 部 有 


限 和 。 我 们 就 用 它 作为 4u 的 定义 (很 清楚 ,这 个 定义 是 与 一 的 分 
Ql {qo} ERETXI), TARE 2'(0) 之 元 。 这 样 我 们 就 将 
ARA C 到 D(a) 的 线性 映射 了 。 它 的 连续 性 证 略 . 
由 于 C35(9) 在 C~(9) 中 黎 密 ， 这 样 的 拓展 显然 是 唯一 可 能 的 . 
[2:3 
这 个 定理 是 对 一 般 的 适当 的 算 子 4: C5 (0) 一 D'a) 提出 
的 ， 若 4 是 适当 的 拟 微 分 算 子 , 则 还 应 有 4: C$(0)— C"(O).Bt 
UREA: 4:c"(0)— ca), mA BD XS A: cl) 
C3《20)。 这 些 都 是 很 重要 的 结论 ,在 下 一 节 我 们 将 楼 应 用 它们 . 
现在 讨论 奇 支 集 的 问题 。 和 上 面 一 样 ,我 们 首先 仍然 着 眼 于 
一 般 的 算 子 4:C3(0) 一 g). 
定理 5.1.7 设 上 述 算 子 的 分 布 核 为 4(x, 7)€ D'O Xa), 
而 且 使 4:Co (0) 一 C“"(9) 可 拓展 为 映射 CO) 一 e7'C0) , Wl 
sing supp AC sing supp 4(x,y)o sing supp u, (5.9) 
WE. 3E xf sing supp 4(z, y)» sing supp xs 这 就 是 说 
({xo} X sing supp s) f1siag supp ACz, y) = Ø., 
因为 {ro} X sing sopp « 29 , sing supp 4(z, y) 为 闭 , 所 以 必 可 找 
到 x, 5 sing supp « BJJE PRU £5 V (S 3& 
(U X V)Nsingsupp A(x, y) — Ø. 
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现在 作 at CI) 使 在 singsuppz 附 近 恒 为 1， 则 对 xf 
4'(9)8: 
u = au + (1 — aju, Au = ACau) + A(1 — on, 
fB (1 — æ)u € C3 (Q), Mfg AA — aJu € C”(Q) 而 
sing supp Au Csing supp A Ces). 
[B ACz, y)|U X V% c>, Wx € UBI 4(au)(x) € C^, Xx Et 
说 明 xo £ sing supp 4s 而 定理 证 毕 . 

ARBE—JFíBELULB], PsDO 因为 作为 FIO 的 特例 具有 算 子 相 
RETE. 故 由 定理 4.3.4 知 它 可 以 拓展 为 (0) — D'a) 的 算 子 ， 
所 以 定理 5.1.7 对 PsDO 是 适用 的 。 但 是 由 定理 4.1.8 A 

sing supp A Cr, y)}Cdiag(2 x Q) = ((x, r), x € 0} 
中 ,所 以 对 适合 0<p, 5< 1 的 工 ?类 报 微 分 算 子 有 
snig supp A# Csing supp #, (5.1.10) 
这 是 一 个 极为 重要 的 性 质 。 回忆 一 下 C” 系数 的 线性 偏 微 分 
算 子 
Alr, D) = 2 a (x) D*, 
刚 不 但 .上 式 成 立 而 且 还 有 
supp Au C supp & (5.1.11) 
《这 不 但 可 以 直接 证 明 ， 还 可 以 如 下 看 出 : PDO A, D) 的 核 是 
24 a'(x)8 (x — y), 


]al«m 


因此 supp 4Cr, y)=diag(O x Q) 然后 再 用 定理 5.1.5), (5.1.11) 
称 为 PDO 的 局 部 性 ,十 分 值得 注音 的 是 它 的 逆 也 成 立 ; J. Peetre 
[11, [2] 证 明了 : 任何 线性 连 集 算 于 4: C5(Q) 一 c(a), Tite 


» €.» > ù > > 9 è 
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AMNEM MATERI Ta: 
CICR") — CCRA E (R) — d'(R*)), u(r) > «(x — A) 
就 是 一 个 PsDO; 
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leyla) = ula — h) = Quy È esae, 


可 是 明显 地 没有 局 部 性 。 但 PsDO 有 (5.1.10), 这 个 性 质 称 为 氢 
局 部 性 ， 所 以 上 面 的 结论 可 以 陈述 为 

系 5.1.8 Lz,(9 « ps 5 « 1) 类 氢 微分 算 子 有 所 局 部 性 

4. PsDO 与 浪 前 集 。 我 们 首先 要 推广 PDO 的 拟 局 部 性 到 
微 局 部 的 提 法 上 去 , 即 证 明 WFC4u)CWFCw)。 RS E, 相应 于 
PsDO 的 分 布 核 是 由 


(4G, DP v{x) Duly) > 


一 《2z) n el 9 Ha(s, y, )uGOvCGoOdxdydE 
定义 的 . 当 0< 9, 8 < 3E XXE — IHESU vil BE FE 4.5.15 
W F(AQx, y)) C(Qzx, y, Ora 0,), E 5 0,0, — 0] 
0 (x. Ys E, ~E) E 0, x — yl 
= {(x, E; 2, —5),& v5 0), 

从 而 

WF'(A(x,»)) = {(r, §; + £0] 

Cdiag[ CT*Q\0) x (T*QN0)]. 
我 们 记 WFG, »)) 在 每 一 个 因子 T*QNO 上 的 投影 为 WF 
CO, WE 
WF(A) — ((x, E), E £0}. 

当 AMEN M u EDA), 或 者 当 4€ 8'《9) 时 ， Aug 
是 有 意义 的 .现在 来 应 用 定理 4.5.16 HERR 《4.5.38), 注 意 到 其 
中 的 Ks 就 是 我 们 的 分 布 核 广义 硒 数 4， 即 得 

定理 5.1.9 iAcLL.0-)0,9-l,u€4'(Q), 而且 或 
AJEA, RE ued (A) Au EELMA 

W F(Au)CW F(u), (5.1.12) 

3 VA Bit 258€ pP 4E1 A8 KARR AMERA ARRE A 

实现 局 部 化 。 但 这 只 是 在 x 空间 即 余 切 丛 TONO 的 底 空 间 的 局 
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部 化 。 币 局 部 分 析 则 要 求 既 在 底 空 间 也 在 纤维 空间 中 实现 局 部 化 
(不 妨 称 为 微 局 部 化 )。 这 一 点 可 以 利用 PsDO 来 实现 。 事实 上 ， 
对 于 we (0), & x, € Q, 先 作 截断 函数 p) € C3?(Q) 使 其 支 
SETE xo 点 阶 近 ,于 是 pu € 4 (0) 而 pu (E) 是 一 个 缓 增 函 数 ,如 
REg pu (E) 在 某 一 个 方向 5, € RO RRE, HRTAN A 
E 的 堆 次 齐 性 函数 XCE) ERPE, X HE XGE) = X(5) CG > 0). A 
后 作 氢 微分 算 子 XCD), 我 们 就 说 XD) [o G0 00] 是 既 在 底 空 
闻 的 xo 点、 又 在 纤维 空间 的 5 方向 局 部 化 了 的 一 一 即 实现 了 微 
局 部 化 。 但 是 XCD) 以 XE) AREA 3X —— Ec 3 E SR EE, 而 
X(5) VE29 8 OE ERRAK ERT C (除非 X(S)es const) N JE 
又 需要 作 一 些 修正 ; 切 去 X(#) 在 | 8| e 1 中 的 部 分 ,如 前 所 述 y 
这 样 作 只 会 相差 一 个 正则 化 算 子 .确切 地 说 ， 我 们 要 作 的 iia A 
有 以 下 性 质 : 
i) X(5) € C* 而 且 当 [8] 2 1 MR E HERF HERR, E 
X(8) = XC), 1:21, || zm d 

i) X(5) 之 锥 支 集 在 5, 的 某 个 锥 邻 域 下 内 ; 

ii) Æ ë = 0 H xG) 2: 0, 

KER XCE) 是 很 容易 作 的 , 实际 上 在 单位 球面 15|==1 上 作 
一 个 支 集 在 Eel] 的 某 个 邻 域 中 的 C5(5""!) 函数 ， 当 按 零 次 齐 
性 的 要 求 拓展 到 单位 球面 以 外 ， 最 后 再 用 一 个 在 圭一 0 附近 恒 为 
0 而 支 党 又 位 于 [5| « 1 中 的 CIRE ARERR. 

这 样 作出 了 LE) 和 p) 后 ,我 们 有 - 

EA 5.1.10 Wue? (O), Cess E)E WFC), 则 必 可 找到 
一 个 S? 类 PsDO A(x, D), 使 其 象征 oy 三 1 Meta) i Ga; £D 
的 某 个 锥 邻 域 中 ,而且 As € C3(0)， . 

证 .由 波 前 集 的 定义 ， 在 必要 时 作品 的 一 个 一 的 分 荐 并 p-}， 
并 用 pa ER ule), 可 以 设 ACE) 在 所 的 某 个 锥 邻 域 了 中 急 减 . 作 
LE) Inl SS FUSE SCR CT V H, Hifg—T SLINIOSEV,€V A 
X()se1i(|l£|] 2 D.rx | XGgs(5) AW A ifi XD) ul) € 
C"(Q). FHE pG) e cia) HE 如 附近 (x) 9 1 于 是 
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PXD Jula) € CE). 
4 Alr, D) = POX), WEB Jt Ec COE Ies. CE SR TIED 
calx, E) = dX), 
4 显然 合 于 所 有 求 。 证 毕 ， 

上 一 章 $5 中 说 过 , 波 前 集 粗 略 说 来 就 是 “ 坏 方 向 ”的 集合 , 现 
在 既然 已 用 一 个 PsDO Ala, D) 在 余 切 从 中 将 ACE) 的 “ 坏 的 ” 频 
Xn A EUER, 余下 的 自然 是 “好 ”的 频率 成 分 , 其 表现 就 是 due 
Cf(Q)。 这 定理 的 逆 也 是 成 立 的 . 

EW 5.111 jZ ueg’), (xos £)€9 x (R'N0), 4C, 
D)E L' 而 且 其 象征 a4(x, E) = mods”) 于 (xo, &). 的 某 个 
锥 邻 域 中 ,车 4w ke Cca), W (xo, E)E WF»). 

证 ， 和 上面 一 样 作 X(5), 使 它 的 支 集 在 ESTA HERE, 
而 且 当 |E] Z1 时 对 $ 为 零 次 齐 性 , 且 XC) — 0T &£ — 0 IE, 
再 作 g) e C3 使 在 + 附近 qlx) 三 1。 适当 选取 与 X 的 支 集 ， 
必 可 知 

X(E)g (o (x, E) = X(5)o (s) (modS 7), 
从 而 
X(D)oG)A(x, D) — XD p(x) E L, 
把 双方 作用 到 ww 上， 因为 4(z, Dw eCa), eG A(x, Du € 
C3(9), M. Tfi X(D)g GO A(x , D)u € C7CQ), 而 有 XC(D)g(x)wE€ 
c^(0). 

现在 进一步 证 明 XC D)eGOw € (BR")。 因 为 这 样 就 知道 
XEJpulE) E SCR"). 从 而 pu(#) 在 5 附近 急 减 ,而 由 波 前 集 
的 定义 即 知 Cros Eo) € W FC). 

为 了 证 明 X(D)gGO« € S" CR), 我 们 要 用 下 面 的 引 理 : 

引 理 5112 设 ez'(R*),XG)E3S2。 则 当 

dist(r, supp r) 之 1 


| D*X(D)e GO) | < Canje] 7". (5.1.13) 
WE. BO E£Ux()e S7, MARYI D"XCD) 合并 , 视 为 一 
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个 PsDO mi & — 0， 又 因 地 ' 广义 函数 可 以 表示 为 
(G)— Y Dee. 


A la| «i 
vu(x) EFAA, BEUL XR i ESL BR h Bg ex) e (9n 
CÈR”). 这 样 由 
X(D)«Q) 一 Qy* || eX dys, 
利用 
Je — yA) e E een, (544) 
而 反复 应 用 分 部 积分 法 有 
XCD)o»(x) = (2x) 人 eT HEC AXLE) NC —»N. 
- vly)dydë, 
这 个 积分 是 有 意义 的 ,因为 ytsuppv， JA ifa [x — yl 2» dist(x， 
sppr) 之 1、' 当 充分 大 时 
(7 AQUI) € som | 
ER; 上 绝对 可 积 ， 从 而 上 之 积分 收敛 而 且 可 以 用 dx] ON s 
估计 《lz| 充分 大 )。 引 理 证 毕 .… 
将 这 个 引 理 用 到 X(D)p(x)an E, W plu H v, THRE 
《BR") 中 ,而 且 当 [x] 一 co 时, diss, supp pu) > 1 自然 满足 。 
定理 证 毕 . 


应 用 式 (5.1.14) 并 反复 作 分 部 积分 是 一 个 常用 的 技巧 ， 今 后 
还 会 多 次 用 到 . : i 
这 个 定理 还 有 重要 推广 ,将 在 $ 4 中 讨论 ( 见 定理 5.4.6》。 


$2. 拟 微 分 算 子 的 代数 


L 拟 微 分 算 子 的 基本 特征 。 本 节 的 主要 内 容 是 证 明 ULT, 


(00,8 过 1 而 且 5 < p) 类 的 所 微分 算 子 在 modL7z3 LF 
构成 一 个 代数 。 这 个 代数 中 的 乘法 了 解 为 算 子 的 复合 ,而 且 其 中 
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还 有 转 置 与 伴 商 种 对 合 运算 。 “modLz3” 的 限制 是 很 自然 的 , 因 
为 PsDO 作为 具有 算 子 相 函 数 的 IIO, 是 C3(8) 一 c7(9) B9 Bh 
射 ， 而 且 可 以 拓展 为 2《0) De) (QR E— 3€ $ 5, 因此 若 
AEL, BE Lia, AaB 一 般 地 是 没有 意义 的 ;但 是 若 A, BES 
当 的 ， 则 它们 是 Ci) -> ca) (G (9)  &'(0)) 的 映射 ( 定 
理 5.1.6 的 推论 ), 因此 40 B HE V. 但 是 每 一 个 Pspo 都 可 以 
modLz5 而 化 为 适当 的 PsDO GE 38 5.1.4), 所 以 在 本 节 中 便 设 
«cp, 8 < 1 使 得 每 一 个 所 微分 算 于 均 可 modLz5 而 成 为 适当 的 . 
我 们 也 可 以 说 本 节 的 内 容 就 是 证 明 适 当 的 PaDo 构成 一 个 代数 ， 
关于 适当 的 拟 微分 算 子 。 我 们 在 上 一 节 中 已 经 王 明 了 的 事实 可 以 
再 归结 为 : 适当 的 Pspo 是 C8(9) 一 C3(9) (或 C“(G) 一 Cn 
《9)) 的 连续 线性 映射 ， 而且 由 于 它们 具有 算 子 相 函 数 , 所 以 又 可 
以 拓展 为 多 "(8) 一 a (0) Gk 4 (0) — d (9) B8 xe 8 ER b 
BUM; 对 于 以 aCe, y, E) € 57 为 振幅 函数 的 PSDO, 只 要 用 一 个 
支 集 在 x 一 ?附近 的 函数 o(x, y) 去 悉 ( 这 时 相应 的 分 布 核 也 被 
乘 以 elr, y)) 就 可 以 得 到 一 个 适 EROU TET ti 5 f STR 
BuE—TLISAG. 
现在 我 们 要 刻 划 PsDO, 即 给 出 一 个 标志 PsDO 的 特征 性 质 ， 
为 此 、 首 先 要 讨论 PDO 作用 到 指数 类 型 的 函数 上 所 得 的 结果 。 
下 面 的 定理 5.2.1 炊 它 使 用 的 相当 复杂 的 技巧 和 它 的 推论 (特别 是 
有 关 和 象征 的 结论 ) 来 看 ,都 是 一 个 很 基 木 的 定理 ， 
:定理 5.2.1 dE4cLt(0-o5-1,90-5),]f(x,0)€ 
S1,(Q, R") Xt x EU C xc SE, (2,0) € C"(Q x (R"\0)) 取 实 
值 且 对 6 为 一 次 正 齐 性 ,和 而且 
34 (x,0) € .on supp f(x, 80), 0 = 0 li] d,5(x,8) » 0, (5.2.1) 
令 
Dla, 0) = EDA Ca, BJD, — (522) 
则 有 以 下 的 结论 
(3) (x, 8) € SZ$*CO x (R'N0)). 
-d) Cx, 0) AUFERET A 
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b(x, 0) ~ 5) tm (8T Dia) x palar, 0)) 


dB 
: DOO, 0)e'**95|,2,, (52.3) 
这 里 alr, y, E) 是 4 的 振幅 函数 ,而 

R(x, Is 8) = ply, 8) = plx, 8) XE (o. Cx, 0).y xy X). 

iii) blr, 8) = alx, £, PCr, 8, 8) mod Seien 渐 
近 式 (5.2.3) 的 一 般 项 属于 52,557 22， 因 而 它 作 为 一 个 渐 近 式 
是 有 意义 的 . 

证 ， 任 取 一 点 Cras 06,) € Q Xx《R"\0) 并 在 其 某 一 个 锥 邻 域 中 
证 明 我 们 的 定理 即 可 ， 因 为 可 以 把 这 些 锥 邻 域 中 的 结果 综合 起 来 
而 得 定理 之 证 . 

BAZEN: QEPET Ie, 00699 上 ,有 

b(x, 0) 

= crit (aa) [È er ols, y, DK, Odds, 
4 a(x, y, Es 8) IEA » monio 3c OS K, 则 由 假设 KEA, 
今 取 r+ = |8|, w = 0/10], E = ra, WS 
b(x, 0) 
= enemy ([ omma, y, eK re)dydn, 
(s, w, Ys 9) ec {x T. yn + lys o). 

我 们 想 用 稳定 位 相 靶 来 展开 上 式 ,为 此 我 们 先 把 上 式 按 ? 截断 , 即 
Eu EER, EH [m] < 7 Na) — 1, M In 2 7 Bj 


p(n) — 0, 
这 里 + 一 ufbdpGu 0-0 (注意 (5.2.1))。 于 是 将 PG 0) 
分 为 两 部 分 : 
Ilr, t, 1) = rhe 77 9(2,)7 2] e"*aufdyda, (5.2.4) 
在 这 一 部 分 中 


= 263 。 


|4,0| = | 一 9 十 gg(y，o)| > A >09, 


RERA ES UEBHOSE— BUE KLEIN A b 一 0(r-*)， 事 实 上 , 作 一 
阶 微分 算 子 
L = |d,oCy, wo) 一 n| "(dh -— 75 Dy», 
1 


BILL LG) 一 co， 反复 应 用 分 部 积分 法 有 
I(x, 0,7) = r Ne Ug) li e" ?L^* apf dydy, 


AE I(x,o,r) 07) = OCI8] ^5, ifii I(x, o, v) € 575 
(关于 导数 的 估计 可 以 类 拟 地 进行 )。 记 余 下 的 部 分 为 Krs o, 
了) b(x,0) — l(x, co, v), 我 们 用 稳定 位 相 法 来 对 它 进 行 估 
V. 为 此 先 求 相 函 数 的 临界 点 , 并 且 看 一 看 它 是 否 非 退化 的 。 对 
HAR 4. 
2 四 一 dyplys e) — y, d,QD—x-—y 
因此 其 临界 点 是 (r, o; x. dypl, w))， 在 此 点 
„n (95 —I 
Hess 一 多 24r à ). 
因此 [dero"| = 1, M sgo” 一 0。 {Eyo = xos o dob, om), 
yjxr aE3B fbi A A Cros 053 Yos m) 应 用 Morse 引 理 《 引 理 4.4.4) 
知道 有 xo, o 的 邻 域 U 与 V 以 及 集 Wa = (Gn, dob, o): Gr, 
wm) EU XV} 的 邻 域 所 ,可 在 其 中 应 用 Morse 8988 43 LR, F 
是 令 p(y, 9)E CECW) HEW. beal, 考虑 积分 
JG a, £) = e (EY VE oat — aisi, 
RRUBEE MOS (x, 3 y, ns v) 的 函数 
eC, 1)a(s, y, v2)fC y, ro 一 u()) 
E SPITO X S,L., X QX R" X R,), 
对 它 应 用 稳定 位 相公 式 (定理 4.4.5， 在 那里 振幅 函数 规定 在 ge 
类 中 ,但 结果 对 ac, 显然 适用 ) 有 
ESos(U X V Xx R,) 
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且 有 渐 近 黑 开 式 《 见 (4.4.28)) 

AG, iD, r) d Se, 05, Ys n Dys D,) 

[ax, », rays TO) lor ,n= cns (5.2.5) 

RERE? 与 1 aa) 的 导数 截 吸收 到 麦 达 式 S CE TRE Bt 
数 筷 24 的 微分 算 子 ) 中 去 了 ,5; 还 与 有 关 . 

现在 我 们 来 进一步 型 请 式 (5.2.5) 中 的 各 项 .将 % 再 改写 为 
8/|8| , 同时 注意 到 S, BE PR 4.4.5 中 的 Ru, 这 样 、(5.2.5) 中 的 
一 般 项 是 


Ca xy 850205 [a(x sy, E 0) ] yx tente» 
let 1g] 2k 


(5.2.6) 
{B R a € Sz, 1€524, DA af € S24? rfi 0205 af) € SpA nott 
但 是 Ca, XE 8 的 —& 次 正 齐 性 函数 ， 从 而 CoE S cs, 因 此 
上 式 的 一 般 项 属于 $247 4 56755 但 是 
—&—e|e| 十 8181 = —Clel + |81XXe—2)—&— lala + ille 
E TT 
x a (o — 8). 
MUS iu 6.2.5) 的 一 般 项 为 6, (x, 0), WA 
JG. w, r) ~ 95,0), BE SIS pe, (527) 
| 
现在 再 进一步 讨论 bu, 0) 的 表达 式 , 这 里 关键 在 于 弄 清 式 
(5.2.6) 中 的 cales 0). 为 此 ,我们 应 该 注意 cae 即 由 定理 4.4.5 
中 的 《076,, 8,5 而 来 , 因此 , 它 只 依赖 于 而 与 a, f 的 选取 无 
X. 故 为 了 具体 算出 cus 只 需 对 特定 的 *， 了 去 计算 即 可 。 现 
在 令 a(x, Ya E) = Q(x, EO)» oË 5 的 多 项 式 , 而 g E y 的 C8 
函数 。 这 时 
b(x, 8) = eNO(r, Dy(gfe'?) 
= (in S L DfsG) - (POs Denm, 
S OB 


YE Taylor 展开 式 py, 89) = (e, 0) FE (4:(3,0), y — n) tR 
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ORO Cy, D,)(fe Lu, 
2 E 01 0G, drola, 0))DS fe) yes 
因此 l 
sx, 0) ~ M Bs LCDR aCe, y, d, (9, DIG) =s 


它 正 是 (5.2.3) 的 右 方 ， 
于 此 ,余下 的 只 是 要 证 明 7 一 J,€ 55,3。 这 里 


T 


J— h=" (Sy ff e" (1 — o)af(1 — pydydn. (5.2.8) 
作 一 阶 微分 算 子 
L = (Igp, o) ~al + 1z — y> 
e [Kdy 9) — n, Dy) + (x — y, D), 
由 于 在 W. Eo 一 1, 从 而 在 spp(t — e) 上 idoly, o) — 9 十 
(x — yy + 0, 而 且 经 简单 的 计算 可 见 


EU AL pe 


RA (5.2.8) 并 且 反 复 应 用 分 部 积分 法 ,可 将 积分 号 下 化 为 
x e"*CL)5 A — gy — of, 
它 是 以 下 形式 的 项 的 和 

E cx, 0, y, 3)D$Dja(s, y, v1) |v|*DyfCy, vo), 


其 中 laf 181 十 |7| <k, 和 是 任意 非 负 整 数 。 由 于 
[t 一 p(y，?)][1 — aQDYCI2 9», 0) — 401? 0 1x — |t 
^n BOY S7. 易 见 上 式 中 的 c 对 于 属于 S*。 从 而 对 上 式 可 以 
用 : 
Cv (1 + 9] 7*1 t rinl Qr cag pie ie 


来 估计 。 又 因 在 sapp(1 一 2) 上 laj > ,所 以 上 式 还 可 用 
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Cru tatIIlobtizD- cii ImiG 
* Cp kta +B Hr (g 一 max(5， 1 — e) « 1) 
< 人 CTmT9 一 AL 
Kiih. Bik, 由 于 不 可 以 任意 取 , 48.0 J h= olen), 
VN, 对 了 一 天 的 导数 可 以 作 类 似 的 估计 。 定 理 证 毕 。 
应 用 这 个 定理 即 可 得 出 克 划 PsDO 的 和 性质: 
定理 522 设 4: Ci) 一 C"(0) 是 一 个 线性 连续 算 子 , 则 
A € L7, 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 一 著 fe CSCO) 
eseP(lfe'st) € S70 x R*). (5.2.9) 
证 ， 必 要 性 由 定理 5.2.1 可 以 直接 得 出 ， 因 为 fE C$ (2) C 
S,CQ X R*), 因此 内需 证 明 充 分 狂 即 可 。 令 {pj} 是 Q 上 的 一 个 
一 的 C* 分 割 , 866 CCO) 适合 pj = 1 F supp ø; EH (supp £j) 45 
为 局 部 有 限 的 。 对 «€ c(a), 由 Fourier 逆 变 换 公 式 ， 


pm) G2 = Qa? [nt oa) de 


= Q«y" | iG e" ost, 


这 是 一 个 Co CO) 函数 ,而 由 4 的 连续 福 知 可 议 在 积分 号 下 施 以 4 
而 有 


Alp) 一 Quy" | ePi, EXCo) Gd 
(0 | tme. Eyo u dyak, 
RE HRE P(r, E) = eA") € SZ. 对 了 求 和 即 有 
GG = Q7 | eG y, DuGDapis, 
plr, y, E) = 2; Pj, E)eiCy) € SZ4(0 X Q x R^), 


bx, Y» £) 是 有 意义 的 ,因为 上 述 的 >; E [supp eil 之 局 部 有 限 


性 而 总 是 有 意义 的 。 所 以 4€ Las. WEE. 
在 上 面 的 两 个 定理 中 , 洁 设 4 十 适当 的 , 则 在 定理 5.2.1 中 ,不 
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必 设 了 对 * 有 紧 支 集 : 在 定理 5.2.2 中 亦 可 设 f 二 1。 这 是 因为 ， 
例如 在 定理 5.2.1 Wn, Hb xc KEO, 则 积分 5(x, 8) 实际 上 对 ?是 
在 紧 集 Ki = xz,(x-'KKflsupp AG, y)) 上 进行 的 , 4(x, y) 是 相应 
于 4 的 分 布 核 ， 因 此 令 X(y) € Cc(0) HAE Ky E X sm 1, 则 用 对 
RE f, bC, 9) 不 会 改变 ,而 Xf € C?C9). 

2. PaDO 的 象征 。 在 上 一 节 中 我 们 说 PsDO RA AR 
BRS ER, 则 此 振幅 函数 称 为 象征 。 因此 间 题 在 于 是 否 一 切 
PsDO 均 有 象征 存在 ,以 及 象征 在 何 种 程度 上 决定 一 个 PsDO. 

先 设 PDO 4 是 适当 的 , 则 由 4 可 定义 一 个 算 子 《 仍 记 为 4): 

4:C*(R*) > c7(0)— C*(0). 
第 一 个 箭头 是 限制 映射 ， 若 将 这 个 算 子 作用 到 
sz) = Qu" | "tatis, «ee 
上 去 ,并 视 式 左 为 C"(R") 函数 , 则 有 
CAUCE) = Q7 | PCen EACEYaE, (5.2.10) 


这 里 ple, E) — ACE) 即 定理 5.2.1 中 决定 的 Sz, 函数 。 于 
是 有 
XE 5.2.3 车 4 € LZ, 是 适当 的 , 则 必 存 在 
P. E) = eA CE) e ST, (52.11) 
f (5.2.10) 成 立 ， 而且, 若 4 的 振幅 函数 是 au. y. 5), 则 有 


PG E) ~ D3 $ ODsalzs ys bs, (52.12) 


上 述 的 p(x, E) 是 唯一 的 . | 

WE. E S^ 在 CoR") h A do e, 用 上 面 的 说 明 即 知 
(5.2.11) 存在 而 且 是 唯一 的 。 渐 近 式 (5.2.12) 可 由 定理 5.2.1 直 
接 得 出 . 

PG. E) 称 为 4 的 全 象征 ， 于 是 对 于 适当 的 PDOA € LZ, 
全 象征 在 mod(353) 意义 下 是 唯一 存在 的 。 对 于 一 般 的 PsDO A € 
Lis 由 上 节 知 . 必 可 找到 一 个 适当 的 A E Le 使 4 二 4, 二 4, 而 
4)€ L733。， 若 有 4 的 男 一 个 分 解 4 一 Ai t An 则 相应 于 4 和 


A 的 全 象征 之 差 交 xs E) — P, E) € 5853。 前 面 已 经 说 过 、 孝 虚 
一 个 PDO 4 E LZ, 时, 我 们 时 常 是 考虑 它 在 Ls/ Lz.s 中 的 一 个 
等 价 类 .我 们 也 时 常 就 用 4 表示 这 个 等 价 类 .在 这 个 等 价 类 中 可 
以 找到 许多 适当 的 PsDO 作为 其 代表 元 ， 它 们 的 全 象征 除 相 2E 
一 个 525 函数 外 是 相同 的 ， 也 就 是 说 属于 525/5255 的 同一 个 等 价 
类 之 中 ， Lasi Lpa 和 52,/5,5 部 是 线性 空间 , 于 是 上 面 我 们 所 讨 
论 的 可 以 归结 为 : LTG/LIA 与 Se1S53 是 同 构 的 。 轴 而 我 们 有 
.定义 5.2&4 REH o LL LIS SLS£» 称 为 PsDO 

AE Lrs 的 全 象征。 以 后 我 们 记 (5.2.11) 29 old), 也 记 4— p. 
吕 ), 这 些 记 法 当然 应 该 分 别 在 mods) mod LIDEN TER. 

以 上 的 讨论 当然 是 对 0< ps35<1 而 且 ?<pe 的 L2e 类 中 
的 PsDO 而 言 的 ， 

再 看 渐 近 展开 式 (5.2.12), 它 的 主 项 是 alr, x, E) € SZ4(QOX 
R"), 而 其 余 各 项 则 属于 52,70 (a x R) 一 般 说 来 , EAR 
£x, E)E Sz, 的 渐 近 展开 式 


plx, E) i 2; fin, E) x AEP £) + glr, E) (5.2.13) 


这 里 pele, E)E S2, 而 (m) | — 0, m=m, 则 als E) € SC 
S24 从 而 olaa, E) € 524/825 应 该 对 应 于 4Cr, D) € LZ Las. 
HE a0: 524/1525 一 Leal Lzs 比较 并 且 求 商 , 即 知 有 一 个 很 
简单 的 同 构 
: Loal Los 一 051S23。 

Pe, E) (以 后 ee Pr 为 px) 在 右 方 的 等 价 类 就 称 
为 相应 PsDO 类 的 主 象征 。 更 准确 些 说 , 称 同 构 o 为 主 象征 。 d. 
是 通常 我 们 简单 地 就 说 pwkzr:s) 是 PsDO 4 (5.2.10) 的 主 象 征 ， 

有 一 个 特别 重要 的 情况 是 : 展开 式 《5.2.13) 中 的 Pelr, E) 
对 是 m, 阶 正 齐 性 项 数 .这 时 称 PsDO px, D) 为 经 典 的 拟 微 分 
算 子 , 它 有 一 个 典 则 的 主 象征 Palir, E) 是 的 mw 阶 正 齐 性 澳 数 ， 
经 典 的 PsDO 类 以 后 将 记 作 例如 CL?。。 lon, MT ERE RAT 
算 子 (当然 是 经 典 的 PsDO) 
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Plr, D) = 3 a,GOD*, 


lal«o 


其 全 象征 和 主 象征 分 别 就 是 我 们 熟知 的 
| P(e, E) = D) aG, 


ia | «m 


Poles E) 一 S q(x)E’, 


iala 


后 者 我 们 时 常 称 为 主 部 (或 称 相应 的 PDO Palt, D)= >) aL) 


D* 为 主 部 ). 
3. PsDO 的 代数 。 现在 我 们 要 证 明 ULLO <p 8< 1， 


6 « o) 构成 一 个 代数 ， 

首先 显而易见 的 是 它 构成 线性 空间 。 不 但 如 此 , 它 还 是 环 
C"(Q) 上 的 模 (module); 事实 上 , 若 alr) € C7(0), WH 4 € L7, 
有 

(a4 Jula) = Q7 [| aP, Yuly) dyds. 

因此 «4 € Lis 3&3 52,/855 是 环 C"(9》 上 的 模 是 相应 的 . 

作为 一 个 代数 ,应 该 有 “乘法 ”， 拟 微分 算 子 类 ULT, (WE 
法 就 是 算 子 的 复合 。 但 是 一 般 的 PsDO 是 一 个 映射 C8(8) 一 c7 
(29), 因此, 一 般 地 不 能 复合 。 但 是 当 我 们 在 Lz/Lzs 的 等 价 
类 中 取 适 当 的 PsDO 为 代表 元 时 ， 则 因 适 当 的 PsDO 是 cs (0) 
C; CO) GR (0) 4'CO)) 的 连续 线性 映射 ,所 以 可 以 复合 ,而 
有 

定理 5.2.5 设 适 当 的 PsDO 4€ LPY, BE Lz5, N] BoA 也 是 
适当 的 PsDO, H Bed4E 工 9” 而 且 有 以 下 的 渐 近 展开 式 ; 


o(BoA)(x, E) ~ S3 x 816( Bx, E) - Dio( A)(s, E). 


(5.2.14) 
WE. BoA4 显然 是 有 意义 的 ,而 且 它 可 以 写成 


770» 


(o4) = (2a | BCEA, EDDIE 


i (2a) | ete EBCo AA NIAE, 


对 BCcrrtcC47) 应 用 定理 5.2.1, 取 ol4)Cx,5) 26b eO), 
* .为 其 中 的 ol, 0), "EIER (x, 0) 38 x RETCORCE SEA SAP, 
适合 其 一 切 条 件 , [BUS 3 是 适当 的 。 正 如 定理 5.2.2 后 的 说 明 所 指 
出 的 ,这 时 不 必要 求 f(x, 8) 对 * 有 紧 支 集 ， 因 此 ， 
eB e CAY) € Sgt, 
而 且 有 以 下 的 渐 近 展开 式 一 一 注意 到 现在 R(x, y, 0) =0, 而且 
A (5.2.3) 中 的 alr, y, E) MEE (BX, E) 与 ”无 关 , 故 一 切 
f o 的 项 自然 消失 , 故 有 | 
ol Bo A)(x, E) = e 5B(e'ta( A Xs, E» 
ui - 0t«(BYs, E) ` DECANE, E). 


现在 余下 的 是 志和 证明 BoA 是 适当 的 。 在 定理 5. 1.6 中 证 明 
Ti 若 一 个 算 子 4: C5(0) 2 (2) REAN, WIERE 
K&€Q,J. ur x $153 — 4X8 K'EQ, 使 当 suppucK MV supp4xC 
六。 实际 上 它 的 逆 也 成 立 。 准 确 些 说 ,我 们 有 AE DTE 
引 理 5.2.6 PsDO 算 子 4 为 适当 的 充分 必要 条 件 是 对 于 4 
及 其 转 置 ‘4, 雇 下 性 质 成 立 : YKE, IK TOB pCR 
supp AuC K'(supp 'Au C K'), 
因为 这 里 涉及 转 置 算 子 ， 所 以 将 在 下 面 证 明 ， MERERI B 
后 ,定理 5.25 证 毕 ， 
PsDO 代数 是 具有 两 个 对 合 运算 的 代数 . 所 谓 代数 a an DA 
合 , 就 是 一 个 自 同 态 上:: .er 一 .wz 使 得 2 一 和。 现在 我 们 要 讲 的 
对 合 就 是 转 置 运算 与 伴 运算 ，BsDO 4 的 转 置 算 子 4 TUN $ 
A* 的 定义 分 别 是 : 对 x, ve C8 o . 
(Au, 2) = Cu, Au); PON 
(Au, v) = ei 4*2, (5.2.16) 
它们 的 差别 在 于 其 一 基于 Euclid 配对 ， 另 一 个 基于 Hermite 配 
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对 .很 明显 
CA) — A (4 — 4, 
定理 5.2.7 Up 4 为 适当 前 PsDO, A € Ls, 则 可 以 定义 14 
与 4* 也 是 L2, 中 的 适当 的 PsDO, 而 县 它们 的 象征 各 为 ， 


o( AY, 8) ~ S] l ƏDA Xa, —E), (5.2.17) 


oA zs, E) ~ Dy ODA NEE) (5.2.18) 


证 ”由 定义 (5.2.15) 与 (5.2.16) 有 
(du, v) = (u,'A4v) 
m Gy f| emot, Dwooscodsapat, 
(Au, ») = (u, A*v) 
~ Gy Herm AN, EuGosGOdsdydt, 
这 里 的 积分 部 应 理解 为 振荡 积分 ， 应 用 Fubini 定理 ( 见 第 四 章 ， 
5 1.2. 末 ), 知 它们 可 以 分 别 写 为 
(u, 4v) | 
- «96 + ax {| emo a), 0coasit, 
(ut, A*v) 
= «opas > Guy" (| metae, oi ooiedt. 
所 以 ,在 交换 > 与? 以 后 有 | 
CAv)G) = Qe" (È "coo, Deos 


== Quy" Jj c7" o(4Y(y, —EyvG)dydE, 
在 后 式 中 我 们 将 ART 一 5。 同 理 | 
(4*v)(2 
= Qn [| AANG, «oos. 
这 里 的 积分 仍 应 理解 为 振荡 积分 . 
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MA'A 与 A*A LZ, PsDO, 而 其 报 荡 函数 (不 是 象征 ) 各 
X o(4)(y, —E) Sio(A)(y, E). REL FE GE E 5.2.3 的 式 (5.2.12) 
RAE . 


e(4Xs, E) ~ 85 > OpDzo(4) G5, —E); 
olA*)(x, 5) ~ 5) 1 0:Dio( Ne, E). 


余下 的 仅 是 要 证 明 4 与 4* 仍 是 适当 的 ， 这 是 很 容易 的 , 因 
为 若 记 A,'4 与 4* 的 分 布 核 各 为 Alr, y) Alx, y), 4), 
则 而 (5.2.15) 与 (5.2.16) 有 

(Ax, y), «(y)v(x)) = CAa(x, y), ONDU) 

(4G, 30, uv)» — (A9, 10, v0 9x), 

因此 


"Ax, y) = AQ, x), AT, y) = AC0. X), 
而 相应 的 投影 算 子 (记号 自明 ) 分 别 适 合 
因此 当 4 为 适当 的 PsDO 时 ,'4 与 4* 也 都 是 适当 的 PSDO, 定理 
证 毕 . 

EE. 定理 5.2.7 对 一 般 的 , 即 不 一 定 适当 的 PsDO 也 是 成 立 的 
(当然 '4 与 4* 不 再 是 适当 的 ). 这 是 因为 任 一 个 PsDO 4 € LZ 
均 可 写 为 4 一 dA t R, 4 是 适当 的 ， 而 及 是 正则 化 算 子 ( 即 有 
C” 核 的 积分 算 子 )、 但 正则 化 算 子 的 转 置 算 子 与 伴 算 工 仍然 是 正 
则 化 算 子 , 而 对 4, 则 可 用 定理 52.7 , 正则 化 算 子 相应 的 象征 归 人 
(5.2.17), (5.2.18) 的 “一 ”之 mod (575) 中 即 得 定理 的 证 明 ， 

最 后 给 出 引 理 5.2.6 的 证 明 。 其 必要 性 是 明显 的 ,为 了 证 明 其 
充分 狂 , 我 们 先 证 mm: supp dlr, y) — O, (r, Y) y 是 适当 的 ， 
取 KEQ 为 一 紧 集 , 按 引 理 52.6 作出 K'e Qo 并 证 明 

zz (K)fisupp 4d(x, »)C K' XK. 
事实 上 , E Qs Y) € QVE) X K, 作 plr, Y) — pep) € 
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CICA x O) 而 其 支 集 在 《xo, Y) 的 充分 小 分 域 中 , 则 由 引 理 5.2.6 
RIRH CAC y), per)ex(7)y 一 0. 由 CC2)@C5(09) 在 C$ (0X 
2) 中 的 猎 密 性 ， 即 知 对 一 般 的 plr, y) € Cz (0 x 0), 当 其 支 集 
FE Gr, Yo) 的 充分 小 邻 域 中 时 ,《4Cx,y); p 0) — 0. A if 
cmOK)suppd(x, y)CK' X K. H'A 的 适当 性 又 可 得 及 之 适 
当 人 性 .。 引 理 证 毕 , 
以 上 我 们 讨论 了 8o4, '4, 4* 的 象征 。 但 主 象征 的 讨论 是 
十 分 重要 的 。 由 (5.2.14), (5.2.17), (5.2.18) 3r BI EE 
ee Omm BoA) = ov (BYx, Ee, Ar, E), (5.2.19) 
on(’A)x, E) = on AY, — E), (5.2.20) 
es CA*) (x, E) = o CA, E). 65.2.21) 
特别 有 意义 的 是 (5.2.19)。 从 主 象征 来 看 ， 
05 am (Bo 4) = omm, (49 B), 
但 从 全 象征 来 看 ,oC(BoA4) 关 oA4oB)， 事 实 上 , H (52.14), 
7(Bo4) 与 cf4eB) 的 渐 近 展开 式 , 只 有 1a] —0 的 项 相同 ,而 lal 
=] 时 就 有 y 


a(BoA); i52 DE Om (B): pa A)» 
>B), 1 9 
oAoB); T 2 Da, 
二 者 并 不 相向 . 从 而 
caen suu down [Sos (4) Bes (B) 


..9. 
Tm (B) 8E, Im Cd), 


i tl 06s Ox, 
9o, (4) Ooms( BY) | 
Ox, 85. 
很 清楚 右 方 属于 Spi 我 们 定义 (x, 8) PU PRI f. 5 ge RS 
Poisson EGN {fs} 是 


[8f 8g _ðj 8g 
2D UE a na oe | (5.2.22) 
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于 是 知道 : 两 个 适当 的 PPO AE LIY, B EL? 的 交换 子 
[4, B] = 40B — BoA (5.2.23) 
是 Les 类 PDO, 而 其 主 象征 是 


omtm I4, B1) m los LA), om(B)}。 《5.2.24) 


交换 子 ,Poisson EIU E XX (5.2.24) 在 以 后 都 是 很 重要 的 ， 
4. 微 局 部 的 考虑 .现在 我 们 要 讨论 在 PsDO 代数 中 进行 种 种 
运算 时 , 波 前 集 的 变化 。 
这 里 我 们 只 讨论 PsDO 的 复 令 。 为 此 ， 我 们 更 为 一 般 地 提出 
以 下 问题 : 设 有 开 集 Oa 0,, O. DURT Z E R, R», R" 而 
线性 算 子 4: C1 (92) 一 £2'C9,), B: C) 一 ZC), In) 4E 
什么 条 和 伍 下 可 以 定义 Be4: CICA) 一 D'A), i B. WFCBoA) 
与 WF(B),WFCA) 的 关系 如 何 ? 这 里 和 以 下 对 算 子 及 其 相应 的 
分 布 核 用 相同 的 记号 . 
为 了 解决 这 个 问题 ,我 们 要 应 用 上 一 章 $5,n°5 的 定理 4.5.15 
和 4.5.16, & u € CEQ), v = Au € Q'(Q,), 由 定理 4.5.16 有 
WF(v)C WF'(A)osuppst, (5.2.25) 
又 显然 有 
supp zcCsupp 4osupp ex。 (5.2.26) 
这 是 因为 车 og supp 4osupp wu， 则 必 有 其 一 个 邻 域 忆 
U N supp Aesupp u = ġ, 

这 就 是 说 {supp# X U)N supp 4 = 6, A ik, 2$ X EC?) RU) 
supp(sG9X) = supp « X supp X 5 supp 4 ZZA p, 从 而 
(A, u39X) = (Au ,X) = (o, X) — 0, 

从 而 xo supp v, 因此 ,由 定理 4.5.15, 车 
WF'CB)S(WF'CA)esupps) CQ, X R^A0 = T*0,, (5.2.27) 
supp BN (Q, X (supp Aosupp «)) 


-全 > G, 为 适当 ， (5.2.28) 

则 B,--Bo4u 总 是 可 以 定义 的 。 所 以 为 使 Bo4 ARLA Bota 

对 一 切 * 有 意义 、 我 们 需要 讨论 何 时 上 述 两 个 条 件 对 一 切 w& 
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CICO Rz. 现在 对 a(x,?)€ (0. x 9,) 的 波 前 集 
WF(u)CT*(Q, x 0,) 


引信 两 个 与 投影 相近 的 概念 
WF,Qu)-10,3)€T*2,; 3x € 0, E 
(2,0; Y, 3) € WF'(u)], (5.2.29) 
WF,(s)-—1i((,D€7*9,; Iy €Q, 使 
(x, E5 y, O € WF). (5.2.30) 


利用 这 个 记号 即 知 ,〈5.2.277) 55 (5.2.28) $5 — W u € C(O.) 成 立 
的 充分 条 件 是 
PDN WF,(A) — 由， 
(suppB X suppA) 1 (Q, X disg(Q, X Q,) X 0.) 
>Q: x Q。 为 适当 。 

这 时 Bod: Ce(9,) 一 £2'CO.) 有 定义 ,而 且 由 定理 4.5.16 知 , # 
u — 0 F C$ (0,) IB, AH Boda 0 T (0) 中 .总 之 ,我 们 
有 


(5.2.31) 


定理 5.2.8 在 条 件 《5.2.31) 下 可 以 定义 BoA: C) 一 D 
(9,) 的 线性 连续 算 子 。 
关于 Bea 的 波 前 集 我 们 有 : 在 定理 5.2.8 的 条 件 下 ,有 
WF'(BeA)C[WF'(B)oWF'(A4)] UIWF,(B)x(Q,x10] 
UIC, x 10) x WFLCA)], (5.2.32) 
这 里 
WF,(B) = (x, E), 38y€Q, E (xz, E; y, 00€ WF(B)], 
WFCA) = (6,55; 3» €Q, 8 (5,0; 2, DD €WEF'CA)]. 
这 个 结论 的 证 明 可 以 参看 Hórmander [16], 
现在 把 这 个 结论 用 于 PsDO、 注 意 到 ,由 定理 4.5.10, PsDO 4 
的 波 前 集 应 适合 
WF(A)Ci((Q, E; x, — E); E950, (x, x) € supp 4}, 
所 以 W FICA) 一 WE(B) 一 由 ,而 
WF'(B)9WF'(A) = ((, £z, 5); 3O, n) 使 
(3,8; X4 €WF'(B); O, n; z, )€WF'(A)] 
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== f(x, E; x, E), Cx, x) € sepp BA supp 4] 
= WF'(B)NWF'(A). (5.2.33) 
叉 因 对 于 适当 的 PDO, 条 件 《5.2.31) 自然 满足 , 故 应 用 定理 
4.5.16 的 推论 (4.5.39) 有 
定理 5.29 $A, BELZ 0 <0, p1, — po, pti ue 
Z'(0,), BA 
WF(Au)CWF'(A)SWF(u)CCWF(u) (5.2.34) 
mH. 
WC(BoAYCWF(B)N WF(CA). (5.2.35) 
(5.2.34) 显然 是 PsDO 的 拟 局 部 性 在 微 局 部 意义 下 的 推广 , 


$3. 微分 流 形 上 的 PsDO 


1. PsDO 与 变量 变换 .在 许多 应 用 PsDO 的 问题 中 都 需要 考 
虑 微分 流 形 上 的 PsDO. 一 个 微分 流 形 即 一 个 局 部 Eudid 空间 , 而 
各 个 坐标 小 决 中 的 坐标 变换 又 都 是 CT ADAE. 因此 ,在 考虑 
微分 流 形 上 的 PsDO 之 前 ， 先 需要 讨论 Ls 类 PsDO 在 变量 变换 
TRER. 这 时 , 我 们 不 但 需要 积 前 面 一 样 假设 0 < p,3<1， 
# <p, 而 且 还 需要 假设 p 十 5 之 1, 从 而 5 之 1 一 p。 因 此 ,关于 
e5 85,1 
0c 1—pscs5«-p&i, (5.3.1) 


因为 p > 1 一 e, 所 以 下 面 的 讨论 实际 上 限于 p > i 的 情况 . 当 


然 , 对 L” = Lj 算 子 ,6 一 0,p = 1, (5.3.1) 自然 是 成 立 的 。 
于 是 设 有 一 个 LPs 类 PDO 


(Aua) = Qu] etos Ge, EACEA 
= Qxy" || ent, EuGOddt, we cz C0). 


(5.3.2; 
AT d a 是 适当 的 。 
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阔 有 一 个 微分 向 胚 o: 9, -一品 ,QiCR* 为 开 漂 人 人 1,2)， 
于 是 考虑 由 下 面 的 可 换 图 式 定义 的 算 子 
c(a) c"(9) 
o*t tp” (5.3.3) 
Ci )— > CCo) 
4, 是 否 仍 为 LZ, 类 DO? 如 果 是 , 它 的 象征 如 何 决定 这 些 问 
题 自然 可 以 通过 直接 写 出 4, 来 解决 ， 然 而 ,我 们 不 妨 更 一 般 地 考 
虑 由 振幅 函数 aC, ;、5) 所 决定 的 算 子 A: 
CAu)(xi) 
ic d l f e/7P (vs y, EuCy)dyds x EO, (5.5.4) 
FEG Q 中 的 坐标 为 z， Wr 一 px, m 一 出 (x)( — 97), Ti 
且 作 变换 y= ple), 即 得 
(Aur) 


—(2x)^* (i cio HE SCC, PL), E) 
n. 
| «CeC) | er | zag, | 
利用 Tayor 公式 . 
Px) 一 bfz) 一 和 (za)(z — 2) + ple, 2), o (In — el), 
JEXEE EE o E 一 和 1, BUG 
9) = Q7 || rale, 2, ubC)) dsdn, 
ax, z) = ea g(r), $(z), Cp Cn). (5.3.5) 
注意 到 ,我 们 已 通过 (5.3.1) 中 的 8 2 1 — p 保证 了 p +> 
1, 从 而 可 以 利用 定理 42.4 的 2e 得 知 a S20 X Q X R”), A 
而 知道 4,015 上 zs 类 DO, 这 当然 还 需要 作 详 细 的 运算 。 但 
是 利用 $2 中 的 一 个 很 基本 的 定理 ， 即 定理 5.2.1, 可 直接 由 式 
《5.3.2) 得 出 绪论， 为 简单 计 , 我 们 只 看 Li = L” 的 情况 ,而 有 下 
面 的 定理 (其 实 它 对 LT. 041 — «5p: 


* 278 * 


^ wegh 5.31 bo: 0, 0. 299 IRI L4 € L”, Wh (5.3.3) 
所 定义 的 4 也 属于 LU. 而 且 其 象征 有 以 下 的 渐 近 展开 式 


e(400, D ^ $i 2 82a A)G, 'g'(x) - 30DzCe?) lire, 


(5.3.6) 
这 里 
rlz, z, ny = Iple) — eG — (x) 一 z)] * s. 

证 .因为 4 是 适当 的 , 容易 看 到 A 也 是 适当 的 。 应 用 定理 

5.2.1, 我 们 有 

e 7A er) zu eie 02 4 (o fem [ xp (y) 
从 而 知道 式 左 是 5” 类 和 象征、 而 且 有 渐 近 展开 式 (5.3.6), CEH 
R (5.2.2) 中 令 alr, Y, 5) oalr, E), 了 一 而 得 的 。 这 里 要 注 
意 , 因 为 已 设 4 为 适当 的 ,所 以 由 定理 5.2.2 后 的 注 , 可 以 省 去 ff 对 
* 有 紧 支 集 的 要 求 而 设 1 一 1。 定 理 证 毕 . 

我 们 要 特别 注意 主 象征 在 变量 变换 下 的 状况 。 由 渐 近 展开 式 

(5.3.6), R1 o A4) 的 主要 部 分 即 om(4) 的 一 个 代表 元 是 

Cwl A), 3) = as CL , gx)n). 
zio, 中 的 坐标 为 +, HAEA E, 而 2 中 的 对 应 量 是 y 和 
2, Ex EVERTI 

y 9), n-—['9(x)]75. 

这 恰好 是 余 切 从 的 局 部 坐标 的 变换 规律 .可见 主 象征 可 以 不 变 地 
定义 在 余 切 从 T*9, 上 .这 是 一 个 十 分 重要 的 事实 ， 相 应 于 
PsDO， 在 余 切 从 上 还 有 哪 一 些 具 有 不 变 意 义 的 对 象 ， 这 是 一 个 
严重 的 问题 .在 许多 问题 中 ,我们 还 会 遇 到 所 谓 次 主 象征 , 世 是 具 
有 不 变 意 义 的 .这 一 点 将 在 适当 的 地 方 讲 到 ， 

2. Jo» WEE EE PsDO。 设 M 是 一 个 微分 流 形 ( 正 如 以 前 已 
规定 的 ,本 书 中 凡 讲 到 流 形 均 是 指 在 无 穷 远 处 可 数 的 C” 流 形 , DR 
而 其 上 必 有 一 的 C” 分割). 又 设 0 和 1 一 p85 过 p 二 1, 我们 
说 4 是 M 上 的 LZs 类 PsDO ÆJ: 4, C3(M) 一 CM). m ELS 
QCM 是 一 个 坐标 邻 域 , 黎 : 8 — QCR 是 相应 的 同上 是 映射, d 
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可 找到 一 个 52, 09,) 类 PDO A 使 以 下 图 式 是 可 换 的 ; 
c5(09)- 一 =C=(9) 
xi T (5.3.7) 
Ci(0) c*a) 


这 个 定义 是 与 坐标 系 的 选取 无 关 的 。 因 为 设 有 另 一 个 坐标 映射 
(Q, X,), 则 令 p = X,9X,^; Q, — Q, 3€ (5.3.3) 与 (5.3.7) 合并 起 
来 又 可 得 一 可 换 图 式 

c(a- c(a) 

x xr 

c(9,)- cla) 

p*t tp* 

c(a) c*a) 


A 也 是 一 个 Ls 类 PsDO. 

X (5.3.7) 上 一 行 的 4 在 这 里 是 表示 *(Q)edoe(G)， 其 中 
i(Q): C?(Q) 一 C2(M) BEA ESCA): CM) C7 (0) 是 
限制 映射 ,但 我 们 仍 用 记号 4. 

定理 52.1 和 5.2.2 给 出 了 刻 划 OC R^. 上 的 PsDO 的 特征 性 
质 ,我 们 也 可 以 利用 它 来 给 出 流 形 上 PsDO 的 定义 .实际 上 ,与 上 
相同 设 9 是 MM 的 坐标 邻 域 , 则 余 切 从 T*O = T*M |o 可 以 局 部 平 
只 化 ,从 而 有 局 部 坐标 (x, 5)， 若 有 另 一 个 局 部 平凡 化 CY, 9), 则 
dE FEDT LER p: r> y = plr), n> ‘p Ce) = E. AE 
若 几 EC“T*9) 在 一 个 局 部 平凡 化 中 是 纤维 坐标 吉 的 一 次 正 齐 性 
函数 , 则 在 任意 局 部 平凡 化 中 ,由 于 去 一 ‘pln, EWE N 9— x 
亚 齐 性 函数 ;同样 , 38 f € C~《T*0) 作为 (x, 的 函数 属于 525, 
则 它 作为 O, n) 的 函数 , 由 定理 4.2.4 的 2°, 也 是 32。 类 的 。 所 
以 我 们 就 可 以 将 T*O 直接 写作 0 Xx R"。 而 有 

定义 5.3.2 LZ AM) 是 适合 以 下 条 件 的 线性 连续 算 子 4; 
C?(CM) 一 CM) 之 集 : 对 和 全 一 坐标 领域 0, UAR FE XE BS Sc (él 
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plx, E)E C"(Q x BO)( 对 纤维 坐标 为 一 次 正章 性 函 数 )、 任 意 
RS PE SC f(x, 8) € 2400 X R”) OS x EUG E o S) fi B. TE Con 
supp É 上 d,d(x, E) £ 0, EA 
eTit A(fe'*) € Sz234(Q x R?), (5.3.8) 
对 于 微分 流 形 , 同样 可 以 定义 其 上 的 工友 类， 而且 和 前 面 一 
样 ,我 们 有 
Lpa(M) = N LZM) 一 {具有 C” 核 的 算 子 } 


一 {正则 化 算 子 )， 

也 可 以 定义 适当 的 拟 微分 算 子 ,而 且 任 一 个 执 微 分 算 子 (mod ) 
总 可 以 化 为 适当 的 扫 微 分 算 子 。 这 里 的 证 明 均 从 赂 ， 只 是 要 所 到 
一 点 ,在 微分 洲 形 上 定义 县 有 C” 核 的 积分 算 子 时 需要 有 测度 , 然 
而 , 每 一 个 C” 流 形 都 可 以 赋 以 一 个 Riemann 度量 ,所 以 这 是 没 
有 问题 的 . 

定义 5.3.2 实际 上 是 利用 了 局 部 的 性 质 来 定义 M 上 的 PDO 
的 ， 它 实际 上 是 说 , 若 4 是 M 上 的 PDO, W r(O)o44o«(9) , RAR 
415 是 2 上 的 PsDO、 反 过 来 也 是 对 的 ， 因 为 我 们 有 

3H 5..3 iBBUÉLMOB—T7E A ERE (UL). 而 在 每 一 个 U。 上 
各 有 P.€ L2,(U), E UNU, + p 时 ， 

Pal uanus = Pel uant (modL sa UN U5)), (5.3.9) 

则 必 有 PeLZ(M).8 Pio, = P.GnodLz3(U,)), P Æ modL 
意义 下 是 唯一 的 。 

UE. 4 Pa 的 象征 为 cCP<), Bi (5.3.9) WE UNUE, 

a(P,) = a(Pe) (modSss). 

丙 此 可 以 把 这 些 象征 粘 合 起 来 而 得 一 个 好 上 的 SZ, 象征 ， 相 应 于 
此 象征 的 PsDO 即 所 求 的 P. 当然 以 上 所 说 都 应 按 modSz5 意义 
理解 ， 具 体 作 法 如 下 ， 

必要 时 将 (UL) dnd, Ai U. EM E BU EX T GRE 
局 部 有 限 的 。 作 从 属于 它 的 一 的 C^ 分 割 {po} 而且 对 每 一 个 pa 
PERR pa € Co (U,) 使 在 suppps 上 pe 三 1, T XSE 义 算 子 P 如 
F: 
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Pu $i paPapatt, u€ C$(M). (5.3.10) 


” 右 方 的 和 是 局 部 有 限 的 ,因而 是 有 意义 的 , SE P ELM) "E 
显然 是 C?(M) 到 CCM) 的 连续 线性 映射 。 若 按 定义 5.3.2 作 了 
5 p, WA 


e P Pfem = > pat P aC patet). 
右 方 的 等 一 项 都 是 上 的 S2. 类 的 象征 ， 而 且 因 为 这 个 和 是 局 部 
有 限 的 ,从 而 是 有 意义 的 , 故 知 式 左 亦 属于 S%,(T*M)， 因此 PE 


Ls. 


再 证 Pio, - P., 因为 suppea NN UCUN Us, 所 以 


ueP spelu, = PeP epp Ua (modL^*) 
= Pp; + (us — 1)Pope (modL *) 
= P apg (modL 7). 


这 里 我 们 要 注意 (jg 一 1)Psps 是 一 个 具有 C” 核 的 积分 算 子 。 这 
一 点 只 需 写 出 它 的 象征 的 渐 近 展开 式 就 会 看 到 ， 这 是 一 个 一 般 的 
方法 ,实际 上 ， 只 要 supp 9 站 supp =, 9, PECI, EA 
PoE 5“。 将 上 式 对 8 求 和 * 即 有 


Plu, = D Paps = Pa 
8 


唯一 性 是 明理 的 ， 

定义 5.3.2 与 定理 5.3.3 综合 起 来 ,说 明 L2,/ Lra 是 MM 上 的 一 
AE. 这 个 层 性 质 使 我 们 能 对 微分 流 形 戏 上 的 PsDO 给 出 一 个 更 
自然 的 定义 。 事实 上 ， 取 可 换 图 式 《5.3.7) 中 的 9， 为 坐标 邻 域 ， 
X: Q— QCR 为 相应 的 同 胚 就 有 一 个 等 价 的 定义 : 

定义 5.3.2 若 4: C3CM) — COM) 是 线性 连续 映射 , 且 对 
任 一 坐标 邻 域 (0, X), 由 (5.3.7) 所 决定 的 算 子 4 Æ Eudid 空 间 
R" 之 开 集 9, 上 的 L2,C0) 类 PDO ( 按 5 1 的 意义 )， 则 称 4 为 
M LH Lz,, 284 CT. 

3. 流 形 上 的 拟人 微分 算 子 的 运算 ， 在 定义 5.32 中 我 们 已 经 说 
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明了 流 形 M 上 的 PsDO 4 的 象征 oCAO 是 余 切 从 上 的 函数 . if 
定义 5.3.2', Z FEM H3 — Tr 5^ Ab, ODE. T* M 在 其 上 的 局 部 平 
凡 化 ， 更 可 作出 PsDO A, € LZ,COQ) (X: Q— 90), CA x S E 
0o《A1)， 在 不 同 的 坐标 邻 域 之 交 上 + 上, 相应 的 全 象征 在 modSz3 意义 
上 相同 ,因此 可 以 将 它们 拼合 起 米 而 得 到 SZ%s(T*M)/S53 (T* 
M) 的 一 个 元 ,这 就 是 村 上 的 PsDO A € LM) 之 象征 的 确切 定 
X. 辣 样 ,在 坐标 邻 域 8 中 可 以 定义 A 的 主 象征 
amA) € 2,00, X R*)/525 00, x R”) 
= [S24CQ9, X R/S,51/[ISz14/82,5]Cm, < m). 

因此 也 可 以 在 mod(553) 的 意义 下 抬 它们 粘 合 起 来 而 得 到 4 € 
LZ(M ) BJERE o, (4) € 59.6(T*M)/Sm(T*M)， 特别 是 , 对 
于 经 典 的 氢 微 分 算 子 , 主 象征 有 和 典 则 的 定义 , 即 o CA) 之 渐 近 展 开 
Am kF ERD. ERT 1? 中 已 指出 了 它 是 余 切 从 上 的 函数 ， 
这 样 我 们 就 可 以 把 定义 5.2.4 和 以 下 关于 主 象征 的 说 明 移 到 流 形 
上 来 ,而 说 4E Lz,C4) 的 全 象征 和 主 象征 就 是 两 个 同 构 : 

CA): LZ(MD/ Lzs(M ) — SB THM )/ Se S(T* M); 

Omk A): LEM DI LEUCM )  ST,(T* M)/ STuCT* M), 
这 里 我 们 不 再 给 出 严格 的 证 明了 . 

对 流 形 上 的 所 微分 算 子 也 可 以 规定 其 运算 ,主要 结果 如 下 : 

定理 5.3.4 WÁACLZUOM),.BELZSOM) REM n8 (X m 
少 有 一 个 是 适当 的 ), 则 Boat € LCM), ffi B. 

| €», m BOA) = Gm (B) -Om (4). (5.3.11) 

WE. Bod € LZ (M) 是 显然 的 ， 而 且 只 需 在 一 个 坐标 邻 域 
分 中 证 明 式 (5.3.11), 为 此 , 取 g € C2 (0), € CECOM ELE supp 
Losei TE 

pB»^4 = gBdoA + pB(l — $)oA 
empoB$-.4A 

这 里 我 们 又 一 次 应 用 了 : Bd suppeüsupp(1—4)— 9 ifi 9 B(1— 
四) EL “这 一 事实 . 现 穆 完全 可 以 限制 在 坐标 邻 域 O 上 讨论 间 题 
了 ,因而 有 : 
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9fBo4d)|o = poomd4d|o， 
回 到 x(0)—Q,cR" ERNE 
p Glos +m (BoA)(x, E) 
一 p(x)o,(B)(x, E) - 6690 (4X, E) 
= pos (B) ` os CA), 8). 
由 pt{x) 之 任意 性 即 得 定理 之 证 ， 
其 它 的 结果 就 更 容易 了 。 首先 我 们 赋 计 以 一 个 正 的 测度 , PA 
后 就 有 
定理 5.3.5 若 4€ 5?%s《M), 则 可 定义 其 转 置 算 子 '4 与 伴 
算 子 *4 DA LiM) 之 元 :而 且 
ou A — au(x, —§), om*A)(x, E) = o (An, E). 
最 后 ,我 们 讲 一 讲 经 典 拟 微分 算 子 的 主 象征 的 求法 . 
定理 5.3.6 设 4 是 经 典 的 LZ,(M) dusk XT. WX (xo, 
&)€T*M, BEA 
Fal AXC, Eo) = Jim c" [e 7 A ae") er, 


IX HL alr) ECIM) TE x MEH 1, p ECM), d.) = &iif 
BÆ supp a 上 dpr) 75 0. 
UE. FBA x 的 坐标 邻 域 OUI Ro, 8 € Co (0) IEE suppe 上 
8 一 1, 且 ae(xo) = 二 1。 于 是 用 前 量 常 用 的 技巧 将 4 局 部 化 为 由 
Ce CO) 到 C“(0) 中 的 算 子 如 下 
e" * A(ae" 9) = ee oAlPae) + eeAl(l 一 B)ae'**] 
= eU *gd(Bae")(modS ), 


以 下 即 可 用 局 部 坐标 来 讨论 了 。 MAER 5.2.1 即 有 
e^" *aA(Bae M xy) = am A)Cxo, rd x) )(na)(xo) 
= TO (A ) (xo, E ) mod" , m < m). 
定理 证 毕 . 
4. 流 形 上 的 Sobolev $, Sobolev 空间 FCR") 的 定义 可 以 
认为 是 以 PsDO 为 基础 的 ， 设 4 是 以 (1 十 181) 为 象征 的 适 
当 的 PsDO, W A; D'R)  Z"(R'). 3 «€z' (QU) 而且 
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A € L'(R*) c g'(R*), Wi » 
[Asl = Cx)" "Alis. 
然而 


Ax) = Qx)"* | e. + 15772808)2E， 


Aul) = (1 十 | 二 | ”278 二)， 

MURERE HURO) 范 数 .。 这 样 我 们 可 以 用 PsDO 的 理论 来 讨 
论 Sobolev 空间 ， 在 本 节 中 我 们 就 将 这 样 来 讨论 微分 流 形 M 上 的 
Sobolev 空间 .虽然 所 得 的 结果 与 第 三 章 是 一 致 的 ,但 是 我 们 可 以 
看 到 一 些 新 的 方法 ,它们 在 以 下 是 很 重要 的 ， 

于 是 令 M 有 一 个 局 部 坐标 邻 域 (0, x") FERHAD ARE 
对 紧 开 覆盖 , (p) 是 从 属于 它 的 一 的 Cre, p ecr), 而 
HÆ suppp" Lsp & 1. FÆ xf (M), Bil 


u 一 ^ p'u = PM 
u, € (QU), 4& X; Q' — oC R^, MA or 上 作 4 如 上 ,由 可 换 
图 式 (5.3.7), 在 2 定义 相应 的 PDO, fid 26 A, 最 后 作 rA pun, 
FREM, 因为 {supp#,} 是 局 部 有 限 的 ,所 以 D 6v A uu 也 是 


有 意义 的 , 仿 记 为 Au. IKRE 
定义 5.3.7 MM 上 的 Sobolev 空间 即 
Hi«(M) = {u € " (M), AA. € LLOM)], (5.3.12) 
Has (M) = H'CM)CD (M). (5.3.13) 
以 上 当然 设 在 好 上 已 经 给 定 了 一 个 光 汕 的 正 的 测度 ,这样 
LiM) 是 有 意义 的 。 也 很 容易 看 到 若 对 是 一 个 紧 流 形 , 则 
Hi (M) = Himel), 
且 记 为 
HCM) = HUM ) = HUS), 
定义 5.3.7 与 坐标 邻 域 的 选取 、{qp,} 以 及 {8,} 的 选取 似乎 都 
是 有 关 的 ,但 是 用 标准 的 方法 却 容 易 证 明 HM) 之 定义 并 不 依赖 
于 这 一 切 , 这 一 点 我 们 不 再 给 以 证 明 ， 但 是 在 定义 5.3.7 中 采用 了 
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一 个 特定 的 A, 改 应 该 考虑 此 定义 依赖 于 ALBO FEE. 以 后 会 
明 , 用 任意 的 * 阶 适当 的 PsDO 4, € LM) 代替 A,, FUE FERE 
SRI 3e ETE Z*M EHE UE SE R5. DLE 
关于 HOM) 2 STHEDS SAREES RARE MER H 
A, 是 因为 它 有 一 些 特 定 的 好 处 。 

容易 看 到 ， 由 关于 复合 的 渐 近 展开 式 《5.2.14),， HFA 的 象 
征 《 在 每 一 个 坐标 邻 域 中 ) 与 * 无 关 ;, 所 以 有 

(00A 944) ~ (A, * 6(A,) = A + Eft, 
A EE a= 一 s,s 一:s, 则 有 

olALsoA) ~ 1, olhof) ~1. 
但 是 以 工 为 象征 的 PDO 显然 是 和 恒 等 算 子 ,所 以 
A_of, = A,9 À. , = id (modL ^?), 

所 以 我 们 说 AL, 是 4 KWER MEAM”. ATMA R 解 的 
理论 , 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 。 同时 4, 还 是 自 伴 的 : A, — AT. 

i KEM, 我 们 记 HK) 一 {u, u € Hion M), suppn CK}. 
它 有 特别 的 重要 性 ， 这 是 因为 。 从 定义 5.3.7 看 , Hio。(MM) 与 
Hion (CM) 都 有 明显 的 局 部 性 ， 首 先 我 们 容易 看 到 , 若 

u€H&CM), a€Co(M), 

则 as E€ HL CM), 而 虽 其 逆 也 是 成 立 的 ， 若 nw € 2M) AIHE 
一 点 xo EM Ej ap fx i p(x) € CFCM), plr) 天 0 使 plru € 
Hi M), Wu € HCM), 事实 上 可 以 从 这 一 些 p(z) 中 找 出 
一 个 子 集 (ou) 使 {suppg,} 址 为 性 的 局 部 有 限 覆 盖 , 令 色 , 二 
Ie, I 7 二 tp,| ， Wl {9 是 一 的 C” 分 割 , ifi Y A, 是 适当 的 , 所 


以 D APO 是 局 部 有 限 和 ,从 而 


Au 一 2 ALË) € Lil M). 


这 个 事实 告诉 我 们 ,为 了 讨论 Hi(M), 只 需要 对 M 的 每 一 个 紧 子 
SEK prie HK) 即 可 。 
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现在 我 们 就 在 FECK) 中 引入 Hilbert 空间 构造 ， 设 # 
H'(K), 用 工 面 给 出 的 坐标 邻 域 系 CCo", 100 以 及 从 属 的 一 的 分 
EURITE Hermite 内 积 


(u, v), = 25 (CO eu, OG)* Pre) Xy — (OX), (5.3.14) 


现在 需要 证 明 E'CK) 在 上 述 内 积 所 诱导 出 的 范 数 外 小 下 完备 . 
HERA HK) 中 的 Cauchy 序列 {ær}. TAE 

(X) * qu, = 7, € H'Osuppe?) 
是 H' (Xapp) 中 的 Cauchy 序列 而 在 其 中 有 极限 o”, H supper" c 
suppa”. 将 四 拉 回 到 寻 E: £ a= (Yor, WIES {suppe 
supp”) 是 局 部 有 限 的 ,所 以 x — 之 ju” 有 意义 .很 容易 证 明 |w 一 
ulj, — 0. 

MRE HK) 上 已 有 了 Hilbert 空间 构造 ， 当 然 就 有 了 一 个 
拓扑 。 利 用 它 即 可 对 Hismw《M ) 赋 以 归纳 极限 拓扑 : BREF 
的 穷 部 紧 集 序列 Ki( 一 1， 2,*…), TE H'CEO)CH(R)C *--c— 
His (M), B. Ho (M) = UHCE) TCR AUR 


4H'CK;) > Hion (M). 

HARRIE 6; 20 EHE RTh IEH onp M) 
有 “最 多 的 ” 开 集 之 拓扑 。 由 于 要 保证 5 之 连续 性 , HiompCM ) 中 
的 开 集 必须 在 ”CK;) 中 之 原 象 均 为 开 《 可 能 是 空 集 )， 因 而 
Hiomp( M ) 中 的 开 集 族 即 每 个 HCK;) 中 开 集 族 之 并 ,所 以 m) 在 
Hil M) 中 趋 于 0 当 生 仅 当 队 茶 一 个 起 , 一 切 u 均 在 H'CK) 
CGA KEHEE HKS. RE S f: HUM)  ECE 为 一 
个 局 部 凸 线性 空间 ) 当 且 仅 妆 fo5ff= 1, 2 ………) 为 连续 时 才 连 续 ， 

HiCM) 中 则 可 赋 以 使 乘法 映射 Mo: Hio.(M) 一 H'suppg)， 
pEC? (M) 为 连续 的 最 能 的 拓扑 , 亦 即 具有 “最 少 的 ” 开 集 的 
拓扑 , 这 时 Mp: u> es € H'Gupp e). 这 个 拓扑 可 以 用 半 范 族 

lule = enl, p ECM) 


最 后 讨论 Him M) 与 Hin (M ) 的 对 偶 狂 .对 xcEcaeCMD)C 
HiompCM) 与 € CP(M)CH&WZOM), 可 以 给 出 一 个 Hermite 配对 


^ 


Cu, v) = | «GO v dela), (5.3.15) 


e 


du(x) BERE BICLULSURUNAZEM LEDCISIEXUHE, 我 们 要 把 它 拓 展 
为 双 线 性 上 映射 
Him M) X H(M)—C (5.3.16) 

且 对 各 个 因子 分 别 连 续 . 

定理 5.3.8 上述 拓展 是 可 能 的 ， 从 而 Hiomp(M) 与 EECMH)》 
关于 拓展 后 的 配对 《5.3.16)《 仍 记 为 (x, v)) 是 对 偶 的 。 特别 当 
MM 为 紧 流 形 时 ,HM) 是 Hilbert 空间 ,这 时 存在 一 个 拓扑 阅 构 

HM) = [H'CM)Y ~ H(M). 
证 。 先 证 明 拓 诺 的 可 能 性 .为 此 不 妨 设 A, 是 自任 的 即 
(An, v) — (u, Av), #,vE CHIHM) 


ERANA L (A, 十 ANRE A) AF AL BOREAS 
而 

了 一 4 ,4 十 玉民 ,< 工 -“(M)。 
R, 是 具有 C” 核 的 适当 的 算 子 ;从 而 Ri: 4 (M) 一 CF(M)， 


&'(M)- CM). GERK A H i. 十 AT) 代替 , 则 需 用 4， 


的 拟 逆 一 一 其 存在 性 见 下 一 节 一 -4', 的 自 伴 化 > (AL, + A>) 


代替 ALO. TJÉSU« € C3(K) (KEMIE RR) v ECM), 
有 
(su, ») = (A,A u, v) + (Ru, v) 
= (Anu, Aw) -- (Ru, v). 
但 因 A: H'CK) — LCE) (€ REM BOXC—- T 80, 
A... HM) LM), 
所 以 上 式 很 容易 据 展 为 
HK) X HM) €. 
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XA Hemp M) = UTCR)， 所 以 它 又 可 拓展 到 His, (M) 


XHM) EX. 00 Cu, v) 记 拓展 后 的 配对 ， 

现 证 HCM) EE RHE 2X V XE E IZ ER Qo) 均 可 写 为 
Cu, v), fu € HomM). SK3z ER CM) HCM) , fi BL XE 
RB. (0) 应 为 C~(M) E3648 RE EAR TZ DR , GU u € 


da Ir) = (u, v) 


4& sppsCK, FIE u € H'CK), ZR Bl A& € L'CO), BH T AGE 
LiM) 连续 地 上映 入 HOM), oS v € LOT) 有 

(Au, v) = (u, Aw) = ICA). 
但 因 A,C"(M) C A,LI CM) C HCM) BEADRA. AT A X 
(Av, v € LLCM)) 应 用 Riesz 表现 定理 而 知 Anu ELR), 从 而 
u € HAK). 

Ip FEE STDLUEER H'(K) 上 的 线性 连续 泛 阔 也 必 可 写 为 (w， 
v),w EH(K),vE HCM). FE BUR Hi;0M) Z dn d S818 uj 
His l: Hiom《M) — C 为 连续 的 充分 必要 条 性 是 它 在 所 有 H'CR) 
上 的 限制 为 连续 的 ， 所 以 HomM) LERRET 为 
配对 (u,v) 之 形 . 

关于 拓扑 同 构 部 分 基 显 然 的 。 定 理 证 毕 , 

对 于 微分 流 形 上 的 Soboley 空间 , 嵌 人 定理 和 Rellich 定理 也 . 
都 是 成 立 的 ,这 里 就 不 再 讲 了 ， 


$4. RRTM PDO 


1, APDO 及 其 拟 基 本 解 .本 章 开 始 时 我 们 即 已 指出 PSDO 
理论 的 重要 来 源 之 一 是 求 权 圆 型 偏 微分 算 子 的 基本 解 . 现在 我 们 
对 这 个 问题 就 PsDO 的 情况 来 加 以 解决 。 首 先 要 给 出 

定义 5.4.1 XE A4€L2((Q),0«8-px1, Q29 Rs 的 开 
集 ( 或 8 为 流 形 M 上 的 开 集 , 这 时 还 要 设 1 — p < 8), 如 果 它 的 象 
ECA, 5) 适合 以 下 条 件 : 对 2 之 任 一 紧 洁 六 必 存 在 常数 
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c7 0 5r 0 l8 
le46C4)€x, E) 22 c0 + [E]1)", x € K, JE] 2 r, (5.4.1) 
3k it a 386 LT. 
这 个 条 件 当然 也 可 以 用 关于 主 象 征 oC Ge, E) 的 杀 件 
lonCA)x, E) Z2 10 [ED x €K, El Z0 e. GAN) 
来 代替 . 
准确 一 些 说 , 也 可 以 说 任何 一 个 与 适合 定义 5.4.1 的 4 只 相差 
一 个 工 2 弛 算 子 的 拟 微分 算 子 都 是 榴 圆 型 的 。 这 个 定义 当然 也 包 
括 了 通常 的 椭圆 型 偏 微 分 算 子 P(x, D) S5 D) ao(z)D" 为 其 特 


1a|«m 
Bi. Boe Palts E= Sia s0Q8 ES 0m) tsIP(, 


1al«m 
£i S A A IED” C [2| 充分 大 时 ) 显 然 是 等 价 的 . 
WER PsDO 最 重要 的 特点 就 是 它 有 氢 基 本 解 存在 。 确切 些 
说 ,可 以 证 明 
定理 5.4.2 设 4€ LZ,CO) ERAN B. Wu fr iE Bie 
LOG = 1, 2) $È 
Bod =] +R, R,€L;5, (5.4.2) 
oB, =I 4 R, R €L, (5.4.3) 
而 且 B; 在 (mod Ls3) 意义 下 是 唯一 的 。Bi 称 为 4 之 左 拟 基 本 解 
《 左 报 逆 ),B: 称 为 右 拟 基 本 解 ( 右 拟 道 ), 而 且 B. = B; = B (mod 
m3), IR B ARMER ROUD). 
证 。 实 际 上 在 证 明了 左右 氢 基 本 解 存 在 后 , 必 可 证 明 Bea B, 
(modL;;5), 因为 只 要 用 B, 从 左 方 作用 于 《5.4.3) 即 有 
B, + B, - R, = Bo 4oB, = (I + R)oB, = B, + RoB} 
环评 我 们 先 对 OCR 人 的 镇 碗 证 明 左 氢 基 本 解 和 的 存在 。 A 
我 们 需要 一 个 引 理 ， 
引 理 5.4.3 : 设 4 E LZ, ERRARE, MH K Eol, E) 
当 lil 充分 大 时 适合 下 式 
OfOfo( A)(x, £)/a(x, E) € Sdn tnl (5.4.4) 
证 .将 上 式 左 方 分 子 简 记 为 00(4A)Cy),Y = (x, E) r= 
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(o, 8) 于 是 
8,[050C 4)()/0C4)€7)1 


= PAAD) — CARO , OD, 


依 此 类 推 应 有 
05[05064)00/0(4)0)1 
NES DOLANY) Ty Bll AYO) 
> > Cab 


K-0 Sgt- 十 5 大 一 o(4)0) j=l oA)(y) 
由 于 lA S c 十 151)”,x EKGEQ, 151 充分 大 ， 故 得 
A (5.4.4). 
定理 5.4.2 证 明 的 完成 . 先 作 一 个 B € Lra Sio | 上 | zm r0 
时 以 [r(C4)Cz 洁 )]-* 为 象征 而 且 是 适当 的 。 于 是 由 复合 公式 


o(Boo4) ~ 1+ S] > 020 ( AY Dta( 4) 
a70 Ui 


5 1 taC4-: , DtoCA) 
a 255 al o(A4)^ s(A) ` 


用 证 明 引 理 5.4.3 的 方法 ， 很 容易 验证 CA) € S53, 所 以 由 此 引 
3B 
1 Ojo(4)" , DisC A) ¢ s- oia 
at o(4)"' eC A) 
记 
L Oot4) .Dig(s) a( Rs, E), 


BET o( A4) ol A) 

以 它 为 象征 的 适当 的 PsDO X Ros 则 Ro € Lz'? 而 有 

BoA =I- R, (nodLzs), (5.4.5) 

再 作 一 个 适当 的 PsDO Co E€ Lo, W Fo 
~ » (—l1yRÍ 

因为 [oc( K1)1 € Sz d^" 所 以 这 里 的 渐 近 展开 式 是 有 意义 的 《定理 
4.2.12)。 而 且 容 易 看 到 : 

Cli + R) =] (GnodL;;). 
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用 C. 2c" 38" 5, (5.4.5) 见得 
Bod = I(modLz25), B, = Coo B, 
于 是 左 氢 基 本 解 得 出 .用 匠 法 可 作者 所 基本 解 ， 

再 证 唯一 性 。 设 有 两 个 左 拟 基 本 解 B,、 Bi, 任 可 一 个 右 拟 基 

ARE B., 由 前 丙 关 于 左右 所 基本 解 相 等 的 证 法 有 
(0 Bo(A4oB;) = (B, 4)9 B, = B; (modL;53), 
同 理 B; = B:， 从 而 B, = Bi (modL ^7). 

最 后 再 看 QCM (M 是 一 个 微分 流 形 ) 的 情况 。 这 时 ,如 本 节 
开始 时 所 说 的 , 还 需要 加 上 1 esoBJAUE. 我 们 还 是 用 前 面 
一 贰 使 用 的 方法 , 即 用 一 族 局 部 有 限 的 坐标 邻 域 (CO* , 31: 
Qr-— QC R^) 去 覆盖 9, 并 令 (n) 05 R89 — 055r 96], ifa € 
C5(98) 适合 4" = 1 F suppp* 附近 、 在 每 个 Qr 中 都 可 作出 氢 基 


本 解 B?。 令 B= OY p Bo 即 是 所 求 。 
对 于 经 典 的 蓄 贺 拟 微分 算 子 AEL": 
ala), E) ~ Dy Omil A), E), (El >r > 0, (5.4.6) 


0. iC), E) J& E RI m — j OGIESE EE UBL, AEREN TA 
以 改 为 
anCA)(x, 8) 6 0, |&[( 2 r7 0, (5.4.7) 
这 时 拟 基本 解 显然 也 是 经 典 的 PSDO. 实际 上 作 Be L7", 而 
且 令 


alB} dud z a-m; B), E), 


ER H omil Be, E) 为 5 的 — m—i 次 正 齐 性 函数 ， 为 使 
Bo4 = 1 (madl) 应 有 


5 Z to Xe E)DteCBYGe, E) —]1zb (modS^), 
3E2c 2; OF VERD OCOBUROT BUR PA 15] 之 > 时 
aw 4 )o CB) am l, 
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au A )o SV (B) 十 23 OFA nA JDO nB, £) —0, 


fa|2t 
or(4)o-o-i(B) 十 他， rp (4 )Dto S (B) ~ 
由 于 在 [E] 05b onld) A0, WERE E)o-..(B). BEI 
送 当 方法 在 IE, S r 时 将 co- 区 了 B) 补充 定义 即 可 使 所 得 的 Be 
L™ 为 4 之 所 基本 解 。 这 样 求 电 的 5..m_i《(x、5) H LEl 充分 大 时 
对 是 —m—; 次 正章 性 的 。 因 此 相应 的 8B 也 是 经 典 的 PsDO. 

由 经 典 的 仿 微 分 方程 理论 知道 ， 棍 图 算 子 的 显著 特点 是 具有 
正则 性 , 即 当 方 程 右 方 光滑 时 , EMKE RR. RR 
PsDO ,类 似 的 结论 也 成 立 。 具 体 说 ,我 们 有 

定理 5.4.4 (Weyl-Schwartz) 设 4 € LZ, 是 椭圆 型 的 , 则 

sing supp Au = sing supp u, «€ 2'(9). (5.4.8) 
若 4 是 适当 的 , 则 .上 式 对 wx (0) 也 成 立 ， 

iE. 2 «€ 4(0) R ue £7" (0) nfi 4 253&*4 B3, Au dH X 
义 , 而 且 分 别 在 4(0)t5g'( m, 

由 PsDO 的 拟 局 部 性 ， 

sing supp Aa C sing supp #。 

利用 拟 基本 解 有， BoA =] +R, REL", 

u = BoAu — Ry, 
但 Ru € C? Mf sing suppRu == 中， 从 而 

sing supp # = sing suppB^ uw Csing supp zw. 
因此 定理 得 证 . 
利用 这 个 定理 到 方程 
Au = 0, 

AHAD 0€c7(0), 故 它 的 一 切 图 (2) 解 均 为 C” 解 。 这 一 事 
实 首先 是 了 .Weyl [1] 在 1940 年 对 Au = 0 证 明 的 ， 该 文 在 应 用 
Hilbert 空间 方法 于 偏 微 分 方程 上 起 了 重大 的 作用 ， 其 后 约 1950 
年 Schwartz [1] ,《 第 五 章 , $ 6) 又 对 一 般 的 具有 C 系数 的 线性 
椭圆 型 方程 证 明了 它 。 所 以 我 们 称 之 为 Weyl-Schwartz 定理 。 其 
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实 ,和 更 早 地 可 以 调 源 到 Bernstein 1904 年 关 十 柄 圆 地 方程 解 的 解 本 
性 的 工作 (这 是 他 对 Hilbert 第 19 问题 的 著名 解答 )。 因 此 我 们 
形成 了 一 个 概念 即 椭 贺 型 方程 的 正则 性 。 这 个 定理 即 这 一 概念 的 
具体 内 容 。 以 下 的 定理 5.5.8 则 是 它 的 进一步 展开 ， 推论 5.4.10 
则 是 它 的 微 局 部 形式 ， 关 于 Hilbert 问题 的 历史 发 展 可 以 参看 
Browder [1]. 

2. 微 局 部 的 考 虚 。 在 关于 所 基本 和 解 的 讨论 中 ,jot 4)(x， 
£)| 2 C + [£D 这 一 条 件 起 了 决定 性 的 作用 。 这 是 余 场 从 
上 的 条 件 。 因此 自然 提出 ,如果 此 条 件 在 余 切 从 上 的 其 个 锥 形 集 
F 内 成 立 , 是 否 可 以 推广 拟 基 本 解 的 概念 。 SRAM, 我们 设 
T — Q X T, 8 是 底 空 间 中 的 开 集 ,To 是 R'NOVECBDZE HE PORE, 
TOW QUSE EKÉGDTO,r 01k 

le( 4), E) Zea + 18D", (x, DeK x ry, |El >r, 

BAAT ERRAR. SUPERO IS5XcR— ^ 98 ROBORE ME A 
解 .为 此 , 令 T,ET, 是 T 的 任意 的 紧 锥 有 形 子 集 。 我 们 有 

定理 5.4.5 ”在 上 述 条 件 下 ， 必 存在 一 个 在 2 X T, ron mem 
型 的 适当 的 PsDO B € Lz 使 得 

c(BoA4) — 1, e(49B) — 1, (x, E)EO XT, . (5.4.9) 

B 9x29 4 在 0 x T, 中 的 微 局 部 基本 解 . 

证 。 设 ol(4) 在 TT 中 有 如 下 的 渐 近 展开 式 : 


eCa Xx, E) ~ 2j ei 4 Xx, E) 


aCA) ESPAT), m; 一 了 一 Xp 一 人 一 co m — m, 
于 是 在 


olB)(x, E) ~ S Be, E), 


e B)€ SS(T), nN, m = m — —m 
的 形式 下 求 a《8). 仿照 上 面 求 经 典 的 椭 贺 型 PsDO 的 拟 基 本 解 
的 方法 ,可 以 得 到 
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- oo Bal 4) == 1, 

d ODD 4- 2; Ozo B )D2ov( 4) + ol Bo C4) = 0, 
因为 m, — e Y, 所 以 由 ooC4) 在 工 中 不 为 «das 2 
时 ), 可 令 a; 一 一 一 j(p 一 8), 由 以 上 诸 式 可 以 依次 求 出 ei B) € 
Sj, CIS zm r PD. EAZ XCE)e cT (QR) 使 其 支 集 在 TIO 
(5| 227 rr, xS enern, 而 且 在 T 附 近 1#| 充分 大 时 
X(5) $9 1. F Æ X(E)e( B) € S24(Q X R*)。 而 可 以 作出 一 个 
n 一 — m Eris M AT B (E 


o(B) ~ 之 X(E)o(B). 


显然 3 在 TT 中 是 糊 贺 型 的 ， TEER (5.4.9). 

作为 这 个 定理 的 直接 推论 可 以 把 定理 5.1.11 改进 为 

定理 5.4.6 若 n EQ), 4€ L2, d£ (xw, &) 的 某 个 猎 邻 
域 中 是 椭 贺 型 的 , 若 Au € C7(0), Yl Cros) € WFC), 

证 。 作 4 的 适当 的 微 局 部 拟 基 本 解 B。 [M Au ECC), dx 
Bodu € C", (BE (xo, Eo) 的 锥 邻 域 中 olBoAXx, E) 三 1, KH 
定理 5.1.11 即 得 定理 之 证 . 

oCAYCx ,5) 不 适合 本 圆 性 条 件 的 点 自然 引起 人 们 极 大 的 兴 
趣 ， 事实 上 je, DI 2 e (1 十 LED? 这 个 条 件 可 以 改写 为 
jm e” Jol AX x, 1E) #0. 因此 破 还 这 个 条 件 的 点 Cros E) 应 


适合 imr"lo(4)(e E) 一 0。 对 于 经 典 的 拟 微分 算 子 (自然 


包括 偏 微分 算 子 ), 这 个 条 件 就 是 cn(e 多 za E) 一 0， 所 有 这 样 的 
Cras E) 都 称 为 特征 点 。 符 征 的 机 念 是 偏 微 分 方程 的 基本 概念 之 
一 现在 我 们 可 以 理解 , 它 赴 一 个 微 局 部 的 , RAER S. 
因此 我 们 给 二 

定理 5.4.7 4€ Lz4(M ) 的 特征 集 Char(A4) 是 

Char(4) = (r, E) ET Mi limi" lo 4X», :£)| = 0]. 


(5.4.10) 
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利用 这 个 概念 可 以 看 到 , 定理 5.4.6 可 以 改 述 为 Xue 
(0) 而 且 Au € C^, W WF(u)CChar(4).. 利用 这 一 点 和 定理 
5.1.10 FARER BRE X inb: 

定理 5.4.8 WF(u) = N Char( 4}. (5.4.11) 


A€ Dane c? 


证 .前 已 证 明 WF(u)CChur(4) 对 一 切 4 € L2, B. 4u€ C" 
成 立 , 自 然 对 ALL, dueco 成立。 所 以 


WF (s)C- N Char( 4). 


EIE Gs E)E WFC), WA--0 4€ L^, 8 
ao Ar) n Eo) el 
F Cros Eo) 的 某 个 维 邻 瑾 中 成 立 ( 即 (xz 5 £ CharCAD) 而 且 
Au € C^, 因此 (xo, Eo) € N _Char( 4)， 所 以 


Char( 4) C WF (ew). 


A€L" te co 

x pH. 

定理 5.4.8 的 好 处 是 , 它 给 出 了 WEU) ARER 
定义 ;因而 可 以 适用 于 微分 流 形 上 的 广义 函数 ， 

定理 5.4.6 与 5.4.8 ZE u € 2/ (0) 而 4 为 适当 的 PsDO( 从 而 
Au EX BT c'(0)) 时 也 成 立 . 
，” ”至 此 可 以 进一步 讨论 x 与 4x 的 波 前 集 之 间 的 关系 。 我 们 设 
uE g’ (0), 4€ L2,(0) Su € '(0) 而 4 为 适当 的 PsDO, 

EM 5.4.9 WF(As)CWF(u)C WF(Awu)U Char( 4), 

(5.4.42) 

证 先 证 堪 方 的 包含 关系 。 设 (n, OE WF), 由 定理 
5.1.10 必 存 在 适当 的 P € L i o( P) = 1 (mods 7) fE(z, &) 的 
某 个 锥 邻 域 中 使 Px EC”。 现在 作 0 阶 适当 的 PDO O 使 在 (xo， 
E, ) 为 椭 欧 的 而 且 在 《xo, o) 的 一 个 充分 小 锥 邻 域外 ot8) € 577. 
因此 
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Po0 = Q, QoP = Ọ (modL™). 
TEJE OQA = QoAcP. 但 因 Pu € C^, BrU) QoAoPu E 
C7 mi Qodu € C", 由 定理 5.4.6 有 (xs, KO WFCAu), d$ WF 
(4u)CWF(zu), 
右边 的 “C”. 设 Cros Eo) E Char( 42)U WF (Au), Wl (10, Eo) € 
WF(Au), ARBER 5.1.10, 必 有 PEL 293824 89, EE Cr, 
名 ) 的 某 个 锥 邻 域 中 co(P) = 1,188 (PoA)u € C^ XH Cros EYE 
Char(4), ith o(P) = 1 易 证 Po4 TE (xv, E) 的 某 个 锥 邻 域 中 
EHAR. HER 5.4.6 即 有 (xo, 5) € WF(u). IEE. 
这 个 定理 有 一 个 重要 的 推论 ; 
推论 5.4.10. 若 4 是 短 融 型 的 氟 微 分 算 子 , 则 
WF(A4u) = WF(a). 
CROACIE PsDO 的 正则 性 的 定理 5.4.4 的 微 局 部 的 推 
广 。 关 于 椭圆 型 PsDO 的 正 风 性 的 更 进一步 的 结果 将 在 下 一 节 讨 
论 PsDO 在 Sobolev 空间 上 的 作用 时 再 讲 。 
3. Garding 不等式. Girding 在 研究 高 阶 权 加 型 方程 的 
Dirichlet 问题 时 ,从 一 般 的 椭 贺 算 子 
Au = M a(x)D'u, >) adr) A0 (E A0) 


lalam 


hih — 3S Brig a RE RERCT P BOE Ar 
Re D) a(328 cll”, 670 (5.4.12) 


的 算 子 . TR U) 98 8 DELE S ERN, TEL RE RC BARS pr. 例 
如 著名 的 Bitsadze (Bruame) 算 子 02 一 " (02 十 2:0,0, —03) 是 
HAH, (HIREESRHEDABU. XISERAÉDUA T. Girding 给 出 了 一 个 


极为 重要 的 不 等 式 : 对 任意 实数 * 以 及 紧 集 KE! 必 存 在 常数 
€ 之 0 使 对 一 茹 ww€ Ce(CK)， 


I) RE Beime 在 0951 年 就 提出 了 这 个 和 概念; 见 Bawas 和 JJaabbkelekag 
£11. 
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Rel Anu) > C lh«ll2,;. — afal. (5.413) 
必用 表示 Sobolev 空间 H'CO) fBER. 这 个 不 等 式 可 以 说 共有 困 
程 碑 式 的 重要 性 , 它 信 但 可 以 用 来 解决 Dirichlet 辣 题 的 存在 性 ,而 
且 还 可 以 导出 许多 重要 的 先 验 估计 ， 还 可 以 月 于 导出 关于 双 典 型 
问题 的 能 量 估 计 。Gairding 在 1953 年 提出 它 的 时 候 , 是 用 所 请 ”“ 冻 
结 系数 法 《 亦 即 所 谓 Korn 技巧 ) 去 证 明 的 ( 见 Gárding [1]). 后 来 
发 现 ,在 氢 微 分 算 子 的 框架 中 证 明 它 更 为 简单 .这 个 证 明 以 下 述 引 
理 5.4.11 为 基础 ， 而 引 理 的 证 法 又 与 构造 经 典 的 顶 贺 PsDO 的 拟 
基本 解 的 方法 如 出 一 入 , 所 以 也 可 以 看 出 那个 方法 的 基本 重要 性 。 
5]8 5.4.11 若 PCr, E)E SCQ), Rep(x, 5) Z2 c 20, M 
必 存 在 算 子 BeLL(09) 使 E 
Reg(x, D) 一 B*oB € Lz5(0), (5.4.14) 


这 里 Rep = (p P), 
证 。 我 们 从 构造 妃 的 象征 以 xz, E) AF, Bü 
bx, E) v 2. ejr, E), &j€ $55" ?(Q), 


注意 从 $ 2 开始 我 们 都 是 假设 了 5 <P 的 。 所 以 上 面 的 渐 近 履 开 
式 是 有 意义 的 。 很 明显 应 该 取 ü 
bx, E) 一 [Rep(x, £2]? > ce — 0, 
很 容易 证 月 bala, EJE 824, 以 它 为 象征 作 算 子 bo(x, D)€ L4, 
则 由 复合 的 公式 
bx, DD)obsx, D) 之 象征 
~ 二 dbl, E)D2b(x, E) 


= [A E)? (modsa 7), 
于 是 
R,(5, D) = Rep(x, D) — Fx, D)ob(x, D)e LIS”, 
假设 已 经 作出 bos bitter 1, 我 们 希望 作出 bu, E) E Sm 
使 
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Reps, D) = | X5 iC, D) + Uf, D)] 


k=0 


e bs bi, D) E bx, D) |+ Risas 
k-n 


Riz, D)e L74209, 


但 上 式 右 方 等 于 
ij+1 iți 
Rep(x, D) + R;(x,D) + bfe 2i br t S tobin 
kw 
F Rinker, D) 
所 以 bin (x, D) 的 象征 应 该 适合 
T b t bo bium — R(x,8), 


因为 站 (zx， E) —bx.E)— ERep(x, £)I^z en m9, 所 以 可 以 
UB bs MARAE bne SYO, BTF B. 
这 个 8 在 某 种 意义 下 可 以 说 近似 于 Rep( x, D) 的 平方 根 ， 
定理 5.4.12 (Garding FER) HAEL 适合 以 下 不 特 
式 
Reo( AY(x, E) > a| EI", am > 0 为 一 常数 ， 
则 对 任意 e 290 以 及 任意 紧 集 KE9, 任意 * 均 存 在 党 X coo 
使 对 ue CICK) 有 
Re( Au, u) (ao — &)lullàa — C llli. (5.4.15) 
证 ,我 们 不 访 设 *<. 因为 着 对 这 样 的 “已 经 证 得 《5.4.15)， 
那么 对 > 2 | E 2t 见 因 显然 


llalls, < ull, 
故 有 
Re(4u, u) > (a4 — &)llulZ.5 — Cl«lz, 
> (a, — &)liulla — C luli. 
取 Ana AA G HIEI” 为 象征 的 适当 的 PSDO, 当然 Amn€ 
LOCLE MECE HHK., M A-mndAm iE A, 不妨 设 
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AE S24 Bl m — 0, T EXE T 

ETE: 

C 一 二 (4 十 *4) : 312 
它 当 然 属 于 Lia. 对 它 应 用 引 理 5.4.11 可 以 找到 适当 的 Beé Lz5 
使 
C —B*B = RE Lz5. 
Alk 
(Cu, u) — (B* Bu, u) = - (Au, tx) 十 "1 (A*u, u) 


— (Bu, Bu) — (aw — 2) Cu, u) = (Ru, u), 
六 此 
Re(4u, u) = («= 5) lul + Bl + (Ru, u) 


> ( a — z) lli + (Ru, #) 


& 1 
> ( g £) llli — iCRu, 201. (5.4.16) 


租 由 Schwartz 不 等 式 易 证 
|\CRu, u)| s lull > Rel 


< T Juli + Cl Rel, 


又 因 RE L35, 故 对 于 固定 的 K 当 然 义 有 常数 C 使 
Reli s Ci。 
{RRA (5.4.16) 即 得 
ReCAu, u) = Ca, — &)ll«li — Cel, € = CO, 

而 定理 证 毕 。 

4. NIB PDO. 上 面 我 们 看 到 椭 责 童 PsDO 的 重要 特性 是 
它 的 正则 性 (定理 5.4.4); 

sing supp # = sing supp Au, «€ d'(Q), (5.4.17) 

但 是 并 不 是 只 有 椭圆 型 算 子 ， 而 且 述 有 许多 在 数学 物理 中 很 重要 


309° 


的 算 子 都 具有 这 个 性 质 .因此 ,我 们 把 适合 它 的 算 子 分 出 来 并 给 出 
定义 54.13 # AEL?) 适合 式 (5.4.17), Wir AR Qr 
RUNEXE ELE T, 
现在 重要 的 问题 是 给 出 4 € L2, (0) RAER ik 
据 , 注 意 到 由 于 所 微分 算 子 上 县 有 所 局 部 性 ,sing supp4« Csing supps 
总 是 成 立 的 , 而 在 定 里 5.4.4 中 证 明 反 向 的 包 合 关 系 时 只 是 用 到 了 
4 的 所 基本 解 ;因此 ,我 们 容易 地 看 到 
定理 5.4.14 若 4e Lis AMEER BFE, NANAH 
Wii. 
证 。 志 假设 有 
Bo4—I-crR, REL”, 
WX ue ga'a) E 
u = Bodu — Ru, Ruc C™, 
Aki 
sing supp « = sing supp BoAuC sing supp As 
而 定理 证 毕 . 
第 七 章 中 还 将 证 明 ， 有 时 4 必定 是 柱 加 算 子 、 但 是 只 是 在 氢 
基本 解 属 于 L™ 的 条 件 下 . 
但 是 我 们 希望 有 一 个 更 方便 的 "代数 的 " 判 据 ,对 此 ,我 们 有 
定理 5.4.15 SZ 4c LZ,CO) 适合 以 下 条 件 
(H) — dm, mio re KEO, HEK R, Cio Ci 存在 使 
C,|£|^ < lo( 4)», £)| S Cil EI", [E] > R, xé K;(5.4.17) 
(Ha) fapa ADCx, ENCA Ha, E)| S Cag tE lT, 
I| >R, x€ K, (5.4.18) 
J| A d DO NERSIBIRS. 
证 。 我 们 只 需 证 明 适 合 (H), (Ho) 的 算 子 4 必 具有 拟 基 本 
解 即 可 . 4 X(E)€ C7(R*) 而 在 15| 充分 小 时 为 0, |5| 充分 大 
时 为 1 DA AC, E) = XCE)o CA)" (x, 5) 为 象征 作 一 个 适当 的 拟 
微分 算 子 8B。( 它 显然 属于 Lare), X 


e(B.4) ~ + D È apale, EDANE, E) 


= 40 r(x, E), 15| ZOKR. 
这 个 新 近 式 是 有 意义 的 ,因为 r(x,8)€ Sz. 
Hib Dio A ) : 
= Eelo A) pol) (0C A) RAPo A) "DzaCAD, 
这 里 la «|el. 其余 的 估计 亦 可 仿 此 和 证明 ， 令 RR 是 以 rx? 


D 为 象征 的 适当 拟 微 分 算 子 ,再 考虑 算 子 C。~ X) (DIR CE 


RE I+ REWER) 4e CB 一 B， 则 明显 地 有 : BEA 
的 拟 基本 解 。 太 家 可 以 看 到 ,这 个 证 明 与 定理 5.4.2 完全 一 致 . 

HUE- TZA: 

例 1. 热 算 子 8 一 人 的 象征 是 i£ [EDS 这 里 m—2, m —1, 

例 2. 1 十 Ix I" C^ AD" Cu, v 为 非 负 整数 ) 的 象征 是 上 二. 
laJ mm = 29, m, 一 0， 而 且 不 难 证 明 e = 1,8 = p/v CR. 
要 uv). 所 以 它 是 亚 椭圆 的 , HEH 922 284, 1 一 Ix| PA 
RAV SIR A T-. 

我 们 不 妨 将 适合 (H,)，(H:) 的 算 子 类 记 作 HLZT«, 这 个 类 
有 许多 性 质 使 之 类 似 工 ?s: 可 以 很 简单 地 证 明 : HL 中 算 子 的 
RENT SERTI E HLZ245 中 ; XX A€HLLS DE E: 
HLI” BEA 一 个 是 适当 的 ， Bj Bode HL IT tm ;此 
外 , XipcBIRi,RBÜOxl—pox)-posil, MRLE 在 
变量 变换 下 不 变 。 因 此 在 这 个 条 件 下 。 可 以 在 微分 流 形 上 定义 
HLZ", 这 些 结论 的 证 明 与 $2, $ 3 中 相应 定理 的 证 明 并 无 二 
致 ,所 以 在 这 里 不 再 重复 , 

我 们 还 容易 看 到 椭圆 型 LZ 类 就 是 HL. 

RE HLP 如 此 重要 , 它 却 没有 包含 一 切 亚 椭圆 算 子 。 著 名 
的 Komworopos 算 子 
ME _ ðu 


Bu - 
Au = 2 = bu 5.4.19 
SC BH On Or SPI 
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就 是 一 个 例子 。 它 具 有 基本 解 ( 见 A.H.Koxworopos [1]) 因而 是 
亚 椭 贺 的 ,但 它 的 象征 是 ， 
oCA)(x, E) = —Ei + ix Ei — ils 
Z4 EP = (0, js 5), Wola, 7) — 0, M [E/| — 00, BH 
此 不 可 能 满足 (Hi). 
Hörmander 在 [8] 中 详细 地 讨论 了 一 类 二 阶 偏 微 分 算 子 有 亚 
椭 商 性 的 充分 必要 条 件 ， 这 一 类 即 


4 一 Y Xi X, + clr), (5.4.20) 
其 中 


X= P na) -sim0 yem, (5421) 
k= | x, 


aj, € C"(Q) 是 实 值 函数 ,但 cC) € C~(9) TAR. 

为 了 表述 Hrmander 的 结果 ， 需 要 一 些 关于 向 量 场 的 语言 。 
A X, Y 是 两 个 向 量 场 ( 即 两 个 C” 系 数 的 一 阶 线 性 偏 微分 算 子 )。 
可 以 定义 一 种 区 交换 的 “乘积” 交换 子 积 

[X, Y] = XY — YX. 
一 切 向 量 场 的 集合 (作为 一 个 线性 空间 )， 关 于 人 交换 子 积 构成 一 个 
Lic 代数 。 考 虑 由 Kas XX,,*…… ,Xm 生成 的 Lie 代数 ( 指 实数 域 上 的 
代数 ) 多 , CEH 
LXi [Xi EX, E10): 1 CARE) 

MIKAY RRES "RUGGED fAd& —À E C 系数 的 齐 次 一 阶 线 


HARHLORCT-SEHTHURHRDSRIEDS > l)i. 如 果 将 它们 的 


系数 “冻结 "在 某 一 点 me 0, RIS JE D alr) EIE R 的 对 


偶 空 间 之 元 ， 因 此 ,“ 冻 结 " 以 后 , 多 将 在 每 一 点 对 应 于 《R83)* 的 
一 个 子 空间 , 因而 有 一 定 的 维 数 (xs) son. 我们 现在 游 虑 
r(xo) 一 上 一 const 天 4 的 情况 ,Hirmander 的 结果 就 是 著名 的 “ 平 
方 和 定理 ”如 下 ， 


* 303 * 


定理 5.44.46 E LOE ET Ahy X;G 0 9, 1, m) Bo 
成 的 多 在 各 点 的 维 数 不 变 : r(x) — ro 0, 则 4 有 亚 生 加 性 的 必 
要 充分 条 件 是 ” =n, 

这 个 定理 的 证 明 较 长 ,我 们 在 此 不 再 重复 ,读者 可 以 参看 上 面 
引述 的 Hórmander 的 原著 或 F. Treves [4] 卷 1 第 二 章 $5 或 
Kumano-go [1] 第 四 章 。 我 们 这 里 只 来 看 一 下 它 应 用 到 Konworo 


pos 算 子 上 的 情况 ， 这 时 Xi =, x, — «9 — 9 gp 
GEN Ox; Ox, 


8 
X,, X = =, 
Dx, X Ox, 


由 此 立即 可 知 多 之 维 数 为 3 一 x, 因此 Koxworopos 算 子 有 亚 M 
BE. 

Hörmander 定理 的 证 明 主 要 应 用 的 方法 是 所 谓 s 估计 ， 它 是 
次 精 贺 估计 《Subelliptic estimates) 类 型 的 。 次 桶 敬 估 计 是 一 个 很 
重要 的 工具 , 读者 可 以 参看 Eroposi1], [2] 和 Harmander [14]* 
这 里 讲 的 算 子 是 所 谓 具 有 重 特征 的 算 子 。 关 于 重 特征 算 子 与 亚 本 
圆 性 的 关系 可 以 参看 Taylor [1] 第 十 五 章 . 


$ 5. 关于 有 界 性 和 紧 性 的 结 时 


1. 也: 有 界 性 定理 ， 所 微分 算 子 AE LLR) 是 一 个 连续 线 
性 算 子 
A; CiGR" -CCR). 
若 4 还 是 适当 的 , WA, CR 一 C8(R*)。 现 在 要 问 4 可否 拓 
展 为 由 LXR") 一 LCR) 的 线性 连 汇 算 子 即 
[siis < C lulle? (5.5.1) 
HAARA RT REA FERE LA : 
定理 55.1 db 46€ L2,(M) 是 适当 的 ,0 «80 o x 1M 
MEHEKS- piel), HYRE KEM 
有 
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a 4r 


dim. suplo(C4Xs, EX «c, (5.5.2) 


MATPRE — 4-38 34 RS EI BE IE DU UE T R S 
Auli < Culisd- (Ru, u), u€ CSCM). — 53) 
WE. R% (Au, Au) = CA* Av, 4w), 我 们 只 需 证 明 存 在 一 个 
适当 的 Be L? CM), 使 
A*A + B*B— CR 
是 正则 化 算 子 即 可 ,因为 这 时 即 有 
Aup + Bul? = C'hul? + (Ru, u), «€ CEM). 
C! — A*A 有 一 个 主 象征 为 C la( Ae, EDU, 因此 定理 的 证 
明 归 结 为 
”定理 5.5.2 若 Ce L2, CM) 是 适当 且 自 伴 的 ， 并 设 对 任 常 
REKEM 


lim inf Reo(C)(x, £) 7 0, 
二 一 十 四 reK 


则 必 可 找到 一 个 适当 的 Be Ls 使 B*B 一 C= 二 RK 是 正则 化 算 
f. 
WE. M xe KK 而 上 #| 充分 大 时 ， 很 容易 找到 实 值 的 象征 5€ 
S3s(Mf ) 使 
[A (x, E)? — Reoc(x, E) = 9. 
以 名 为 象征 作 一 个 适当 的 Bo€ Lo, M, Dt 
a(B* B)(x, E) = b(x,8 ) (modS; k " (MD), 
故 
C 一 BEB,€ Log (M). 
如 果 已 作出 Bo, Bi,---. B; 使 
R; = C —(B$ + B] + --- + B?) 
- (B, + B, + ++. Bi)e Lte- M ) 
现在 要 求 作 Bin € LL (M) E 
Rja—-C-—(BIT Bf b Bjau)€ L G 9M) . 
实际 上 , 即 要 求 
Rin = R; 一 Bý Bo 一 BiB,rs 《mod 工 zy+2 (M5), 
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因为 R EARR, MI Imo (CR) € 55177, 因此 Bin 的 取 法 
仅 需 使 

20C Bno( Bo) 一 oRi)， || 充分 大 ,ze 天 
即 可 ,出 1o(B。)| 一 焉 (=,5) 即 知 这 是 可 能 的 。 现在 作 一 个 适当 的 


Bé Loes (M) f£ o(H) ~ olB)) 即 合 于 所 求 . 


请 读者 把 这 个 结果 与 引 理 5.4.11 比较 ， 这 里 的 结果 更 为 精 
确 . 

下 面 看 一 个 特别 的 情况 。 设 相应 于 A BU o A, Y) XE 
M X M 中 有 紧 支 集 天 XxX KEM Xx M。 作 weE Cr(CM ) 使 在 KK 上 
u = 0, W A4u=0, 而 可 以 选 Ru 使 Ru = 0 因 兆 ,在 以 上 的 作法 中 ， 
当 Ax, ?) 有 紧 支 集 时 ,我 们 可 以 设 R 之 核 R(x, Y) 也 有 紧 支 集 . 
于 是 可 得 

定理 5.5.3 3; 46€ LI(R'), 0x8 coc, Alr, y) 在 
R^xR'uuEx*.H 

Jim lol), £e«c, (5.5.4) 


则 必 存 在 算 子 41, 使 4 一 4.€ LLS(R7), supp 4,(x, Y) 8 25 XX, 
mE 

laul < Clal, «€ cè), (5.5.5) 

Wr. 我们 现在 作 — I R xee CECR")。 使 得 不 但 有 


XCx) 20, (xcoes =1, 而 生还 有 0 < ESI 事实 上 如 第 
一 章 § 1 MEERE E XQ, 则 只 能 有 
I2) = | etxolan «f lacte 1ax = | Xj Ge = 1. 


但 若 取 X(x) 一 Le + y»nSGody, E b Xe) € CR’), 
0x xc) < [x4 = 1, | x Gode || aC + Vxl ydr dy = 
[see] 一 1, 而 且 因 £C) — RGI, 而 得 o« EG) « 1, 
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At 


NeR 


现在 令 X) = nd 并 定义 算 子 
= Au —- A(X,u) (5.5.6) 
这 里 
Aule) = C2)” " ets A) Ge, EXCL — RED JACE IE (5.57) 
£,(5) = ECEE). 
定理 5.5.1 仍 可 适用 ,而 知 
Aul « C'hu — Xx ul? -+ (OR(S — X4), Cu — Xx u)). 
(5.5.8) 
因为 4x, y) 有 紧 支 集 。 所 以 Rl, yje celk x R”), h (5.5.7) 
之 第 二 式 还 可 网 到 lz — Xu? x al]. EGER. 
w Ru = R(u — X, * u), 


OE RG, ») E -[xo- sued | dy 


| 
| 
E 


| 


R(x, y») 一 | R, z)X,(z — y)dx 


| u (y)dy 
ro y) 一 | Rx, y+ ez)x(z)dz| u (y)dy 


- [2.6 Dua, 


很 容易 看 到 ， 当 e 充分 小 时 , supp R(x, Y) 位 于 某 个 固定 的 紧 集 
KER x Re if, HM e 0 时 ,RsCz y) 一 致 趋 于 0. 

我 们 可 以 选 一 个 充分 小 的 8>0 而 将 人 5.5.4) rh 9g € XA X 
C-8, APEE (5.5.7) 可 得 , 当 s 充分 小 时 

lui s CC — sel + UR ll < lal. 

我 们 就 可 以 用 4. IRR A. 因为 4 一 A 之 象征 为 o( 4) 
(x, £)É(sE), &(e£)€ S53, 以 4 — 4,€ L7, 直接 验证 也 不 难 
LEBEN 的 分 布 核 有 紧 支 集 ， 

上 面 的 定理 假设 了 分 布 核 有 紧 支 集 ， 这 个 限制 不 难 在 下 一 段 
中 解除 , 当然 所 得 的 结论 要 弱 一 些 。 但 是 ,限制 p > 5 却 是 很 严 
重 的 ,例如 在 证 明 引 理 5.5.2 中 利用 定理 5.4.11 作 召 时 利用 了 浙 近 
展开 , 这 时 Pp > 8 是 不 可 少 的 。 在 本 章 一 开始 就 指出 过 在 各 种 各 
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样 的 S7, 类 中 ,有 些 性 需 很 好 ,例如 假设 了 P > 则 可 以 得 出 拟 微 
分 算 子 代数 的 种 种 定理 ， 再 加 上 40 委 1 一 p 委 38<p< 魏 1 又 可 以 
在 微分 流 形 二 定义 报 微分 算 子 ， 俱 是 p 一 8 时 ;532 就 是 一 个 
“ 坏 ” 类 ,而 在 许多 时 候 又 需要 用 到 ，。 例如 8,* 的 L 有 界 性 定理 
{Calderon-Vaillancourt 定理 ) 就 是 很 有 用 的 工具 . RT 
Fé 4r ia. 

Sy). ROSE L 有 界 性 。 这 方面 也 有 了 许多 工作 ,例如 
可 以 参看 C. Fefferman (11, WER [1]。 王 柔 怀 和 李 成 章 [IL 

2. 拟 微分 算 子 在 Sobolev 空间 上 的 作用 .本 眉 中 对 妍 可 以 指 
R" 的 一 个 开 区 域 ,也 可 以 指 一 个 微分 流 形 ,4A4€ L3s 是 MM 上 的 拟 微 
DAF. 4 MCR 时 ,我们 设 0«86-p«1, UMERESU N 
形 时 则 设 D 所 1 一 p 委 5<p 委 1. 当 MCH" h, TA H E 
实数 :定义 H'CM ), 而 当 夺 是 微分 流 形 时 , 则 可 定义 HGCCM) 与 
Hua 0M). TRXEM PSI PIDE SI ,我 们 记 

H'(M) = HM ) = Hia M). 

"MOUSE, WUERT- RDE ESA AREARE 
密谋 的 测度 4, (相对 于 Lebssgue 测度 而 言 )， 从 而 可 以 定义 
L'(M , 4,), 而 且 因 为 M 为 紧 , 它 的 定义 实际 .上 与 4; 的 取 法 无 关 ， 
因此 记 为 LXM), IRR HCM), 这 时 ,A《x, 0) 自然 有 紧 支 集 , 从 
而 ,由 定理 5.5.1 BIR 

X18 5.54 在 上 述 条 件 下 ，4 可 以 拓展 为 连续 线性 算 子 
L'(M) — LM). 

对 一 般 的 M ,我 们 则 有 

定理 5.5.5 设 4€ LPCM), Vile d E Hs p tr 


A: Hi (M) -> Hix” (M). (5.5.9) 

若 A4 是 适当 的 , 则 还 有 
A; His M ) — Hoa (M), (5.5.10) 
4i Hi (M) — HG). (5.5.11) 


证 .在 定义 Sobolev 空间 Hion M ) 与 Hil M) 时 ， 我们 是 
TB T AE Lis C Los 的 ;而 县 利用 一 的 分 制 不 难看 到 ,可 以 设 A, 
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是 道 当 的 (在 给 出 定义 5.3.7 时 , 我 们 就 已 看 到 As 是 定义 为 有 限 
和 >, px 的 ,而 每 一 顶风,A.p; 自然 是 适当 的 ), 则 AL, 是 A 


的 氢 基本 解 也 是 适当 的 ,所 以 
ASA, =I +R, 
R, 也 是 适当 的 。 现在 we Hiomo(M), PIA u = Au € Lis (M) 
而 由 上 式 
u = Atte, vé CIM), 
Amdt = AmA AL t Áo, 
这 里 AmA A E LEM), As-mAA us € Li (M ) CA 为 适当 时 则 
RF Liom M)), AAv E COM )C Lio CM ) CA 为 适当 时 则 属于 
Lis M)), K W Andu LiCM) CA 为 适当 时 局 于 Liom 
(MD. 于 是 得 知 
A: Hus (M) -> Hi" (M) (或 Hiso( M )), 

其 连续 性 由 以 上 的 讨论 是 自明 的 。 其 余部 分 的 证 明 类 似 。 

R 5.5.6 iE 4€ LIUM), 则 它 可 括 展 为 连续 线性 映射 

HiompCM) > HCM ). 

Mp 一 0 时 ,可见 4; Liom M) — LiM). REER 
5.5.3 的 推广 , 

在 讲 到 微分 流 形 上 的 Sobolev 空间 了 时, 我们 曾 指 出 定义 5.3.7 
实际 上 与 A, 无 关 , 事 实 上 ,作为 定理 5.5.5 的 推论 ,我 们 有 

F 5.5.7 定义 5.3.7 可 改 为 一 个 等 价 的 定义 车 ae (M ), 
且 对 任意 适当 的 4 € Lis (M)》 有 due Lie (M) 则 vE 
HCM ), 

利用 这 个 定理 ， 还 可 以 对 椭圆 型 算 子 的 正则 性 定理 作出 如 下 ~ 
的 推进 . 

定理 5.5.8 ” 若 除 本 段 开 始 的 假设 外 , 再 设 46€ HLZ, 则 由 
uE Z'(M)ULE Aue Hio(M), A ue HS" CM), 特别 是 , 若 4 
26 m Ur f FRE! PsDO 时 有 «e Hiz" (M). 

证 。 作 4 的 拟 基 本 解 8, 它 是 适当 的 ,而 且 是 — m, jr PsDO, 
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RÈ u = Bou 十 vw,v€ C~(M), BoAue 上 人 tm(M)， 定理 证 毕 , 
特别 我 们 可 以 看 Aue C~(M) 的 情况 。 这 时 对 一 切 ;有 
Au€ HCM), M uE Hf"(M) 对 一 切 了 成立， 由 嵌 人 定理 。 
uE C~(M)。， 所 以 对 亚 椭 贺 算 子 4€ HLE H ue (M) UL R 
Aué C"(M) BI «€ C~《M)。， 这 样 我 们 又 一 次 在 一 个 特例 下 得 
到 
sing supp 4 = sing supp s, 
以 上 证 明了 4 在 HCM) 或 Hiomp(M) 上 的 连续 性 ， 但 这 两 
个 空间 均 非 Hilbert 空间 ,因而 没有 得 到 有 关 4 的 更 精确 的 知识 ，。 
现在 , 取 KEM 为 一 紧 集 , 则 HK) 是 一 个 Hilbert 空间 ， 我 们 
E H'CK) 上 引 人 一 个 与 原来 的 数量 积 等 价 的 数量 积 。 仍 用 原来 
的 人， 有 
AeA, = I+ R,, RE Los. 
E rL3:09—EBG S Oo 0s 是 所 有 阶 数 不 超过 的 微分 
算 子 所 成 的 C" E module 的 生成 元 ,定义 


N 
Cu, o), = (Au, Au) + $, CQ,R,u, QR). 
k-1 


因为 Q,R, € Lia Vi I(QuRw, Q,Ru)| « Cieli xt A 3& S4 
芍 C 成 立 ， 和 白 此 可 驳 l 
hali = (Au, Am) < C lell? S Cn, 
即 范 数 此 与 ii 等 价 。 XP KEM, 必 可 找到 一 个 适当 的 紧 
REM 使 Auc HR), 而 且 4: H'(K) 一 HR) 是 连续 
的 。 这 里 我 们 设 4 是 适当 的 。 E 的 存在 是 很 清楚 的 , 事实 上 可 取 
Ê = supp A(x, Y)N ry!K) 一 supp4dKryy)o 天 。 为 证 明 4 之 连 
续 人 狂 ， 我 们 采用 范 数目 .此 ,而 问题 归结 为 用 LA ud 与 LOIR] 来 
估计 4.-。4xl MOR Lun, 这 里 人 和 Q' 是 任意 的 微分 算 子 。 
但 是 
A SA, = (ArmA ALD) CA) — CA, AR), 

OR, 4Au = (QR, AA CAS) — (OR, AR Jä. 

AKIN PPO 都 是 适当 的 , 故 这 些 算 子 的 分 布 核 虽 非 紧 支 集 的 , 但 
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当 它们 所 作用 的 =“ 具有 紧 支 集 天 时 ， 不 仿 设 它们 的 分 布 核 的 支 巢 
Xp E x KK 的 某 邻 域 中 , 因而 可 以 利用 关于 L? 有 界 性 的 定理 5.5.1 
得 到 这 里 的 结论 。 
我 们 仍 设 4€ HL?'YoM ) 而 且 是 适当 的 ， 风光 于 信和 本 时 
Be HL; "(M) 也 是 适当 的 ， 利用 
u = Bodu-- Ru, RE Lz5, uE CCM), 
即 可 得 到 
定理 5.5.9 $ 4€ HLZZCM ) 为 适当 的 , 则 对 任意 实数 * 与 
紧 集 天 EM 必 有 常数 C > 0 使 
len, © CllAul, + lul), «€ CEK), (5.5.12) 
特别 是 , 当 4 为 稍 圆 型 时 ,有 
lulius COAud, + hul), «€ CHCK), (5.5.13) 
H HLE 算 子 ，mo 过 吉 ， 因 此 可 以 把 (5.5.12) 的 左 方 写 为 
l* lama, 8 = m — ms > 0, 所 以 倘 计 (5.5.12) 与 《5.5.13) 比较 ， 
可 以 说 光滑 性 损失 了 5。 这 种 光滑 性 的 损失 在 许多 重要 的 应 用 中 
都 会 发 生 。 所 以 我 们 特别 地 把 以 下 类 型 的 算 子 
uE '(M), Pue Hil M) > ue HEM), 0«8«1, 
称 为 次 椭圆 算 子 ， 需 定 5 <1 是 为 了 使 以 上 的 性 质 与 P 的 低 阶 项 
无 关 ， 有 关 次 椭 贺 算 子 以 及 次 椭 贺 估计 的 文献 前 面 已 经 介绍 了 ， 
3。 紧 性 、Fredholm 性 与 指标 。 本章 一 开始 就 提 到 ,PsDO 是 
线性 偏 微分 算 子 的 自然 的 推广 ,这 种 推广 之 所 以 有 价值 :在 于 它 有 
助 于 解决 仿 微 分 方程 理论 中 的 重大 问题 ， 60 ÆR HH, Atiyah. 
Singer 指标 定理 的 出 现 是 偏 微分 方程 理论 的 重大 成 就 。 这 个 定理 
说 明了 PsDO 理论 的 巨大 力量 。 正 基 由 此 , XR EH T EUR EFT RE E 
其 它 一 些 重 大 问题 (如 Cauchy 问题 的 唯一 性 ), PsDO 才 得 到 了 公 
认 。 在 本 节 中 不 可 能 介绍 指标 定理 ,读者 可 以 参看 Atiyah，Singer 
[1] 和 Shanahan [1], 下 面 只 讲 一 些 有 关 的 一 般 概念 ， 第 七 章 中 再 
一 步 介绍 . 
两 个 Banach 空间 五 和 中 之 间 的 线性 算 子 为 紧 的 定义 是 清 楚 
的 ,但 现在 Lis CM ) 5 LIUM ) 均 非 巴 合 赫 空间 .4: Limp (M) 
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-> LM ) 为 紧 的 定义 是 : FREE Ke M , 4 限制 在 
LCM) => {fE L'(M), supp C K] 
.EBPEÉUEBSIEEUCH RER 工 iu 人 ad ) 的 预 紧 《precompact) Æ, 这 
至 有 一 个 经 典 的 结果 : CE d LCM) 中 的 一 切 能 收 伍 于 0 的 序 
列 (f) 均 变 为 LULCM ) 中 的 强 收 纹 于 0 的 序列 ， 即 对 任意 紧 集 
K'E A 
(. | 4fj|'dx — 0, 


则 4 为 紧 ， 这 里 第 一 个 重要 的 结果 是 ; 

3E 38 5.5.0. p T XX KEEM， 一 切 正则 化 算 子 A4: 
LCM) —> LiM) WERA. 

E. QAZDA 4(x,)€ C^(M X M), fi Æ LM) 
BS SET 0, 则 对 每 一 点 x€ K', 


Ire Y), G2 dy l^ 0. 
又 因 UY 4478 6 AALS 
[ar， Diay | «cC f. | ACx , x) Uy, 


右 方 是 * Lebegue 可 积 函 数 。 所 以 由 Lebesgue B liit SOR 
US 在 Lio (M) 中 强 收 伍 于 0。 定 理 证 毕 . 
对 于 拟 微分 算 子 46 LLM)0&I—ox8coc1G 
M CR" Jl FRE 0 « 2 — o « 1), 有 以 下 的 基本 结果 : 
定理 5.5.11 车 4€ Ls(M) 为 适当 且 使 对 任意 紧 集 KEM 
一 致 地 有 
lim. lo(4)(x, £)1 — 0, 


Kito, 
BU A: Lis (M) — LiCM ) 是 紧 的 。 
证 ,我 们 仍 只 看 4 在 LX(M) 上 的 限制 。 由 定理 S.52, 存在 
一 个 正则 化 算 子 R, 而 对 任意 正 数 3 有 ,对 任 一 紧 集 K'e€M 
[Asin < Bluse (Ru, uan, “E LOM). 
取 一 串 u 在 LRM ) rss SC 0, 从 而 elh 为 有 界 : hels 
C, WIES £, 因 Ru; SR ECT 0 ELK YY, AA JC) > 0 
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使 了 >J) hj 
NRall 一 -二 。 
2C 


再 取 5 < cas 则 由 上 式 有 
[3 
l42jlinks S 2c C? 十 [Raglit aluo < es 


从 而 4: LES 04) — LiM) 是 紧 的 . 

这 个 证 明 无 论 对 M CR? 或 是 一 个 微分 流 形 却 是 适用 的 ,而 
且 对 本 身 为 紧 时 ,定理 的 结论 可 改 为 4: LUI) 9 LM) OS 9. 

对 于 Sobolev 空间 的 情况 我 们 则 有 

定理 55.12 设 有 适当 的 AE LOM), 而 实数 :与 适合 
«s 一 m, WARE KEM, VEERE REM, {E A: HK) 
H (È) 为 紧 . 

证 . 发 的 存在 以 及 4: HUK) — HC" (R) 为 连续 的 , 这 点 从 
定理 5.5.8 的 证 明 即 可 看 到 . 令 :为 嵌入 映 射 HCR) 9 H R), 
则 由 Rallich 引 理 (定理 3.2.11) :是 紧 的 ,而 4 则 是 以 下 两 个 算 子 
的 复合 : f 

H(K)- H” (E) WR), 
故 定理 得 证 . 

仅 次 于 紧 算 子 的 重要 算 子 是 所 谓 Fredholm T, (H EMF 
是 两 个 局 部 紧 的 Hausdorff 拓扑 线性 空间 , LCE, F) SER ER E 到 
F 的 连续 线性 映射 之 集 ， 我 们 有 

3X 55.13 i€ 4c L(E, F), Æ dimkerd < 十 co ,dimcoke. 
A< coo, WEAH Fredhoim 算 子 ,其 指标 定义 为 

indexA = dimkerA — dimcokerd, (5.5.14) 
coker 4 称 为 4 之 余 核 ,其 定义 为 : 
coker A = F/ÍmA, 
但 是 这 里 只 考虑 代数 商 空 疗 而 不 考虑 其 拓扑 结构 。 

把 这 些 概念 应 用 于 紧 流 形 好 上 的 祖 贺 算 子 4E 工 ?KM )， 

0X&l1—psc«8-«psl,HJXJ;8 4* € LIM) 若 记 4 在 
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C” 上 的 限制 为 Ao, Æ LCM) 上 的 拓展 为 An GARE XE D= 
H"(M)CL'(M) 上 的 无 界 算 子 ), 则 有 以 下 的 重要 结果 . 

定理 5.5.14. 对 于 上 述 的 4， 

1) ERAF (An, D) ZRT (4%, D*) 是 4* E Lin 
拓展 ,其 定义 域 D* 4525 H"CM ); 

2) Am 是 Fredholm 算 子 ,日 

kerA,, = kerAs CC C"(M), (5.5.15) 
LM) = kerAdw@DImA*; 
3) HERH A = 4* 时 Am = AT, B 
L(M) = Rerdw 引 Im4d C” = kerd DIMA o, (5.5.16) 
WE. 1) A% C? 在 H" 中 稠密 , 故 AT. 定义 域 为 
D* = {vé L'(M), Wii C"(M)—C 
ul> (Anu, ty) 在 也 :意义 下 连续 }. (5.5.17) 
但 对 ze C", Awi 一 Aon, B. 4*; (M) (OM ) DEI. 
故 
(Asus v) — (Au, v) = (Au, v) — Qu, A*v) 
RA (5.5.17) 甚 有 
D* = {ve L'(ÓM), Ave L'KM)T. 
(B D — HP, ik ei A* 之 椭圆 正则 性 有 ze HOM), 

2) Æ uc D = HCL Œ Anu —0, 因为 Anu = du, AE 
L7, 视 为 44 ) 一 D'(M) RRA H A ZREN, «E C”, 
从 而 kerd m == kerda, 4 By 4l ]7.kB8o4-—1cTR, 
RELÆ DRAT, E u€ kerdp=kerAo A (I 十 R)u—0. 
但 这 时 we L? Mif ue kel? + R)CLC(M). 因为 在 Hilbert 空 
WE Fredholm 理论 对 上 十 RERIK fU dimker( + R) < 于 co 
故 dimkerAm < 十 so。 再 证 dimcoker Am = codim[fm Am « 十 oo， 
为 此 利用 B 还 是 4 的 右 氛 基 本 解 这 一 事实 : i 

AoB =] +R, REL”, 
ik [md4 DIMA s Im4o B = [m(J 十 R') (这 里 R' 作用 在 C=(M) 
E), {B cadim imi + R') < +oo, 从 而 codim Aa « 十 co, 总 结 以 
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LAARI An KE Fredholm 算 f. 

同 理 AZ 也 是 Fredholm £t. 

再 证 LM) 的 直 和 分 解 。 由 于 4 和 4 都 是 稠 定 的 , 故 
LM )—(In453)*QImA£, 然而 易 见 AmA) — kerA ,,— ker 4a, 
故 有 

L'(M) = kerA..CDImAZ, 

3) 当 A = 4* 时, 昌 然 Am — AS. 反之 若 As 一 A%, 则 限制 
在 C"(M) ERARA Ao 一 《4w)*, 从 而 4 = 4*。 在 这 个 情 
WF, 我们 还 有 MAn = ImA47,. [JB (5.5.15) 之 第 二 式 , 对 we 
C*"(MO)CL'(M):'& 

ucc u, F du, uu € keru, mE Ims, 
但 m=u — € C”, iini 4 ZSIBIIEREE us 应 是 某 个 C<(M ) 
之 元 在 4e FRR. Mi 
C*( M) = ker As CQIm4 o. 
L'(M) = kerde Piman 是 自明 的 。 

4. Calderon-Vaillancourt 定理 与 强 Gárding 不 等 式 . 
以 下 提出 的 类 于 L? 有 界 性 的 精密 结果 首先 见于 Calderon 和 Vaillan- 
court [1], 并 且 立 即 在 局 部 可 解 问题 上 得 到 应 用 ( 见 Beals 和 Fef- 
ferman [3]). 它 的 证 月 以 著名 的 Coetlar-Stein 引 理 为 基础 ， 而 后 
者 又 在 许多 问题 中 有 应 用 ， Calderon 和 Vaillancourt 定理 指出 
LL,0 < o 过 1 类 算 子 是 L? 有 界 的 ,而 这 个 类 是 一 个 “ 坏 ”类 ,因为 
CRA P >a 的 性 质 , 所 以 不 能 作 渐 近 展 开 , 而 在 定理 5.5.1, 5.5.2 
的 证 明 中 这 却 是 本 质 的 要 求 。 现 在 我 们 从 以 下 的 引 理 开始 . 

8] 5.5.15 it5(x,») Æx ETM, OCR 为 一 开 集 ， 
而 且 


f Gn, Ob, ydrdye L*(Q), 
则 算 子 Bule) = LO yjuly)dy 是 工 (8) -> LXQ) 的 有 界 算 


TRR «c = (sup es] | (be, Ba idear), 
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证 。 HRE RB, y, y) = blr, ybl, Y ) A 
T Bate) die 从 bla, YB Yu G)u (Y )dxdydy' 


< (M eG yin IgGs ,Pe soya 


< I 18, v, YY uG) avare < e | uola, 


31M 5.5.16 (Cotlar-Stein) 令 8 为 一 测度 空间 ,dé 为 其 测 
HEQH2S— Hilbert SE], BE) 是 值 在 Z(H, H) 中 的 EE E n 
可 测 函数 ， 若 

J EOB an < c, f IBOBO AC, 

(5.5.18) 
则 对 五 中 之 任意 元 1 与 8g, (8(5)j, 8) 是 # & EBJSDE PE, 而 
Ri Of, e) 一 | BOY, at 所 定义 的 算 子 Be Z CH, H), 
Bi « c. 
证 . 令 * 为 8 的 有 限 测度 可 测 集 , 而 且 在 其 上 
— IBG < M < +o, 
XER (Brf E) = | CBV, 0t. 
MEME Bp, Be Z(H, H), 并 令 Ben = Ej 
2p, 则 
IB,” M - Bj] < IEA) < i| B-B] E -|l Bo Bol 5 
| B;- -- Bill s HB Bil :| Bo Balt Banii 
将 两 式 相 乘 得 
18,--- B] < BN B, B, 1 B, B.IP7-- - IB; B PABA”, 
再 注意 到 |2, = BZB, 即 有 
lBxll? = I BtB4» ^7] 


= sup. | | CB*(5) B(3)CBEB, Y "tu, «)d£ds 


= sup | ,BCE) BGQ BE) BG, Dus a) --dn,, 


EIL NS 
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这 里 了 2 因此 
IB xl” 


< MIO B*(£)B( I? - 1 B* (5) BO) 
- BC 28, dn, 55 M(mesX YC”, 

JBN 4B. s [MCmesXY T "C, 4 j— oo 即 有 18xl 和 CC。 由 主 
CEGXURE E XXE. IBI C. 

定理 5.5.17 (Calderon-V aillancourt ) A€ L2, (0) ik 
Lis) 到 Live(8) 的 连续 线性 算 子 . 

证 。 我 们 可 以 更 一 般 地 将 TE ES PEU T E SUE Eo I 
F: alx, Y, E)E S} (Q X OQ X BR*) ifj 


Aula) = (2a) [| Ptaa, y, EuCy)aydE, (5.5.19) 


并 暂 设 rzysuppa(z Y, E)EO X@ 为 紧 。 注 意 到 ,和 若 令 p(5) 一 
O E E”, 则 对 和 任意 正 整 数 六 
LIHEN Aq) gens f "Ses E Eget EP Le [AN als ine 

从 而 £977! — [1-40 e(G)C- A el + g(EY"]x— 
Y|"]7, RA (5.5.19), 并 且 对 5 反复 作 分 部 积分 即 得 

Aule) = (2n) " ji e Y bx, y, July )dydë, (5.5.20) 
这 里 

blæ, Y, E) — [1-- e(E)(— AM aC, y, E) 

“ [1+ eG)Ix 一 区] 分 
在 分 部 积分 过 程 中 积分 号 外 的 部 分 均 为 零 , Xx dd E] oo 
时 e) = 0C[51 BOR. musupph(r, y, E) 当然 也 在 2 Xx 0 
TE. EWL, Y, E) 一 e" PbCx, y, E, DU] 4.) 可 以 写成 


Aula) Bp | B(E)u (x48 E LE : Qu)” Lo », £)u yd, 


这 正 是 Cotlar-Stein 引 理 中 算 子 召 的 形式 , 因 下 面 应 该 估计 &x，y， 
E) 以 确定 可 以 应 用 这 个 引 理 . 

H aE 52,COXQ x R”) BiU X 14-105] 2 CI-E jE[27, 
有 
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iD3D4oi + 1DiDfa| < Ca (E), 
对 于 e) = [£179), eC) 可 以 展 为 TE 的 每 级 数 而 且 常 数 
项 为 1， 易 见 

Dig 一 p» (.) Dp| EID (E) 


= > OOE TADE O04) = OOI + IED 9G). 


«| a 
因此 有 | 
ID£D28] T | DzD5e| < C,p(E) 8-6 ED1-Rp(EYN]z — y|8]7, 
(5.5.21) 


在 计算 过 程 中 ,我 们 要 用 到 A+ [ED e 0 + iE T = 


a 十 El ENE L oce), 
在 (5.5.21) 中 令 a =8 = 08 2|^| &C [1 eG ]— 
y [2817 因此 , 若 取 2N > n', BA 


( [BCx, Y, £)b(x, Y's E)|dxdy' « Cip(E) ?, (5.5.22) 
因此 ,由 引 理 5.5.15 RIA 
BEUC) = Qu | iG. yy Du Ody 


= Qu | eCe y DG» (5.5.23) 


定义 了 一 个 连续 线性 算 子 BE): L -> L, AIBE S Copy”. 
这 个 B(E) 是 值 在 Z(H, H) (H= L) 中 的 可 测 函 数 《 实 
Bk EXP E 362g 9] HOC SE , 所 以 为 了 应 用 Cotlar-Sten 3l 理 , 只 需 验 
证 《5.5.18) 成 立即 可 . 

H (5.5.23) 知 ，B*(%) 应 为 


B*(n)ulx) = (22) ^ | e BF, x n )uCyMy, 
Big, B(CE)B* Cn) 应 是 以 下 式 为 核 的 积分 算 子 


cx, HT n) 


.*3418* 


一 s) tetti 人 BCe, z, EXEO, z, Yn 


现在 引入 算 子 
L = [PEY + paf + lE — nPI LoCEP H ml) — AL, 

Mij Le 75679 == emisio, RA c(x, Ys E, m) 之 式 并 应 用 (5.5.21) 
则 对 任意 正 整数 了 有 

L'|5(x, z, £)5(y, 2, 9)] 

< Cli [oCE) eG 1s —n|} 

- [Eo el)le — 2| T?" L1 H eG» — 21177, 

FEE clr, 33 5, n) 之 式 中 对 * 反 复 作 分 部 积分 , 则 有 


世 leles Ys 8, eG, 》 8, DIE 


< CH1 + [p+Pn Tem} 9G) "e(2)7*. 
因此 利用 引 理 5.5.15 即 知 BCS)BE* (32€ Z(H, H), H= L’, ifi 
且 其 范 数 即 是 上 式 右 方 . 


再 来 计算 | BCEE” Cn) dn, 这 时 只 需 估计 下 式 对 7 的 
积分 : 


F(£,x)— [o G) o QG0D l Enl /pCE) ea, 
34 lë — 5| > [ni /2 时 ， 


i| 一 1 一 5 二 + ul S zl t l£— ml x3l£ —xl, 
1 十 [90 + eOQXI7|£E EL 


2OGe£—asU?£i-ni 
zc + dl, 


故 这 时 
FCE, n)  C(1- ja ) 7777075, 


TAJ EAE FE, 1) TE [E — nl > 由 Lay 的 积分 小 于 
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一 个 与 5 无关 的 常数 . 
dE jë — 1 S 11/2 Ab, & igl — ial € 1431/2 8 1s] — 
i£ x [nl/2i& eG ~ eCa) ii 
IFC, | SCIL 1E np) eG) 7. 


| ossa Es Ida C la E1-r 1 £m /e C T 7 CE) "dm 
= c feg aede Go G o8 
=C (55 XX) 


所 以 Cotlar-Stein 5| rh RIR fr p sr. 

余下 的 就 只 是 要 解除 resuppe(r, y, E) £O X QR o0 
的 限制 ， 我 们 的 定理 是 楼 证 明 A; Limp Lu. 为 连续 的 , 因此， 
车 给 出 we Limp 我 们 应 证 pAwuk L(Q), X 8i pe C2(Q). X 
i supp v = KEQ, 作 pe CERCO) 使 在 suppa [6 — 1， 于 是 
pdu = pA， 而 我 们 可 以 用 qi PUE AL pAb 的 振幅 汤 数 
E p)alr, y, EJAGO), BRIEG mu pab 在 8 x Oi ER E 

至 此 Calderon-Vaillancourt. 定理 的 证 明 完 毕 。 

从 Calderon-Vaillancourt 定理 可 以 导出 另 一 个 有 用 的 不 等 式 
则 强 Garding RER. 在 Girding WFA (5.4.15) 右 方 有 一 个 
任意 的 e, 现在 问 ,能 不 能 将 6 i RIADA 4 一 asd 代替 
A, 这 样 使 o — 0, 而 要 求证 明 这 样 一 个 不 等 式 

Re(Aw, s) > —Clulll. 

强 Gårding 不 等 式 首 先是 田 Hö mander [61 给 出 的 ，Beals 和 
Fefferman [1] 则 从 Catderon-Vaitlancourt 定理 导出 了 它 。 所 请 强 
Girding 不 等 式 就 是 

定理 5.5.18 设 4€ LlCO) 的 象征 alr, E)E St, C0) 恒 为 非 
负 , 则 对 2 之 任 一 紧 节 集 玉 必 存 在 常数 忌 盖 0 使 

Re( Au, 4) + Cic Z2 0, «€ CECKY). (5.5.24) 
28 Y WEBBXX T AE PRRISEUL BÉ 
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5|38 5.5.19 对 小 述 的 4 和 六 必 在 在 C 二 0 使 
A + |81)7214,5(, £)] + CL [ED sas, E) 
< Cale, E)”, (5.5.25) 
这 里 re K, EER”, 
证 。 我 们 只 需 在 9 x R 的 很 小 的 闭 锥 形 集 上 证 明 它 ， 然 后 
用 -的 分 割 即 可 知道 它 在 玉 Xx Re LRT. WEG, DER 
(xs, &) 使 5 — Eol < 十 ||). UH Taylor 展开 式 以 及 


«€ Sio BIE 
0 所 AET z) < alx, EJ+HCr— xalx, E)HCE— Ealer, E) 
EM 2, (1—r) EE + E, 


la+f.=2 
取 e RANT xo = x t Eax(x, £)(1 + [E1077 E =E + gas (x> 
EXE 十 181) 代 入 上 式 有 
ell + [ED a + eC + Ella? 
Sala) -- eM S darllat] + [E yore» 


la'+!A! m? 
= ala, E) +H EM [jaf + LEY Jal O + EDP. 
令 上 充分 小 整 还 上 式 即 得 引 理 之 证 . 
定理 5.5.18 的 证 明 . ET BEEREK 
h(x, 8)—=gCx)[1l+a(lx, £)1^, ge Ce(Q), 
gG)-1-F Q' KR, 
利用 链 法 则 和 引 理 55.19 容易 证 明 , 存 在 正常 数 Cus 使 
1D8PD81| « Call + a)$- 3*8] + gje (5.5.26) 
4 C = B*B, 经 直接 计算 有 


oe(CX x, E) 一 (2r) i enn, EBs, n)dzdg, 


X, a) 对 9 在 上 点 展开 ， A 
Aas n) = b, E) D Qn — EY | Ola, E+E) Ydi 


lrlol 


xd LEF £) 十 bx € zm Eb, Š, 31)» 


IT:-1 
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代入 上 式 有 
a(C)(x, E) = bx, £y — r(x, E) 


= Q Og) — Gay? (Èe, E, dedu 


-Q-)rG)- Qo J| mme? 5) ~ Diale, E) 


5 b.(z, HE 1)dzdn. 
HE r E€ S244 00), 从 而 由 Calderon-Vaillancourt 定理 即 知 以 r 为 
象征 的 算 子 R 将 Liom) 连续 映 人 人 Lis.(98)。 和 组 在 8' 中 因 
8(*) = 1, ARD «€ LICO’), 有 

R=1+ 4— 8B*B, 

从 而 定理 直接 可 证 .现在 对 r(x ,5) 作 一 些 估 计 . 

DIDEC, D) = S (P) ert fp ee 

a'a (X 


- DE DIDI pe, E, n)dzdq, 
EUER p 用 5, 表 出 后 可 知 上 式 是 以 下 形状 的 项 之 线性 组 合 


ff eenaa, E, minds, (5.5.27) 
qz, E, 4) E [DDt (s, £)IEDPDRDrHb, (s, Š, 4)], 
(5.5.28) 


a Fo; ta =g, FL 8 B, Iv| — 1, 
H (5.5.26), i$ 1£—«l| < 151/2 将 有 
ID? D£a(s, 8,n)| SCC H (g|), (5.5.29) 
现 令 =g tar suppa EIE —2| < 451/2 H, supp qz 在 15 一 
2] 之 |51/4 m. a; 适合 (5.5.28)。 利用 分 部 积分 可 将 (5.527 ) 中 
相应 于 9 的 都 分 写成 
KG, E) 一 | enin DLNg(s, E, 1)dsdn, 
L =[1 + pF] — z|? + pE —2PT* 
[1 — 9G) A, — eG)7A,4], 
pE) = A ED 
利用 (5.5.29) 即 有 
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(Lg S CU E jg pL pS) ix — xl 
+ P(E) 8 — al IY, 
将 此 式 对 z, n 积分 可 得 
|K] «& C(1- 1g peoa, 

对 《5.5.27) 中 相应 于 4: 的 部 分 ,有 

Kx, E) 

- M emma e E EY m ADtaGs E, 48d， 
但 是 易 证 

Ia -— A055. < C(I 十 IE — i 
因此 取 钨 充分 大 也 有 |K] « CO + 1) 这 里 还 要 用 
到 |m| 志 515 — 53]. BF 1E — 31 > ]5]/4, 这 是 明显 成 立 的 ， 
综合 关于 K Kz 两 个 估计 即 得 定理 之 证 . 

以 上 关于 Calderon-Vaillancourt 定理 与 强 Girding 不 等 式 之 
WRS A Treve[4]1 卷 一 ,第 四 章 ， 其 它 的 证 法 例如 可 见 
Kumano-go [1] 或 Taylor [1] 第 七 章 , 在 那里 证 明了 ,车 alx, §)€ 
$2,0«8-«os1, H.a(x, £) Ze 0,9ll 

Re Au, 4) F C llall? una 之 0. 

在 结束 本 章 时 应 该 指出 ,对 PsDO 作 种 种 精密 的 估计 是 很 重 
要 的 , 它 与 古典 的 调和 分 析 的 近代 发 展 有 很 密切 的 关系 。 这 方面 
文献 众多 ,例如 可 以 参看 Coifman 和 Meyer [1], Stein [2], Stein 和 
Nagel [1], Fefferman I Phong[1]. 关于 各 种 PsDO 2$, Beals 和 
Fefferman [2], Beals [1] 对 57, 作 了 重要 的 推广 。 Hórmander. 在 
[15] 中 又 作 了 进一步 的 推广 . 
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第 六 章 Cauchy [uj 题 
$1. 解析 城中 的 Cauchy 问题 


1 概述， 本 章 中 我 们 将 要 研究 线性 偏 微分 方程 


Ot 
$3 BG, x, 0.01 u + f(x, 1) (6.1.1) 
H i-0 
的 Cauchy 问题 
CD 


HH PRO, 的 一 了 次 多 项 式 ， 这 个 问题 由 于 它 在 物理 上 的 重 
要 性 ,一 直 是 偏 微分 方程 的 基本 问题 之 一 ， 直 到 十 九 世 纪 中 于 ,人 
们 对 于 偏 微 分 方程 的 研究 ， 可 以 说 都 是 就 各 个 物理 问题 中 出 现 的 
具体 方程 ， 导 求 这 个 问题 的 解 ， 而 且 人 们 的 注意 力 一 直 是 放 在 具 
体 的 解法 和 解 的 显 表 示 式 上 。 十 九 世 纪 四 十 年 代 。Cauchy 第 一 
个 给 出 了 相当 一 般 的 存在 定理 , 其 后 又 为 俄罗斯 女 数学 家 Koea- 
egckan 所 改进 ， 这 可 以 说 是 偏 微 分 方程 领域 中 第 一 个 普遍 性 的 定 
M. 

其 后 ,具有 巨大 意义 的 一 步 是 Hadamard 的 《Cauchy RYA 
这 一 名 著 的 出 现 , 他 第 一 次 提出 了 适 定性 的 概念 ,可 以 毫 不 夺 张 地 
说 ，Cauchy 问题 的 真正 历史 是 从 这 里 开始 的 。 在 Hadamard 的 这 
一 名 著 中 还 提出 了 发 散 积分 的 有 限 部 分 的 概念 ， 开 广义 函数 论 的 
先河 .在 稍 后 一 点 的 上 时间, 以 Hilbert 为 领袖 的 Gótingen 学 派 是 
4898 2:25 E8953 — "E Erba, 59 — B5 E, Courant 和 Hilbert 的 
《数学 物理 方法 》[1] 是 这 个 学 派 的 代表 作 .。 他 们 不 仅 首先 把 
Hilbert 空间 的 理论 应 用 于 篇 微分 方程 , 而 且 首 先 提 出 系统 的 能 量 
积分 方法 《 见 Courant，Friedrichs，Lewy[1]) 是 - :个 基本 的 方法 。 
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到 三 十 年 代 , 在 苏联 又 出 现 了 一 个 重要 的 学 派 。Sobotev 一 方面 继 
3K f Hadamard 的 工作 。 作 出 了 二 阶 线性 变 系 数 双 曲 型 方程 的 基 
本 解 。 同 时 又 在 研究 双 曲 型 方程 Cauchy 问题 唯一 性 时 提出 了 广 
义 解 的 概念 ， 这 又 是 直接 与 Gitingen 学 派 的 工作 相 联 系 的 . 
Sobolev 的 代表 作 是 CoGones[1]. 苏联 学 派 的 另 一 个 代表 人 物 
Petrowsky (H. T. TlerpoBckHR) 在 Cauchy 问题 的 研究 上 又 作出 
了 划 阶 段 的 贡献 。 他 在 Dlerposcknü[2] 中 详尽 地 阐明 了 Hadamard 
关于 适 定 性 的 思想 ， 对 相当 一 般 的 线 姓 方程 组 给 出 了 适 定性 的 条 
件 ， 而 且 把 适 定 性 的 研究 与 特征 多 项 式 药 代数 性 质 联系 起 来 .他 
所 用 的 工具 是 Fourier 变换 ， 这 也 是 后 来 研究 这 个 问题 的 基本 工 
R. 

广义 函数 论 的 出 现 开 始 了 Cauchy 问题 的 新 的 历史 阶段 。 由 
于 广义 函数 论 将 Fourier 变换 的 效用 推 向 新 的 水 平 ,使 得 Leray!! 
”可 以 用 它 对 Petrowsky 的 工作 作 更 深入 的 探讨 ，Girding 则 对 常 
系数 的 线性 双 曲 型 方程 给 出 了 系统 的 理论 。 苏联 的 Gelfand (HM. 
M. leapeux) 学 派 的 贡献 也 就 在 于 应 用 广义 函数 论 对 Petrowsky 
的 思想 和 方法 作 了 系统 的 发 展 . 这 些 工作 系统 地 总 结 在 他 和 他 的 
学 生 们 的 五 卷 集 (Ternpgqasn n unio [3]),， 转 别 是 第 三 卷 中 . 
我 们 还 应 该 指出 Leray[2] ，Leray，Girding，Kotake [1] 这 一 系列 
论文 的 重要 性 。 它们 所 采用 的 方法 的 核心 来 自 Fourier 分 析 、 多 
复 变 函数 论 以 及 拓扑 学 知识 ,其 中 蕴含 了 丰富 的 思 朴 ， 

下 一 个 阶 毁 的 标志 是 报 微 分 算 子 理论 的 出 现 。 这 个 理论 的 走 
接 来 源 之 一 就 是 Cauchy 问题 唯一 性 的 研究 。 这 里 最 重要 的 贡献 
应 归功 于  Zygmund 和 Calderon, Wh Calderon[3], Calderon 和 
Zygmund[1], 他 们 提出 的 奇异 积分 算 子 是 拟 微 分 算 子 的 直接 前 
S5. 所 微分 算 子 理论 的 上 乌 现 不 但 使 问题 深化 了 ， 而 且 也 使 前 此 的 
发 展 更 清晰 了 ,在 某 种 意义 上 说 是 更 容易 懂 了 ,但 是 它 并 没有 结 
XE Cauchy 问题 的 研究 ，Fourier 积分 算 子 的 出 现 也 是 直接 与 这 项 
研究 根 联 系 的 

从 Cauchy 最 早 的 在 在 定理 至 今 已 有 将 近 150 年 历史 了 ， 一 
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个 重大 问题 对 整个 数学 的 推动 有 如 此 之 大 者 ， 在 数学 史上 先 保 不 
算 很 多 《也许 偏 微 分 方程 的 另 一 个 基本 问题 一 -Dirichjet 问题 也 
算 一 个 例子 )， 可 以 说 , 偏 沿 分 方程 理论 几 百 年 来 在 整个 数学 宝库 
中 虽然 作出 了 形形色色 的 贡献 ， 而 其 核心 一 直 是 一 些 最 基本 的 问 
题 及 其 发 展 。 本章 的 计划 是 首先 介绍 抽象 形式 的 Cauchy-Komaaen- 
ckag 定理 ;然后 转 到 常 系数 方程 的 讨论 积 拟 微分 算 子 理论 的 应 用 * 
并 以 半 群 理论 的 简要 介绍 告终 。 至 于 Fourier 积分 算 子 的 介绍 则 
推迟 到 下 册 . 

和 抽象 的 ads ^o 对 于 常 微分 方程 的 Cauchy 问题 


- f y^» 


o Ez 0, 
我 们 可 以 采 用 化 为 积分 方程 以 及 利用 不 动 点 原理 这 个 标准 的 手续 
来 解决 ， 其 实 ,化 为 积分 方程 还 可 以 如 下 进行 : 4b y' GO 一 xx)，。 
则 由 初始 条 件 
y) - V «cris, 
把 原 问题 化 为 | 
«G) = f[5 | sco]. 
其 余 处 理 的 步骤 则 与 通常 的 教 本 上 一 样 . 
对 于 Cauchy (PJA (6.1.1), (6.1.2), 在 化 为 方程 组 后 ,也 可 以 
Lr: 
Au = f, u| = 0, (6.1.3) 


4 是 一 个 微分 算 子 ,4 是 一 个 向 旦 ， 或 者 更 一 般 地 考虑 一 个 非 线 
性 问题 . 

全 Au = f(s, du), ul; = 0, (6.1.4) 
这 样 , 我 们 就 得 到 一 个 “ 算 子 系数 的 常 微分 方程 ”, 而 试图 仿照 常 答 
分 方程 的 方法 来 处 理 。 因 此 ,我 们 令 | 
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gom — du 
di d 


考虑 到 初始 条 件 , 则 我 们 形式 地 有 
«(Ò = | c7 gdo 
代 人 (6.1.4) 即 得 一 个 “抽象 的 积分 方程 ”; 
«o =t |a |, oloa], 


不 仅 是 (6.14)， 还 有 许多 其 它 的 问题 也 可 以 这 样 来 处 理 ， 因 
此 ,我 们 不 六 更 为 一 般 地 考虑 


OR l^ | KC, bu. (6.1.5) 


T eC 为 :的 省 数 ， 其 值 域 则 在 某 一 空间 EB 中 ，K(t, o) 则 取 
值 在 由 E 到 EE 的 线性 算 子 空间 中 .这 样 我 们 就 得 到 在 抽象 空间 中 
取 值 的 函数 v) 的 积分 方程 (6.1.5). 

但 是 对 于 (6.1.3), 4 是 一 个 微分 算 子 ,因此 很 难 找到 一 个 合适 
的 空间 E 使 得 4:E— E 是 一 有 界 算 子 .在 定义 了 ec!4 以 后 ,一 
般 也 不 能 保证 它 是 有 界 算 子 ,更 不 用 说 一 般 的 核 K(1!, o) T. 为 
了 解决 这 个 问题 ， 我 们 引进 Banach 空间 的 阶梯 及 其 上 的 奇异 算 
子 的 概念 ， 

设 有 % > 0(《 可 能 5% 二 十 %) 以 及 一 族 Banach. 空间 {Xjocre。 
适合 以 下 条 件 : 

X, Xo, 0-6 X sx, KARRA «1. (6.1.6) 
则 (Xen, 称 为 Banach ZAM. 这 里 的 例子 (也 就 是 下 面 
将 要 用 到 的 ) 是 : 令 0,29 C" 中 的 重 贺 域 Cpolydisc): Q, = {g = 
(1,7, 2)0€ C"; ‘gi| < sh, PREX 
X, = lf(z); fGO dE Qo, d & 585 EA, 
Ifl, = supl iC) P (6.1.7) 


X, C X, 是 显然 的 , 嵌 人 算 子 的 范 数 二 1 即 是 最 大 模 原 理 . 
u^ ar M 
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FEX, > TEK (0 s «c s), 
Zi TEL(X,,X,») WE 

{Lles x CG— 77, (6.1.8) 
贡 工 称 为 4 阶 奇异 算 子 。 对 于 (6.1) 中 的 Banach 空间 阶梯 ， 


Č (一 1,…,n) 就 是 1 阶 奇异 算 子 一 -这 一 事实 其 实 就 是 Cau- 


chy 不 等 式 ， 而 避 阶 微分 算 子 就 是 避 阶 奇异 算 子 ，、(6.1.7) 中 的 
U X, 就 是 在 x 一 0 全 纯 的 函数 之 芽 〔〈gecm) 的 集合 ， 应 用 X 


D< Erg 


SRAT 也 -就 给 出 了 抽象 处 理 Cauchy 问题 的 一 个 合适 的 框架 ， 


另 一 点 需要 提 到 的 是 (OM |i | Gs cv(o)dc| 对 :的 光 


滑 性 要求 .在 经 典 的 Cauchy-Kosazemckas 定理 中 要 求 数据 与 解 对 
: 和 对 其 余 变量 一 样 的 解析 性 。 这 当然 对 涉及 不 变性 的 问题 天 有 
好 处 ， 然 而 采用 抽象 形式 时 的 优点 正在 于 它 可 以 大 为 放松 了 和 zx 
对 :的 光滑 性 要 求 。 这 一 点 将 在 下 文中 看 得 很 清楚 , 
至 此 我 们 可 以 将 抽象 的 Cauchy 问题 陈述 如 下 ; Ut Uo, 
是 一 个 Banach ZERE; BG, R) = («€ X, ull; < RICA- lli id 
X, 中 的 范 数 ); esu): [0T] XU BG, R)-T UX, 是 连续 函数 ; 
K(,0); (0, T) X (0, T) — L(X,, X) oe REZAR 此 外 
重要 的 是 设 I0, T] x BG, R2 X,(0« 5 59) B. 
Mou) — Kes ole < EE du — v, 619) 


r 


$454 


re [0, T], u, vE BG, R), CCO€ L'[0, T], 
Ie Dl S P MAE L'[0, Tj (0 « 5 < so), (6.1.10) 
并 在 这 些 条件 下 求解 抽象 积分 方程 
Vcr 区 t KG, oje(o)da| ， (6.1.5) 


并 要 求解 o 在 + = 0 HEXDSE 2 A k H ECT X C0 8) 
"m, 
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3. Cauchy-Kosasesckan 定理 Nishida 的 改进 ， 在 下 面 , 为 
简单 计 , THS s — 1, 而 有 卫 作 变量 变换 
T= p= | oe eG; Glo, 9 = g^, 


于 是 4L = 4G) -全 ， 因 此 引入 新 的 未 知 消 数 等 : 


wlr) — v[b(c)]9'(), 

EC, 6) = KId(7), ofc)]， 

Flr,- — 4'GO[L0Q0, - 1. 
XX EECó.1.9)38€6.1. 10) 8 C CÓ 380 M CO JSIRIULVE29 1. ER JC E 
讨论 (6.1.5) 时 假设 CCO, M CO) 均 为 有 界 亦 不 失 一 般 性 。 现 在 提 
出 本 节 的 基本 定理 . 

定理 6.1.1 £4 B26.1.9),06. 110) CB CCo 5 MO 38 

改 为 常数 ) 以 及 

mp |EGs odlar meo Cean 


之 下 ， 必 存 在 唯一 的 vle), 使 对 d 在 [0， a(l —s)) 中 连续 ， 在 
X, 中 取 值 。 而 且 当 0 uaa 时 适合 方程 (6.1.5) 以 及 


Sup If K(1, o)o(0)do $ —R, (6.1.12) 


O«sca(t- 7) | lo 
这 里 4 是 (0, T] 中 的 某 一 实数 ， 
这 个 定理 的 证 明 将 归结 为 几 个 引 理 。 在 这 里 再 引入 一 个 Ba- 
nach 空间 的 阶梯 {E ocer: 
E, 一 {utz):[0, a) tm X, juke) 在 [0， a(l = s)) 上 连续 ,而 且 
lle, = NEL. «CM — )4/1 — raa — $) «o. 


Ds «a(1— c), (c1 
很 明显 25 a mb «T.N| EQC» E, UE EAE T 2n S 1, 
引 理 6.1.2 Zac (0,T], vE E,,0— 5 — 1,0 «& < a(1— 
5) Bill 
lr K(i, o)z(o)do| s 2ma||v|ll.. (6.1.13) 
这 由 直接 计算 并 用 (6.1.11) 即 得 ， 
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5138 6.1.3 i$ a6€(0,7], rE E,,0 5 — 10,0 x a(1— 
5), Bi 


f Ilolo) — 1726 


< 8alvlll. = E UM : (6.1.14) 


这 里 s(o) = La +s — ofa). 
证 。 由 定义 直接 计算 有 
{leat — 51726 


< lel Ẹ ni = col EG) — a7 SION " 


« Molle T 4eCeG — 2) + n) — 3) — à) Ho 


4 
= {ellla ——* 
ü 


iz T (1 +P — r) dc 


< sallet L3 LE oma eoo o. 
引 理 6.1.4. ix 5€ (0,7/2), 0 5 1,0 «1 a(1— x), 


us v 分 别 适合 w€ Eus lella € Es, Molla < 这 -CR 是 
《6.1.12) 中 的 常数 ), 则 有 
| g f Kl’, ojs(o)do| — f l^. M K(t, os(o)do| | 
< c, luto) sols) — s'do, (6115) 
FOR i (Q +s— oja). 


证 。 令 jg la, 7 一 0， 1,**-, 7, 则 有 


Jp I KC, os(o)da| 一 上 l^ | Kiz, ov(ojdc] 
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-> ! j [5 | Kudo + 上 Kede| 


j=ì 


tj t 
— He | Kudo + | Keaol}. 
-0 -tjes 
由 (6.1.13) 有 
m t t 
| gear t+ ( Kvo] < R, s= inf so), 
29 24g sj ti ERr; 


j=l, tt. 8, 


再 用 (6.1.9 交 其 中 的 CCD 改 为 常数 C) 有 ,利用 (6.1.11) 
lr D f Ki, os(o)do| 一 上 li | K(i, 2x4 


ape 


jei$j7 4$ 


| Kli, oa)ulo) 一 TO 


1j 
< co Di) — alae) — ONE 
jal “i-! 


这 里 $. (o) 是 阶梯 函数 aC) = siy hja S& O0 « t, j=l, n 
4n 一 oo 求 极限 即 得 引 理 之 证 ， 
定理 6.1.1 的 证 明 归 结 为 证 明 映 射 


Gele) =t; f K(t, D 


是 E, RAF BIH-SR EBSFESRIR SE e 充分 小 ， 但 是 任 取 86 Co, 


T) u€ E, B. lal <- 0st 0r EQ s) 
m 


VGU < | GG) — Ka, Ole + ME, Ol, 
由 (6.1.10)( 其 中 的 M (O) 改 成 常数 MM) 以 及 引 理 6.1.3, 6.1.4 有 
1 b 一 M 
Guh « 8C lle Mer— ; mic -i—e 
Gulls < Som Cil ull +M., 
T R , R 

故 当 oe (0, T), we Eo Mull < 2 ve Ens Mill R- 
时 Gu 与 Gv 仍 分 别 在 Fu, Eth LE, 
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call, < 2CR +M, 
liGzll, < 2CR +M. 
用 上 而 的 方法 估计 Gu 一 Gv 又 有 
ll Gu — Gell, S 8amCl]u — v Ilo. (6.1.17) 
现在 Ex 中 取 闭 球 Sa 一 {u€ Ens hulla s R/8mel, WER «36 
分 小 : 


(5.1.16) 


T R 
< (t —— 6.1.18 
CUTS AT  amCORA M) c ) 


用 {6.1.16) 可 知 G:S5,— S, 由 (6.1.17) 知 

llG« — Gell, < (CRIZCR + MOlll« — lll. 
由 于 OSCEQCE, 从 而 是 一 个 完备 距离 空间 的 闭 子 集 , 所 以 G 是 
其 上 的 压缩 映射 , 从 而 有 唯一 不 动 点 在 S H, 

以 上 我 们 在 $5, 中 找到 一 个 解 , 且 由 引 理 6.1.2,(6.1.18) 知 此 解 
适合 (6.1.12)。 上 面 提 到 的 不 动 点 的 唯一 性 只 说 明 在 % 中 解 唯 
一 ,我 们 要 证 明 的 则 是 适合 (6.1.12) 的 解 唯一 。 今 设 ”是 这 样 一 个 
解 而 且 对 应 某 个 se (0, TT)、 因 此 由 (6.1.9),《6.1.10) 有 


wol < fife E ko ovo] — 16. of + tic; ot 


[ Kls, TM 平一 起 


1—5 


ECR uu. E GIOI - t) 


PAINT CN 
ORE 


HORE 1— 
a(1—5)—1 1—5s^* 


对 于 è< a2, 由 d. dh 之 定义 有 
Wel < sp, (1 — »4 m 


< 


aCR M 
^ CELSE ewe top ;) 
aCR 
a — 2b 


ES TM, 
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从 而 当 acR/a — 2b +M < R/8mb 了 时 ,这 个 解 应 该 在 5 中， 市 
RE a<inf (T, TESTIS em) E 6 一 a/4 时 上 式 总 是 可 以 
MEB. MUH a 适合 (6.1.18) 时 , 原 方程 的 适合 《6.1.12) 的 解 总 
在 $55 中 ,5 一 af4. 前 面 已 经 证 肖 , 当 a 适合 (6.1.18) 时 , 5。 中 的 和 解 
是 唯一 的 ， 现在 b — a/4 当然 也 适合 (6.1.18), 从 而 S, 中 的 解 是 
唯一 的。 定理 证 毕 . TE 

这 个 定理 的 特点 是 对 方程 右 方 关 于 * 的 光滑 性 要 求 很 低 , 所 
得 到 的 解 eC 对 :也 只 有 连续 性 ， 但 车 规定 Krau) E 天 (ta) 
对 * 有 相应 的 光滑 性 时 ， 在 方程 《6.1.5) 双方 对 * 求 导 即 可 得 到 
o 对 = 的 光滑 性 ， 特 别 是 有 . 

系 6.15 若 (6.1.9);(6.1.10),(6.1.11) 在 L| 之 了 ,ze C 中 成 
KU 在 it| — T,lo| < 工 中 全 纯 , 而 取 值 于 LOGX)0« 
$1) 0,38 fGs,s) BE A 0m s S lyu EC, e| 一 了 一 
BG, Ryx] :全 纯 时 ， f f.) 是 在 X 中 取 值 的 全 纯 函 数 . 
这 时 必 存 在 常数 = 以 及 唯一 的 v6): € €, [el a0] X, 
(0 < 之 ;< DM: &IngliE& S.L 5)m i 


aiB alj KO DA|, < R. 
Y, 是 复 平面 上 连结 0 和 :而 且 位 于 1z| 之 了 中 的 曲线 ， 
现在 将 定理 6.1.1 和 系 6.1.5 用 于 证 明 Cauchy-Koeanescka 定 
38. 我 们 可 以 只 考虑 拟 线性 方程 组 


Bu cem 2 alt, Y, 4) Or 十 ay (4, t, u), (6 1 19) 
j=1 


ulm = 0 
的 情况 ,这 并 不 损失 一 般 性 ,于 是 有 
Æ H 6.1.6 (Cauchy-Kosaneackag)。 设 在 Cauchy 问题 
《6.1.19) 中 ,ose 在 上 一 0 附近 对 + 连续 且 取 值 为 在 (xyw) — (0, 
0)c RH 附近 解析 的 卫 数 , 则 必 有 唯一 u(1,*》 对 :一 阶 连续 可 
微 , 取 值 为 x — 0€ R" 附近 的 解析 函数 ,适合 (6.1.19)， 
证 ,采用 前 面 例子 中 所 作 的 Banach 空间 阶梯 {X hc 以 
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及 奇异 算 子 D, nl 
fe, u) nd * aj(1, X; u)0.u F alt, X, u), 


P*1 


显然 满足 (6.1.9),(6.1.10)。 又 令 v = 8,4, 由 初始 条 件 
u(t) 一 v(a)do, 


Bl) RC, o) = id, PREC.. AEREA 6.1.1 直接 可 得 
定理 之 证 。 

ARE FLUE a, a; 对 + 是 解析 的 (在 上 一 0 附近 ) 值 为 x 一 0 附 
RRITAR, 则 由 系 6.1.5 立即 可 得 经 典 的 Cauchy-Konazrepckas 
EE. 

以 上 抽象 形式 的 Cauchy 问题 首先 是 由 Yamanaka 提出 的 , 然 
后 又 由 Oncsunuxos, Treves, Nirenberg 加 以 推进 。 从 形式 上 来 
看 , Cit Cauchy 原来 所 用 的 优 级 数 法 要 容易 得 多 ,但 实质 上 , 它 
所 采用 的 奇异 算 子 概念 是 水 Cauchy 不等式 为 基础 的 、 所 以 与 优 
级 数 方法 是 相 辣 和 的。 这 个 方法 的 真正 优点 在 于 它 可 以 应 用 于 许多 
不 局 的 问题 ， 而 且 大 大 地 减弱 了 对 * 的 光滑 性 要 求 ， 第 一 个 看 出 
可 以 减轻 对 z 的 要 求 的 是 南 云 道 夫 , 他 的 工作 发 表 在 1940 Æ, 因 
战争 关系 击 少 为 人 知 * 他 用 的 方法 是 Leray-Schauder 不 动 点 定理 . 
这 里 亡 讲 的 基本 上 是 西田 (Nishida) 对 Nirenberg 的 工作 的 改进 
和 简化 , 所 采 月 的 讲法 米 自 Goulaouic 的 [1] 《在 那里 有 详尽 的 文 
献 )* 但 是 我 们 假设 的 条 件 赂 强 ， 这 样 就 避免 了 对 取 值 于 抽象 空间 
的 函数 花 更 多 的 力量 . 

4.38$$69 Holmgren 定理 . Holmgren 关于 唯一 性 的 定理 措 
出 ， 具 有 解析 系数 的 方程 的 Cauchy 问题 不 但 在 解析 函数 类 中 而 
且 在 足够 光滑 的 遂 数 类 中 也 是 唯一 的 。 它 可 以 说 是 Cauchy-Kosa- 
JAeBcKa4 定理 的 对 偶 的 定理 ,因为 它 把 Pw - 0 的 唯一 性 问题 归结 
为 转 置 方程 Ps =] WEEER. Holmgren 定理 的 抽象 形式 
也 是 一 样 , 将 问题 归结 为 一 个 对 候 的 间 题 ， 因 此 ,对 我 们 将 要 使 用 
的 Banach 空间 阶梯 作 以 下 的 规定 . 4 Q, 为 中 心 在 9 中 而 半径 为 
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SARRAR: U {ze C*,sup| x1 一 oj| 小, X, 表示 0, Et 
acp : 
MEA EABJXSNCE Banach 空间 ,其 范 数 l- h = supl e]. FLOR 


C 上 的 整 函数 在 2, 上 之 限制 利用 | 外 ,完备 化 所 得 的 Banach 空 
闻 . id F} 为 FF, 之 对 侦 空 间 ，{F?jocrar 就 是 我 们 需要 的 上 升 的 
Banach 空间 阶梯 : 它 与 (X ocsi 不 同 , 因 为 F,CF,G' < s), ġ& 


有 FCFS < s), 所 以 是 一 个 上 升 的 阶梯 . rw : F, > Fuls'< 
站 的 转 置 算 于 (0-): F> FG < 个 仍 是 一 个 一 阶 奇异 算 于 ， 
实际 上 , 取 ve F*, 则 对 任意 的 fs F, 有 


Cz) 200 C ni 


s ul | 


< -Lloi 
RAI RR Fe 中 的 范 数 ， E 


[e 5. jd < —E ue. 


值得 注意 的 是 , vU (0j ridi «x zi rf B.3X ^ Be A, We S8 
jk 

这 个 Banach ZAHNER SAMMAN, 但 是 容易 看 
到 ,定理 6.1.1 几乎 可 以 逐 字 不 变 地 将 其 证 明 移 用 于 此 ， 从 而 这 定 
理 现 在 仍 可 适用 .这 样 ,我 们 就 可 这 提出 并 证 明 抽 象 的 Holmgren 
定理 如 下 ,这 里 我 们 是 对 线性 方程 组 提出 的 : 

定理 6.1.7 (Holmgren) X Al, r), AiG, G = 二 1,.…， 
n) 均 为 N x NN 方 阵 ， 其 元 是 对 :在 [0,T] 上 连续 函数 而 取 x = 
0c R^ 附近 解析 的 沪 数 为 值 , 设 se CX[0,71:D22'(9)]"), BR 28 
对 :一 阶 连续 可 微 的 NN 维 向 量 耳 数 而 取 值 于 Lez CO)]" 中 ,9 是 
0€ R* 的 某 一 邻 城 。 若 
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8,4 + 2; Ali, 1)0,,u + Alt, tju =Ù, (6.1.20) 

«C, . ) 一 0， 
则 在 re [0,8) (8 是 一 适当 小 正 数 ) 时 , # — 0. i 

证 。 在 证 明 经 典 的 Holmgren 定理 时 , 作 一 个 变量 变换 ( 即 车 
名 的 Holmgren 变换 ) 
T=; + |r|’ 

是 很 重要 的 ， 在 我 们 的 情况 下 则 将 用 一 个 截断 过 程 代替 它 ， 这 样 
作 , 可 以 容许 * 对 “有 更 弱 的 光滑 性 , 弱 到 很 难 作 上 述 变 换 . 因此 
取 9€ CICR") f& suppe(s2 CQG.C Q, ifjfE x 一 0 的 一 个 更 小 的 
邻 域 E p(x) 三 1， 于 是 设 sC, x) 是 上 述 问题 之 解 , 则 oC, 
x) 一 eG)sG, x)€ C[0, T1, C£) D, TE B. v 适合 


8,» +- Y Ail, x)B.v 十 A0, x)» = zy x), (61.20) 
iac 0, 


这 里 e,r) pH osx) 及 o) RERE, FECU, TI, 
(£7). 

这 样 令 K(:,0) 一 这。 即 可 应 用 定理 6.1.1 min (6.1.21) 在 
LF2Co)1" 中 有 唯一 解 ,这 里 o 一 QNa 由 于 在 or 上 kx*) — 1, 
A fG.x) E o, EX 0, MAM Hsr) E E (0)]  CLFZ(o)]N.. 但 
是 slt) 是 这 样 一 个 解 ，z6 [P RY, A, Holmgren 定 
理 最 后 的 成 立 将 依赖 于 以 下 的 引 理 : 

引 理 61.8 ib co à R*BJÓ AGPAE,C29 R'— o 的 相对 紧 
舍 , 则 必 存 在 一 个 正 数 + > 0 使 得 若 ve L'R 适合 以 下 条 件 : 
存在 上 之 0 使 对 C" 上 的 任意 整 函 数 1 均 有 

Ke Dl S Lsup|f() f, 


则 vv 在 如上 为 0, 这 里 
wr = U íze C, sup| 2; 一 aj < ry. 


«co 
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证 ，。 作 一 串 整 函数 hO) 一 如 exp( 一 证 8), 2 — 92) 然后 


J71 
Ar fE zE wo, aE0 时 
inf((a — rf — ,) > 0, z — x + fy, 
因为 ve [EP (RIY, WA vx*f 总 是 有 意义 的 ,而 
sup ICE T/SICM — supl(eGO ,fiCo 一 x))1 


xL sup sipi Rre TRID 0 » 


Bl Corka 在 z€ 加 时 一 致 趋 于 0， 而 因 CCR^, 在 其 上 
hoc dCVc* 是 磨 光 核 的 变形 ,从 而 v0 于 OL 上 . 
把 这 个 结果 应 用 于 (6.1.21) 的 解 z 即 知 在 ox EE T RE 
v0, BE w E GO = i, MME w 上 ww 三 0 而 定理 得 证 
以 上 我 们 用 Banach 空间 阶梯 及 其 上 的 奇异 算 子 讨 论 了 解析 
的 Cauchy 疝 题 。 类似 的 讨论 还 可 以 参看 Treves[3]. ££ Hérman- 
der [4] 中 还 讨论 了 Beudon 定理 的 证 月 以 及 Goursat 问题 等 等 。 
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L 代数 学 的 预备 知识 ， 当 我 们 在 解析 函数 类 以 外 讨论 Cauchy 
问题 时 ， 最 简单 的 情况 就 是 党 系数 方程 。 这 时 可 以 用 Fourier 变 
换 把 问题 化 为 一 个 代数 问题 ， 有 具体 地 说 即 偏 微分 算 子 的 象征 的 根 
之 性 质问 题 .。” 循 着 这 样 的 思想 ，CGirding [2] 给 由 了 一 个 相当 完 
备 的 理论 ,我 们 先 从 讨论 代数 方程 根 的 性 质 开 始 来 介绍 这 个 理论 。 
我 们 所 需要 的 有 关 知 识 ， 主 要 是 ”Tarski-Seidenberg 定理 和 Hör- 

mander 的 一 个 定理 . 
设 有 * 十 1 个 复 变 量 1€ € 和 2 一 (asr)eCn 的 多 项 
X PU, 2). W PG, z) —0 为 :的 方程 ( 设 P 对 :为 mm 次 ): 
P(1, 2) = aru” + ale) H -+ + as, (6.2.1) 
aolz) sé 0, 
WB ACREEERUAEARXEXP,. HED SA mE nGD. c.n 
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但 我 们 不 能 又 然 就 说 二 是 * 的 函数 ， 因 为 对 不 同 的 = 值 所 得 的 4， 
不 知道 把 哪些 上 值 联 起 来 视 为 一 个 函数 G0. 当然 可 以 应 月 隐 
函数 定理 ,但 这 是 需要 一 定 条 件 的 ,而 在 这 个 条 件 得 到 满足 的 情况 
下 ,又 可 以 更 简单 地 应 用 Rouché 定理 。 于 是 设 有 (45.2) 8 Plos 
29) 一 0， 18 -5 Peraza) #0, Af DIRR e >0 使 当 0< 上 一 tol 
«eR PG,2)20. W ce inle— n] m 6), XS] 2 
0, 5:34 |[]1 —S1 — 8 fj 0 ]z— m] «9 BI PG,2)220,. HA 
由 Rouché 定理 

t(x) = (22i) | t —— P(r, z)dr /P(v, z) (6.2.2) 

lj - tol S 

是 PUG), 2) 一 0 的 适合 | 一 如 | 0, ole 的 唯一 
解 ,而 且 (2) 一 tp。 这 个 解 对 x 是 解析 的 . 


ERREA Cos 2.) 不 是 P(1,#) =- 0 与 2 P(r,2)—0 z 


公共 解 。 但 两 全 代数 方程 有 公共 解 ( 亦 即 两 个 多 项 式 有 公 因 子 ) 的 
条 件 乃 是 其 结 式 为 0 准确 的 陈述 可 见 Van der Waerden， 代 数学 


I, $26, 31)。P 和 x P 的 结 式 是 


R(P,P,) = a^ [T Gi — eo. 
rxk 
因而 我 们 得 到 
定理 6.2.1 PU, 2) 一 0 对 于 上 没有 重 根 , 则 一 切 xz 点, 凡 
使 RCP, PY x 0, 必 有 一 个 邻 域 VV 使 在 其 中 存在 m 个 解析 
EAE jd AED "tts fp) f : 
PCr, £) = asla) 2: G — n(GD),z€V, (6.2.3) 
关于 代数 方程 的 根 可 以 作 一 些 很 有 用 的 估计 。 现 在 设 
alz) = 0, 
故 可 用 aa) GERE RUE PO, z) — "十 2 ue, 这 时 可 
LAUEBS 
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LE 


ww 


Np 


Xu 


引 理 6.2.2 对 上 述 方 程 P(t,2) Exam. 的 根 yla) 
有 15001 < marjal", 


证 : 用 t = max| au] 代入 方程 , 易 见 可 设 |aj()| s 1 go 
由 方程 有 


|z"] = 3er «l-cjrb de r, 


ik le d e EPISC c d ir] <2 


我 们 以 后 经 常会 对 一 个 常 系数 微分 算 子 PO)? E PG 
T8) = P(t), 这 里 98 是 一 个 固定 的 " 维 向 量 ,而 5e C^ (R R”), 
# POD) 之 主 部 为 Pn(D) 则 将 PO 十 79) 对 7 展开 有 
P(g + 10) = P,(O)v" 二. 
若 6 不 是 特征 方向 到 P.) 0, WEE po)= 三 1 而 将 上 式 
写 为 


P(E + r0) =r” + > algm 75, 


a(t) fé C IS 1 次 多 项 式 ,应 用 上 述 引 理 有 - 
lr « MCIEI + 1): (6.2.4) 
若 8 是 特征 方 岛 , 则 车 PC(& + r0) 关于 7 的 诺 开 式 的 最 高 次 项 系 
数 恒 不 为 0, EURE — A a 16 
Iz; G1 ME + 1), (6.2.5) 
应 用 引 理 6.2.2, 可 以 得 到 以 下 的 
定理 6.2.3 设 ri ri(k 7 1, oou m) 分 别 为 方程 
UU M agti-—0, r*+ Dar =0 (626) 
j*1 


j=t 
ZR MERRER M, 01 
| a;l * M, le; — a; | < M8, 
则 对 任 一 v, VERE AS vi 存在 使 Iz — r) 2M", 
UE, Kira tAr 所 满足 的 方程 ,将 有 
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TD.) met Sin 366 — xt. 


J-1 i-1 


(B EH 5] 38 6.2.2 有 |r] S 2M , x 


[I i—21s€M"5 51275 OMY, 


£21 i=l 
内 此 左 方 的 w 个 因子 中 至 少 有 一 个 ( 记 为 ri 一 ri ) 适 合 
Ire — vp] x 2M", 

这 个 定理 说 明代 数 方 程 的 要 Halder 连续 依赖 于 系数 。 这 个 
结果 自然 失 之 太 纶 ,因为 由 前 述 式 (6.2.2) 已 知 单 根 是 系数 的 解析 
雇 数 。 至 于 包 印 重 根 在 内 的 情况 如 何 处 理 将 在 下 面 讨论 。 驼 在 我 
们 先 将 这 个 定理 应 用 于 常 系数 偏 微 分 算 子 PO) OGLE 象征 和 前 
面 一 样 , 仍 记 为 P4) 而 有 

36.24 150 RE ZREN, c) ROG) 分 别 是 方 
程 PO + t8) = 0, P, + 10) — 0 的 根 , 则 

(ae) — «£221 « MOE + 07v», 

W. RE PQC(0) — 1, FE rerh 各 为 形 旭 (6.2.6) 的 方程 
之 根 , 而 且 a.a; G) 为 才 的 了 次 多 项 式 , 伍 基于 为 过 的 了 一】 
次 多 项 式 , 改 存在 寻 盖 0 与 3 0E 

lal  EMCIZI 十 1)]i， 
la) — a QD] s IMClzI m DIC. 
仿照 定理 6.2.3 的 证 明 过 程 闪 应 用 引 理 6.2.2 FP v, 而 有 


NIZO DT S EIME + DPR gl + D 


« und + 177. 
Pr G) 适当 池 重新 排列 即 得 
IG) — GI < 24 Iz] + 17, 

现在 回 到 定理 6.21, 在 那里 我 们 有 oR = 0 的 假设 ， 当 它 得 
不 到 满足 时 ，4(z) 对 = 是 什么 关系 ? n= 1， 即 了 为 二 变量 的 
多 项 式 P(',，s)， 我 们 有 以 下 英名 的 Puissewx HARFER: 

XH 625 QPO) 为 二 变节 多 项 式 (6.21)sa(z) A 0, 
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对 每 个 i(z) SHE ERR P 0 8 560 29 27 XE. 0 «m [gt] ot 
(6 3& 2 XO en B CIT ECC, MEKA T RET SR, 
nl) == D aP, NARR (0 (627) 


kaN 
WE. aR 在 > 一 和 时 可 能 为 0, 但 必 有 其 某 数 8 使 在 0 < 天 
[z| « 8 中 aR 3*0, 特别 是 am) 75 0,— 作 变 换 tav (X) - w, 
Wi[ «e Ee 


w" 十 S biu" — 0, bj = agaj, 
fi 


车 它 的 很 为 ww: 而 在 z 一 0 处 其 重 数 各 为 mtt, me X 
简单 计 设 w“ 一 0 是 一 个 + 重 零 点 ， 则 在 0 < 1z| o 中 这 有 此 方 
程 # 个 根 与 w 一 0 相当 接近 ， 任 取 其 一 w(x)， 由 定理 6.2.1, 它 
是 x 的 解析 函数 ， 故 在 绕 * 一 0 解析 拓展 一 周 后 仍 应 得 蛛 方 程 之 
R. 但 因 在 0<|z| «5 中 ,在 ww 一 0 附近 只 有 5 个 根 ,因此 
拓展 PO < px) 周 后 仍 得 原 解 w), WH ws?) 在 0<|zl? 过 8 
中 单 值 解析 而 呈 有 界 , 从 而 


tis?) = b c zt, 
1 


回 到 ，(z) 即 有 
M= ert, NAWN, 
从 而 定理 得 证 . | 
式 (6.2.7) 称 为 Puiseux 级 效 , 有 时 也 记 作 X) se, 它 也 
可 以 适用 于 = 一 co 附近 的 情况 ,这 时 有 
OT PIT C (6.2.8) 


总 之 二 0 或 xz 一品 至 多 是 1(2?) 的 极点 ， 
Puisseux 展 升 式 给 出 了 当 <R(zs 一 二 2) 时 的 新 近 展 天 
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式 . 设 (6.2.8) 中 第 一 个 不 为 6 向 系数 是 cv, 则 
GD = erla YONG + o(0)). (6.2.9) 
Puise: 展 和 并 式 不 适用 于 >* > 1 的 情况 ,因此 得 不 到 类 似 于 
(6.2.9) 的 渐 近 展开 式 ， 弄 它 却 是 至 关 重 要 的 、 ”> 1 了 时，Tarski- 
Seidenberg 定理 是 一 个 有 有 效 的 代 桂 工具 ，Tarski-Seidenbsrg 定理 实 
质 上 是 一 个 未 定 元 的 代数 方程 的 Sturm 定理 的 推广 (关于 Sturm 
定理 ,Van 和 Waerden [1] 第 九 章 $ 69 中 有 一 个 极 好 的 介绍 ). 下 
面 我 们 用 半 代 数 集 的 语言 来 叙述 Tarski-Seidenberg 定理 ,详尽 的 
讨论 可 以 参看 Hirmander [16] 第 二 卷 之 附录 . 
今 设 有 实 系 数 的 # AREL E 一 (5&1, ED) 的 代数 多 项 式 
PE) cV PPCG — 13,2, -, N), 我 们 定义 
E; — {pE W, PPE) = 0, +, PPC) = 0; 
PELO) > 0, +, PPG) > 0; 


PRCE) 2 0, +, PP(E) 0), (6.2.10) 
于 是 给 出 
定义 6.2.6 LRE ERORAR 
ELU- UE, (6.2.11) 
称 为 半 代 数 集 . 


很 晴 显 , 半 代 数 集 的 有 限 交 、 有 限 并 以 及 余 集 均 为 半 代 数 集 。 
空 舍 与 全 空间 都 是 半 代 数 集 ， 

定理 6.2.7 (Tarski-Seidenberg) ik 4CR'xR"-í(r, 
1; EER, 2€ R^] 为 一 半 代 数 集 、 则 它 在 R" 上 的 投影 4 一 
(ace R”, 35, (6, 4)€ d) 仍 是 半 代 数 集 . 

我 们 特别 来 看 4 — 1(5, 1); PE 1) = 0) 的 情况 这 时 4 
即 是 P(E,A) = 0 的 实 零点 集 。 人 在 以 下 的 应 用 中 ,7 时 常 是 参数 ， 
而 我 们 的 问题 将 是 讨论 P(E,1) 一 0《 对 参数 1 也 是 实 多 项 式 ) 有 
实 根 旨 的 必 村 充分 条 件 . 当然 熙 使 个 , 1) E 421€ 41, 但 Xe 
4; Bl a 适合 有 限 多 个 条 件 En tea En An (6.2.10); 所 以 PCE, 
2) 一 0 XT 1 ARRE 的 必要 充分 条 件 是 4 适合 有 限 多 个 形 


如 《6.2.10) 的 条 件 . 这 就 是 原来 形式 的 Tarski-Seidenberg 定理 。 
.342 。 


这 个 定理 证 明 的 实质 有 是， 先 把 二 分 为 所 t Ette Ea) 而 将 
后 者 归 到 参数 4 之 中 ， 守 是 将 定义 半 代 数 集 4 的 实 系数 多 项 式 看 
作 总 的 多 项 式 而 利用 讨论 一 变 元 的 Surm 定理 的 方法 ,然后 再 对 
二,，"“* ,区 。 依 次 进行 。 但 是 ，Storm 定理 是 将 实 根 的 位 置 间 题 归 
结 为 多 项 式 符 号 变化 ,所 以 我 们 先 引 进 讨 论 符号 变化 的 一 种 记号 . 

设 P(x),… BC) 是 +€ R 的 实 多 项 式 . Ux A 
大 小 次 序 排列 为 n < -ee <*w， 记 一 oo 一 xzoy 十 oo = tna T 
是 mm<m< <xzv<xvil 将 实 组 及 分 成 六 十 1 个 区 间 天 一 
(Gras xk CA = 0, 1, 和)。 其 中 因 与 1 是 半 无 限 的 。 很 明 
显 在 各 个 h 上 ,Pi;(x) 不 变 号 , 其 符号 函数 之 值 不 变 为 sgnP; CL). 
于 是 每 一 个 户 (x) 对 应 于 2N 十 1 个 符号 数 sgot) sgap) 
( =1, N) X 8, P, 的 这 些 符号 数 排 成 一 个 ON 十 
1) 维 向 量 , 则 其 元 尽 为 0,41. 于 是 对 应 于 ht HAE 
' w = {sgnp(x;), sgnp( 11)} = SGN(P,, +++ Pi); 

i—1,-—,5 j=1, +, N; k=0,1, +, N, 
令 这 些 w 之 嘛 为 录 。 但 是 要 注意 ， 并 非 每 一 个 以 0， 士 1 为 元 的 
KN +1) 维 向 量 均 为 某 一 组 疡 ……: 户 之 SGNOS, Se, P2). 
例如 若 sgnt(xf) 20, RE 
sgn 记 《71) = sga£, CH) = sgnP(x;). 
利用 这 种 符号 数 , 则 例如 x 所 适合 的 一 组 形 如 (6.2.10) 的 条 件 
Bx) > 0, +, P(X) 20,--,£5G)-—0, 

则 视 xx; 或 reh MRA 

sgnp(2) = 1, +*, sgnp(e) = —1, ---, sga, (0) = 0, 
1 一 xi HEP, FÆ Tarski-Seidenberg 定理 归结 为 

定理 6.2.7” 设 PE, 2), e, PCE, A) 是 上 ,4 的 实 多 项 式 ， 
EER, 4€ 有 "而 县 它们 对 点 的 最 高 次 数 为 六 则 对 一 切 we W 

E = (4€ R”, SGN(P(C © , 2),---,P.(- ,3)) = w} (6.2.12) 

均 为 半 代 数 集 . : 

定理 6.2.7 是 对 ”一 1， 从 两 三 一 所 叙述 的 、 其 原因 已 如 上 
述 ， 为 了 证 明 它 ,我 们 天 要 以 下 的 
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引 理 6.2.8 令 AC), t, 50) 是 xeR 的 非 零 实 多 项 式 ， 
其 最 高 次 数 为 1, 且 degp, =}. 车 记 户 用 Bs. Peas P 除 的 
余 式 为 £st “sge Jl) SGN(P,, ts, 2,) 完全 由 SGN(A, - Pas 
p, Bs tt B) 决定 . 

WE. dE PPP ,84，"…… 8， 的 实 零点 集 是 入 cox 
xna s = SGN(P SVPPL ,R19 * £2 也 完 全 次 定 了 SGN 
(s. ci Bas Pi). RATAA B, Pas FL 之 实 零点 集 
A2 (nox xx APRIL who 余下 的 只 是 要 决定 
SGN(P,)。 除 在 每 一 个 *;, 上 以 外 疡 不 会 变 号 ， 从 而 在 这 些 点 以 
外 PRESERVED. DAE. 要 想 决定 p, 的 全 部 实 等 点 的 位 置 (只 需 知 
道 它们 在 哪个 区 间 (x;,, tir) 中 或 是 否 与 某 个 r, EA) REE 
出 sgn£,(z;,) 5 sgn£, (00) BRI, 令 饭 的 最 高 次 项 系数 为 4, 则 
显然 sgnt(--co) = sga((—1)4), sgnb,(4-00) = sgn4, 等 一 
个 rp BER P; XP; 之 零点 ， 从 而 sgnp,(x;,) = sgle Cr) X 
£G4)) fme ^ui. 于 是 p(x) 之 实 零点 位 置 亦 可 完全 定 
Hi. WE, 

定理 6.27 之 证 明 。 我 们 对 P, …-,P, 关 于 5€R 的 最 高 次 
数 工 以 及 已,.………, 员 中 次 数 为 了 的 多 项 式 个 数 来 归纳 地 证 明 它 。 
当 一 0 时 定理 是 不 足 道 的 。 设 当 最 高 次 数 二 ?或 最 高 次 数 虽 
79 1, 但 次 数 恰 为 的 多 项 式 个 数 较 少 的 情况 已 证 明了 定理 . 

È hys rl 是 一 组 固定 常数 , 则 (a € R”, deg; == 4;} 即使 得 
Pi 关于 的 最 高 次 数 为 1, 而 且 其 1; 次 系数 (4 的 实 多 项 式 ) 不 为 
0 的 4 所 成 之 集 , 当 然 是 半 代 数 集 ， 当 4 变化 时 , degsP; 当然 在 变 
化 ,但 只 能 有 有 限 多 值 (不 超过 i 十 1 个 ), 所 以 只 有 有 限 多 组 Qi， 
4) 《不 超过 《十 1Y 组 ) 能 使 {4 R”, degsP; = 1) 非 空 。 若 
它们 的 每 一 个 与 E((6.2.12)) 之 交 均 为 半 代 数 集 , 则 EE 当然 也 是 半 
代数 集 . 

于 是 令 I=], = maxi, mi BY P 写成 


PK&) = pE + oe 
我 们 所 阅 的 交 就 是 
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{dg A) gA) 0, SGNEP(C. pA), PC ,1)) — eol, 
(6.2.13) 
用 Potts PaP, 去 除 已 并 令 所 得 之 商 为 8, … ,8,, 并 在 必要 
时 用 glg) ZERREN, 以 保证 go i gs 仍 为 4 的 
多 项 式 , 则 由 引 理 6.2.8,，SGN{P,……,P,) = w 与 SGNCP，…， 
Pa. Pi p d: ttg) o0 w! 等 价 故 所 说 的 交 是 
(434,7 7:4, 9 0, SGN(P,, PP sog) = w}, (6.2.14) 
但 Pu P P ,gi，-*…* 8 之 最 高 次 数 天 :或 昌 为 了 但 次 数 丛 
为 二 的 多 项 式 个 数 较 少 (P, 被 次 数 EAR PE Ins nds 
S). dep A E, (6.2.14) 是 半 代 数 集 , 从 而 (6.2.13) 亦 然 .证 
毕 . 
因为 半 代 数 集 之 余 也 是 半 代 数 集 ， 因 此 定理 6.2.7 中 A 的 表 
HAZ IUH Y. BA. Wn g= (Eg), WE EXER 
数 集 可 得 
{a € R”, VS ER， a8 c WV 7, G'LE';A)€ E] 
也 是 半 代 数 集 。 采 用 这 种 运算 ,对 于 RUT"—i((05,9,2)) 中 的 半 
代数 集 王 可 得 一 个 重要 前 结果 : 令 
ECE) 一 suplg; (E, 3; 2) € E} 
GEADA ØWRE KG) — 一 co )， 我 们 有 
-RGI 在 以 上 的 候 设 下 (5) 是 及 上 的 半 代 数 函数 ， 即 其 
次 图 象 (subgraph) 
i F = 1{(8, n); n S KE)) (6.2.15) 
WE. F = ((5,2), Ye > 0, 35/77 9 — 6,32,(£,0,2)€ E]. 
然后 由 Tarski-Seidenberg 定理 即 得 . 
现在 米 证 明 在 以 下 很 有 用 的 
定理 6.2.10 (Hórmander) 若 1(x) 是 RR 上 的 半 代 数 浮 数 ， 
则 R 必 可 分 为 有 限 多 个 区 间 (有 的 可 能 缩 为 一 点 ) 使 了 在 每 个 区 
间 上 或 为 士 oo ,或 为 连续 的 代数 鸭 数 ， 若 f(x) 对 充分 大 的 x 守 0 
TÉ BERE) EL [BS 0, 则 
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f(x) = dx l4 o(1)), x— 40, 
4-0, a 为 有 理 数 . 
WE. 对 了 作 了 如 (6.2.15) 得 一 半 代 数 集 。 它 在 有 只 上 的 投影 也 
是 一 半 代 数 集 , 因 而 是 有 限 多 个 区 间 之 并 ,在 它们 的 余 集 上 (x) 二 
一 2， 这 个 余 靠 当然 也 是 有 跟 个 区 间 之 并 。 FARRE ERYR 
(x, y). y 2 fG CER 上 的 投影 当然 也 是 有 限 个 区 间 ， 它 们 
的 余 集 即使 r) 一 十 co 的 有 限 个 区 间 。 除去 f(x) = to 的 
' KARI C) 为 有 限 的 有 限 个 区 间 , 令 了 为 其 中 之 一 。 我 们 想 证 
明 在 7 中 ,最 多 除去 有 限 个 例外 点 ( 即 定理 中 所 说 的 缩 为 一 点 的 区 
间 ), f(x) 是 某 个 代数 方程 的 根 . 
既然 是 一 个 半 代 数 集 , 则 必 由 价 如 
Ps, y)m0,::, Pr, 3) —0 
来 定义 。 将 例如 Pie, y) 写成 了 的 多 项 式 ,其 系数 为 的 多 项 式 . 
BRANE 100) 将 是 PG, y) 一 08 的 解 ,为 此 就 应 从 工 中 除去 一 切 
Pile, y) 的 最 高 次 系数 的 实 零点 ， 因 为 这 种 点 可 能 使 x) 变 为 不 
定 ; 为 了 应 用 隐 涵 数 定理 就 应 除去 Pi 之 每 个 既 约 因子 的 判别 式 ( 即 
该 因子 与 其 对 y 的 导数 之 结 式 ) 的 零点 ,这 就 可 以 保证 中 关 ;最 
后 还 应 除去 任 两 个 Pi 之 两 个 不 成 比例 的 既 约 因子 的 结 式 零点 ,这 
就 可 以 保证 由 隐 通 数 定 理 确 定 的 函数 y 一 (x) 二 1,2,---, K 
在 I 之 任 一 点 不 相等 。 这 里 总 共 除 去 了 有 限 多 个 点 ， 而 使 1 再 次 
分 为 有 限 个 小 区 间 , 取 其 中 之 一 为 也, WE r p Pry) = 00 一 
1,2, ……，r) 定 义 了 有 限 多 个 隐 函 数 y = fi), E 
fh) « jz) « o x AGO. 
HEAR y 一 fC) 将 《x,y) 平面 上 的 带 形 (Gnsy):x € 1'} 分 成 
有 限 多 个 区 域 
lx, y) x€r, y < hO, 
(, y); TET fx) < yy fnlx)}, 
lx, 21 x ET, iG < y). 
它们 或 者 全 属 证 下 或 全 不 在 六 中 (但 最 后 一 个 不 在 下 中， ARH F 
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之 定义 ( 式 (6.2.15)) 应 有 f(x) = 4 2, xe7, 而 这 是 已 经 否定 了 
BJ. WERE y = jx(x) (RR —1,2, -, K) 也 是 如 此 .至 此 , 申 王 
之 定义 知 , 在 了 中 f(x) 必 等 于 某 个 fj(x) 而 这 是 一 个 连续 的 有 限 
的 代数 函数 。 

最 后 余下 的 是 要 征明 渐 近 式 j(x) — AQ 十 o(1))。 事实 
E. x2 0 充分 大 时 ,7 成 为 半 无 限 区 间 (xs, 十 co), 若 f(x) 在 
其 上 连续 旦 有 限 , 则 它 是 某 个 二 夹 变 之 实 多 项 式 P(x, y) 一 0 的 
根 , 故 由 Puisseux 展开 式 即 得 所 求证 的 结论 ， 定 埋 证 毕 . 

2. 双 曲 性 的 定义 和 双 曲 多 项 式 的 福 质 ， 现 在 讨论 一 个 常 系数 
线性 人 篇 微 公 算 子 PLD》 的 Cauchy 问题 ， 并 设 支 柱 为 超 平面 《x， 
N) 一 0, 这 里 六 是 一 个 非 零 向 是, 而 且 超 平面 不 是 特征 超 平面 , 即 

P(N) Æ 0, 
而 我 们 是 在 半空 间 H: Cr, N) > 0 中 求解 。 如 果 我 们 越 出 解 本 函 
BEEE, 就 会 发 现 ， 为 使 这 个 Cauchy 问题 适 定 ,对 P AMER 
强 的 限制 . 

在 讨论 这 个 限制 之 前 先 对 Cauchy [al 题 的 提 法 作 一 些 说 明 . 
这 里 并 不 限于 常 系数 算 子 。 在 经 典 的 Cauchy 问题 中 总 是 分 出 一 
TREIE 时 间 ， 因此 现在 我 们 设 PCr, D) 是 R = 
(Gn, n0 中 的 算 子 , 测 不 失 一 般 性 可 设 N 一 (1,0; 5, 
0]. TE (x, N=: > 0 处 考虑 Cauchy 问题 P(x, D)u = f, 并 


É, 
在 :一 0 上 给 初始 条 件 PEE (-—0,1,:*-,m —1), 所 


谓 这 个 问题 的 C* x&zE MERIHRRE fe CR), o, € C~(R")， 必 
有 唯一 的 解 x € CR), EIER uA N) = o 为 支柱 的 
Cauchy 问题 均 为 C” 适 定 ， 则 说 对 于 P, Cauchy 问题 在 六 方向 上 
C" iE. 

ERG Cauchy 问题 还 有 另 一 个 提 法 : 

BIR 6.2.11 ib; 一 0 对 D(x, D) 是 非特 征 的 超 平面 ， 则 
Cauchy 问题 在 上 29 0 中 C” 适 定 的 必要 充分 条 件 是 : 对 一 切 
fo € C"(R*^") B. supp, C Ri*' = {(1, 2); 222 0) X, MAE 
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解 u«cco^(R^" 5B suppu Rz 使 得 Pu, = fos 
证 。 由 非特 征 条 件 ,方程 Pu = f 可 写 为 
Drut > aaaea DEOD Dru = f, 


apeta ím 
由 它 以 及 初始 条 件 可 以 算出 D'u, jal = (a +- Ho) Em. 
将 方程 双方 对 + 及 * 求 适当 的 导数 又 可 算 由 一切 Dx 在 :一 0 上 
的 值 。 而 且 这 些 值 线 放 地 依赖 于 了 和 E 


(j—0, 1,:**,m— 
一 0 


8 i: 
1) 的 相应 导数 的 值 ， 
必要 性 . 设 已 给 定 R€C?, supphC RZ^, Willst — 9) a, 


D'hi = 0, FRUI S| -o-0 1,08 


R?“ 中 求解 Cauchy 问题 Pu = fp O > 0) 可 以 得 一 个 唯一 解 
ué C"(R2*), 而且 在 :1 —0£58b, « 之 一 切 导数 均 为 0( 这 种 函数 
称 为 在 + 一 0 ESPER Clar). eos — a (R0), m= 
Ce 0) RI Pu, = f, 的 唯 - 支 集 在 RT" 中 的 解 wm. 

E. 设 有 Cauchy 问题 Pe = f, ĈE 
em 一 1。 如 前 所 述 ,可 以 计算 出 一 切 Dez|,-。 之 值 。 用 Bord 
技巧 可 以 作 一 个 p ECR) 使 Dule = D"p1sso， TRE 
v=u— gp, A Po —f —Po, D'v|l,, —0, (Vo). 于 是 容易 得 
知 了 一 Pp 在 :一 0 处 是 乎 则 的 . 将 它 拓展 到 * <0 处 ， 令 其 值 
为 0, 得 一 支 集 在 Ri" HARA 如 于 是 由 假设 可 得 v. vs TE 
:250 的 限制 是 v, 很 明显 « 一 ”十 9 MEA Cauchy 问题 之 解 。 

我 们 可 以 称 Pw = fo BJ Cauchy 问题 supp; - R2", Suppr 
Ri" 为 平坦 的 Cauchy 问题 。 G 6.2.11 dá] C^ 适 定 的 Cauchy 
问题 可 化 为 平地 的 Cauchy 问题 . 

JI GEBEX T Cauchy 问题 适 定之 必要 条 件 的 论断 ， 还 需要 
一 个 重要 的 l 

引 理 6.2.12 iX Px,D) 的 Cauchy [问题 在 非特 征 方 向 N 上 是 
C" EER, MA RIY 的 任 一 紧 集 及 必 有 常数 C> 0 EC 
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= Pnl = 0,1, 


0 使 得 对 一 切 uec A 
juj? s CIPu|t, (6.2.16) 
这 里 jeli = b |D*l. 


ur. fc cz, 对 f+ 一 了 xz 用 Sedey | Um GES (EZERA 
3.4.3), TE BB dE FEET iU lE PO, i She Cc) 而 且 可 以 
设 suppSf,CV,V 是 天 的 任意 久 成 ， 因 为 拓展 算 子 3 是 连续 的 ?， 
故 对 和 在 意 整 数 £220, ZUR TS XC CTS 0 RI EE XE 9 ze 0 fix — 
ec: 有 


D 在 第 三 章 定理 3.4.3 后 而 的 注 中 摇 到 Seeley jRiJRIDXESRBEDUZRUEBS. 现在 证 
Bim: 对 fece, DX 


S+) = 5 ACC Zr, x), <0, 
t=1 


SQQ) = HC x), t=, 
这 里 x(#) EC3( 民 ) 在 0 METER lomi Aa 8938 E DUPRGRON — £0 de fele PUN 


$a -q(-dgy. 
为 让 明知 此 式 的 DET P PT 
$Aosg2U = kly, j-90,l, s N — 1, 
它 的 系数 行列 起 是 Veteran 行列 起 ?而 有 
te a TL GS 
izi 


但 无 穷 乘 积 [| 0 +27), I 《1 一 270) RE SER, BERKO 与 * 使 


j=} LE 


i 《1 二 27/5)xC, -<T (1-257, 


[LES i-i 


所 以 
lås nl £C 但 11 = 2k! IgE T (2*- -i 一 Da 
jal P 

cH [^ Ce-i XA) 

«2 ll mEt f d 
N c: a : 
而 且 PE A cim, e C i ES 3: lx ple Da-n 

i 


| 8/4 aS CT AT. 


Sox 89x Su& SS BUajie Sf MOX EE VB. 
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[Sj] 5 Cipla 

HAG uE CZ, f = PaE CR, 8 => Sf ECI, 定义 

fje = 6f (1—8,g€ C7 (e 之 0 是 任意 的 )， 
8, = 8(:1/8), 0€ C" 94 1: —1l HAL e aR Qam 
A jj, 236A E roe cpB. 利用 平坦 Cauchy Hj RRR EE E 
时 以 得 出 唯一 的 u, E€ C^, suppu, C f S a) 使 Pu, 一. 因为 

ft =f F> oM h =u Fetogi ik 

I«[z = Juli x [eelo (6.2.17) 
由 关于 PIE Cauchy 问题 为 适 定 的 假设 ,知道 PÆ Fréche 7E 
HB] E = (uice CAO(R?) suppu {i 和 si 到 其 自身 的 连续 的 单 
HI ARETA E, PHE >E 也 是 连续 的 ， 利 用 互 中 的 

半 范 即 知 , 必 定 存 在 常数 CIEN k >o 以 及 紧 集 K' 使 
suplu (o) xz C sup LD*Pa C) | (6.2.18) 

TER’ 


利用 (6.2.17) 有 
lualt s CIfla, «CR. (6.2.19) 
53 —Hili,3s-0oB, Illa Isio I f — 2 一 0.(f E) 
而 且 9, ZZEE Se 中 , r= 0AE Pr 代入 
《6.2.19) 吕 有 
| wol * < C'&l;. 
然而 g= Sf, 且 5 是 连续 的 ,从 而 有 
PM < Lom 
现在 就 可 以 给 出 基本 的 结 
定理 6.2.13 i'i om P(D) 的 Cauchy 问题 
在 NN 方向 是 适 定 的 ,这 时 必 和 存在 一 个 与 无关 的 常数 v. 使 得 对 一 
W EER" 以 及 适合 Imr < 7. Hj, 
PCE + TN) 0, (6.2.20) 
证 。 不 失 一 般 性 元 以 设 N — (1,0,-:--, 0). 由 引 理 62.12, 
稍 加 修正 即 可 证 明 对 … 切 紧 集 天 必 存 在 一 个 非 负 整数 和 ， 一 个 常 
数 C>>0 以 及 一 个 紧 集 K 11858] yu € C"(R*7), 13 supp C 
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R?" MA 
supiaCx)| S € n, | D^PCGDOu(x)|. (6.2 21) 
K iaj à 


BEAR Tr ERRA EER 有 POS, 1) = (E, 5) 代 
替 了 (6.2.20) 中 的 E+ rN, 在 那里 EER, Sid p 一 (E, r))， 
今 证 必 有 某 个 7 存在 使 [mr Z9 ye。 用 反 证 洲 : 设 只 有 Ya = 一 oo 
AEA Imr > yo. 于 是 可 以 设 imr <0, PH (6221) P K = 
Ía)CRi", mi ule) = e? tO) AE 60) € C(R) X £z 
7 M26 1, 1 DIOS 0, DIDI ue) 在 :之 多 时 适合 P(D)w = 0, 
GR a(2) 一 1， 所 以 
1 < ct [zc | rem 
取 对 数 即 得 : 当 PE, TT) =0 t, 
blog(1-4 ID + € x Imz x 0, 
但 若 将 分 为 Rer,Imr, 而 视 (E, Rec). 为 参数 , 则 imr 是 实 多 项 
AIPE = oR. A, h Hórmander 定理 (定理 6.2.10)， 
它 应 与 (Imr》* 辣 阶 而 不 可 能 与 log (1 十 |ti) 疝 阶 .证 毕 ， 
忠于 这 个 定理 的 重要 人 性， 我 们 应 将 适合 它 的 一 类 常 系数 线性 
偏 微分 算 子 分 离 出 来 和 有 
X X 6.2.14 (Girding) Zi N — (1,0,::-,0) 不 是 PC(D) 的 
特征 方向 ,而且 适合 (6.2.20)， 则 称 PCD) 是 立方 向 的 双 曲 型 算 子 ; 
PCE) 称 为 双 曲 多 项 式 . 
定义 6.2.15 # PE) 对 于 E 的 最 高 次 项 不 依赖 于 《5 
En), 而 且 适 合 (6.2.20), 则 称 PCD) 在 NW 一 《1,0,.…, 0) 方向 是 
Petrowsky EA. 
例如 对 波动 方程 口 x 一 0， 


P(E + tN)=—(t0t+ rY 十 * E 
(这 几 个 例子 中 均 设 N = (1, 0,- -0)), 改 由 PCE HE EN) = 0 有 
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而 imr 一 0。 因 此 波动 方程 在 NN 方向 是 双 曲 型 的 。 对 于 热传导 方 
f, 
PCE H rN) ila tr) 十 $5 e, 


j=l 


从 而 
M Ea 


PE + 区 一 N)) =i — rt) + 2 S, 


Je? 


而 


r= mi ($8) + n m=- 338, 


这 时 找 不 到 与 $ 无 关 的 7 适合 (5.2.20)， 因 此 热传导 方程 在 NN 方 
向 是 Petrowsky 适 定 的 , 但 在 -N 方向 不 是 。 这 一 点 恰好 对 应 于 
REI Cauchy 问题 为 适 定 而 道 向 Cauchy 问题 为 不 适 定 。 对 


于 Schrüdinger 方程 2^3 — Au = 0, P(ETN) 一 一 (go 士 z) 十 


S18 d Imr 一 0， 而 它 在 WN 和 一 N 方向 均 为 Perowsky 适 定 
j-1 
的 


从 这 些 例子 可 以 看 到 定义 6.2.14 和 6.2.15 对 Cauchy 问题 的 
适 定性 有 密切 的 关系 .但 在 讨论 这 个 问 垩 之前， 先 讨论 双 曲 多 项 
式 的 一 些 代数 性 质 . 

定理 6.2.16 设 P(D) 在 NN 方向 是 双 曲 型 的 ， 则 在 一 N 方 向 
也 是 , 它 的 主 部 在 六 方向 也 是 双 盟 型 的 . 

WE. PCE + TN) 一 0 的 m 个 根 的 和 是 的 线性 函数 或 者 是 
9, 因为 PE 十 TN) 对 Ff 的 展开 起 是 已 (NN)r” e BON) m 
0, 但 这 个 和 的 虚 部 不 小 于 mros 而 除 目 和 的 虚 部 恒 为 带 数 ， 这 是 
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不 可 能 的 。 因 此 有 > Imr; 一 const, 由 搬 设 ,每 一 个 tmr > Yas 


所 以 必 有 一 个 有 限 数 ^ 使 每 一 个 my Sr, 或 Im(—7) 2 
.但 一 5; 是 P(E 十 ol 一 N)) — 0 的 根 , 从 而 了 P 对 一 N 也 是 双 曲 
型 的 。 
再 看 关于 P, 的 论断 ， 我 们 有 
A PC + liry) — Pa CE + TN), 
式 左 的 根 金 车 带 形 ES «nr 二 A h, HEM 62.3 又 知 右 方 的 


根 必 为 左 方 的 根 之 极限 ,入 以 令 1 一 co 即 知 右 方 的 根 全 是 实 的 ,四 
H; Poa 4E X B 2 RS. 

由 定 埋 后 一 部 分 还 可 得 到 一 个 推论 : 对 于 齐 次 多 项 式 PCE)， 
双 引 性 等 价 于 PE + IN) 一 0 RARI 

这 时 当然 就 有 一 个 问题 : i PD) 的 主 部 PLCD) 是 双 曲 型 
的 ,PCD) 是 否 也 是 ? 一 般 说 来 ， 尖 Svensson [1] 已 有 
了 反例。 但 是 在 一 个 重要 的 情况 下 它 却 是 正确 的 。 这 就 是 

定理 6.2.17 dE Ps 十 TN) 一 0 只 有 和 相 异 实 根 , 则 PCD) 是 
双 曲 型 的 ,这 时 称 PCD) 为 严格 双 曲 的 . 

为 了 证 明 它 ,需要 以 下 的 

引 理 6.2.18 车 了 为 严格 双 曲 的 , 则 必 存 在 常数 C>>0 使 对 
seRe reC 而 且 |Imel > 二 有 


|PC5 十 zND| zx ClImz]Clzl + Ir]. (6.222) 
证 。 因为 Palt LN) OG BSESESERA, WEERSESB 6.2.1 可 以 
Weed] 8 KURATA nE) s. rm(5)。 而 且 有 因 式 分 解 
PLE H tN) = PLCN) I (t — ri(£)). 
所 以 
(2 2r .) 二 «| 
= IpPODI > [r — zr(£)1Gi(r, E), (6.2.23) 


* 353 * 


Gi(c,&) = I lr - «OV. 


kÆ! 
GHzr:6) 是 (5,0) € CR" x CONOR 2(m 一 1) 次 齐 次 多 项 式 ,而 
E $166,090 (6 D 9 0)， 因 此 在 (6.2.23) 中 取 虚 部 有 


L 
p, 98 
Or 


> CiimriCIE! + dr] mm, 


另 一 方面 ,| 7^ « eet + Ins itr 
IP. + rN) 29 CllmzlCIsl doen, 
(34 CRAT hnzl > i 时 , Pa(5 二 rN) 是 PCE + tN) 的 
主 部 ,从 而 引 理 得 证 ， 
定理 6.2.17 的 证 明 。 令 P(E 4 rN) 一 Ps($ 十 +N) 十 OOG+ 
TN), RES Q 是 次 数 不 超 过 mr 一 1 的 多 项 式 ,而 有 
LOGE +N) cs! y. 


因此 当 |Ime > - ETE DEN DNE 是 ?之 主 部 ,从 而 由 引 理 


6.2.18 知 
[PG + zN)| > ClIme|CIE| + del)" se 0, 

定理 证 毕 . 

对 于 双 曲 型 方程 ， 特 征 锥 面 是 一 个 重要 的 概念 . 以 下 我 们 特 

烈 需 要 它 的 包 食 了 方向 六 的 一 个 连通 分 支 , 并 记 之 为 
I(P, N) = {5 € R, Pn(#) v 0? 的 包含 
NN 的 连通 分 支 . (6.2.24) 

T(P, N) 自然 是 开 锥 形 集 ， 人 在 波动 方程 的 研究 中 , 我 们 称 指向 特 
征 锥 内 的 方 积 为 时 容 方 向 ， 而 一 个 超 曲 面 若 各 点 的 法 线 方向 均 为 
时 向 的 就 称 为 空 向 面 。 以 空 向 面 为 支柱 的 Cauchy 问题 是 适 定 的 . 
这 些 概 念 对 于 一 般 的 常 系数 双 曲 型 方 程 也 都 是 成 立 的 . 很 清楚 
T(P, N) 的 边界 是 特征 锥 面 的 一 时 ， 其 内 部 的 --- 切 方向 我 们 将 证 
明 都 具有 与 N 相 类 似 的 性 质 ， 内 此 与 时 向 方向 是 很 类 似 的 ， 具 体 
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Di WAERT TCP, N) 内 的 方向 是 稳定 的 , 即 有 

定理 6.2.19 rP, N) 是 一 个 开 凸 锥 ,而 且 PO) 对 TCP, N) 
中 任意 方向 都 是 双 曲 型 的 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 需要 以 下 的 结果 . 

引 理 6.2.20 T(P, N) — (Ec R""N0, P,(E + rN)=0 

只 有 严格 负 根 +}, (6.2.25) 

证 。 记 右 方 之 集 TO AED SEX Cor, WA 
T =0 HEET RE Pal 十 TN) 一 0 之 根 , P.R)se0. Ei 
然 还 有 Ne Fr"。 现 证 PFCT， 为 此 只 需 证 明 六 为 连通 即 可 、 更 确 
切 地 说 , 我 们 来 证 明 若 ET ， 则 连 搂 点 与 NeEr 的 "线段 ”1 二 
站 十 (1 一 2)N WE T sp iX EB 0 sca sd, 事实 上 作 因 式 分 解 


Palë + TN) = PLN) I (r — z,(ED), z; 0 


(注意 ,我 们 不 能 说 Pa(5 十 £N) — 0 的 根 CEG — 1, m 
是 的 函数 , 理由 见 定理 6.2.1 前 的 说 明 ， 但 一 切 rE) 的 对 称 多 
项 式 确实 是 点 的 函数 ), 我 们 有 

Pala + TN) = PLE + pN + rN) 


= PsN) T] Gor c ar), 


u—L1-—4, 
显然 它 的 根 即 一 4r; 一 产生 0， 由 此 下 CT， 

为 证 明 TCFT ,我 们 证 明 OT COT, 4 EEA, NE gr, ra 
PLC 十 TN) 一 0 不 可 能 只 有 严格 负 实 根 , 但 作为 齐 次 双 昌 多 项 式 
VOX FUB SCR GERR 6.2.16 的 推论 ), 由 于 根 连续 依赖 于 系数 (定理 
6.2.3) AVE AE Ep — T SENE LZRBD PLC) 一 0。 因 此 £ € OT 而 
引 理 得 证 . 

3UR 6.2.21 设 P 在 入 方向 上 是 双 曲 的 ， 则 对 一 切 49ET(P， 
N)'H 

P(E +4- TN + uq) 55 0 Imc < Yo, Img «0, EER", 
证 。 先 看 Ime 一 0 的 情况 ,这 时 将 en AA E pR S [8 
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之 证 ， 再 看 Imp < 0. a” 的 系数 是 P.) 0, 所 以 方程 PC 十 
TN doux) 0 对 于 产 的 根 之 个 数 不 朗 。 当 Imr < 之 7 时， 适合 
Ime < 0 的 根 个 数 也 不 会 变 。 办 为 根 是 连续 依赖 于 系数 的 ， 所 以 
ZUH— T SM Ima <0 变 到 半 平 面 Ima 之 0 中 ,一 定 有 一 -个 
TEA Imr < y, 而 使 相应 的 “适合 Ima 一 0。 但 这 是 不 可 能 . 
的 ,因为 把 这 个 pw 并 合 £, 上 述 适 合 Imr < yr, 的 7 将 与 (6.2.20) 
矛盾 、 今 设 这 些 根 的 个 数 不 为 0, 并 取 |r| 充分 大 而 x 二 4r， 则 方 
程 

P(& + TN + ux) = 0«— r "Pt + (N+ à3)) — 0, 
4 Imr 一 一 oo 将 有 Pa(N 十 x4) — 0, lifts 6.2.20, 1 为 
PRÉ. 但 由 xz 一 hz Img- ibur, 而 Imr— —oo 从 而 
Img — 十 oo 而 与 Img <0 XB. 

定理 6.2.19 的 证 明 . 设 ErP, N)， 则 显然 Pa) 关 0， 今 
证 必 有 7; 存在 使 得 Imr < Y, 时 PCE 十 r4) 95 0. 为 此 先 证 明 
He >o PE q- SN 方向 上 是 双 曲 的 。 事 实 上 当 s>0 时 
PC + EN) = 0 (Bi 6.2.20 指出 , 当 Pala + EN) 一 0 时 必 有 
& « 0), if]E15|38 6.2.21 XU 

PCE + ra + 8N)) 95 0, 4 Im(er) < Yo Imr « 0 时 . 

因此 , 当 Imr < infC0, Yofs8》 时 上 式 碱 立 , 而 n 十 EEN 是 双 曲 方 
向 。 这 样 固定 了 eH » — eN PEE 3,25 6 充分 小 时 一 EN € 
T(P, N), BE (y 一 SN) + eN =} RADH. TOE, N) 为 
gui uEB Th D RE | 88 6.2.20. 

不 但 双 曲 性 对 于 TCP, N) 中 的 一 切 方 向 是 稳定 的 ,严格 双 曲 
性 也 是 这 样 . 事实 上 我 们 有 

定理 6.2.22 25 P 在 六 方向 上 是 严格 双 曲 的 , 则 它 在 TC(P,N) 
之 一 切 方 向 上 部 是 严 族 双 曲 的 。 

WE. EREN, ART Pal 十 rz) 有 相 异 实 零点 而 和 且 由 定理 
6.2.1 可 以 分 解 因 式 有 


Falë + £N) 一 PCV) 开 (t — ri(E)). (6.2.16) 
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Mp E— AN 有 时。 所 有 的 nOD 均 趋 向 于 P(XN 十 rN) 一 0 的 根 
了 一 一， 因此 若 补充 定义 GON) = 一 4, rE) MESE E € Rt xk 
续 ， 现 在 取 任 一 ErP, N),nJN 而 证 明 Po 人 十 ux) — 0 对 
# 只 有 相 异 实权 .但 由 (6.2.26) 有 

Po + pm) = Pal H- nm + oN) 


m PQC—N) IT ri(& em). 


很 容易 看 到 rE) Æ E BI OOEUPRG EIS nOD 66€ R'" E 
续 有 


Ti 二 aq) = nj (i 十 n) ~ arin), n +o, 


然而 由 引 理 6.2.20，rif(3) < 0, 故 当 闫 一 tohi, lE + um) 
二。 再 用 一 次 引 理 6.2.20, rE) < 0, iSi 2 一 co Bd, c5 
uu) > 十 co, 因 此 一 定 有 一 个 上 一 0 使 (ET am)—0,ils-— 
si 0, 因此 PLCE t um) — 0, 

最 后 证 明 当 点 二 站 时 ， 上 述 jw 全 相 异 。 设 若 有 某 个 p= 
sa 一 pCi = k) jd uu 的 定义 

T; t uq) = nC t py) = 9, 
从 而 Pa(5 + ud TN) — 0 有 重 根 r= nO m) = rë 十 
uq) — 9. 但 除非 去 十 unl N, Palë 十 po 十 TN) — 0 不 会 有 重 
根 , 故 上 十 向 一 17、 而 由 rE 十 ap) — 0 又 有 
PCS + un) = PSOE + um + oN) 
= Pal-N) I TCE + um 一 0. 


IRRI P,(AN) = A"P,(N) 一 0， 从 而 或 者 PLOND — 0 或 者 4 一 
om ët ug — 0, nii, 这 两 种 情况 都 导致 矛盾 ， 

3. 基本 解 与 Cauehy 问题 的 适 定 性 ， 现 在 回 到 本 节 的 中 心 问 
Bü. P(D)e 一 了 的 Cauchy 问题 的 适 定性 .我 们 将 Cauchy 问题 
表述 为 平 则 的 Cauchy 问题 .这样 , 它 的 适 定 性 将 归结 为 造 出 支 集 
有 一 定 限制 的 基本 和 解 ， 因 此 我 们 将 从 关于 苇 椒 解 的 讨论 入 手 ， 首 
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先 我 们 有 

定理 6.2.23 若 P(D) 在 N 方 向 是 Petrowsky 适 定 的 , 则 它 必 
有 基本 解 E, 且 suppEC (x ER", (x, N) z 0). 

证 .不 失 一 般 性 仍 设 N = (1,0,:--,0), & t= (E) 是 
PG 十 rzV) 一 0 的 根 , 我 们 有 


PE +N) me T] Cr — 6G» 
因此 
IPG + rN)| e [T limer 一 Imrie1， 


RA rE) E PC + tN) 一 0 的 根 , 故 由 定义 Imri(E) Ze yo X 
若 取 了 适 台 imnz < Yo， 则 对 这 样 的 z，P( 十 YN) 天 0: 
JPC + tN)| > clEIme — Yol? 
现在 用 下 式 来 定义 一 个 广义 天 数 FEZ: 


(Fp) = (iy" les dí, e€C?, (6227) 


这 里 ， 积 分 是 在 r 一 hcbiv 上 进行 的 ,是 小 于 r 的 常数 ， 这 
是 一 个 Fourier-Laplace 变换 在 0 处 的 值 。 因 为 $(r, E) (59, E) 
是 急 减 的 , 分 母 又 是 一 个 不 为 0 的 ?次 多 项 式 , 所 以 它 是 收敛 的 ， 
而 且 由 Cauchy 积分 定理 知 它 的 值 其 实 不 依赖 于 v. 

Bi CPOD) = PC( 一 DD)， 所 以 由 定义 

(P(—D)F, 9) = (F,P(D)p) 一 (2z) -| dr EE 

= pg(0). 

所 以 着 令 E =F, 44 P(D)E 一 8, 即 B 为 基本 解 . 

现在 讨论 的 支 集 ， 我 们 要 证 明 suppPCRt", Qpe 
CI(RIU),RLA(6.127), i. Paley-Wicner 定理 ,得 知 必 存 在 一 个 
arii C dris : 


_exbCYa) dg 
KE, e) < c ot Si nXbogse d e. 
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a= inf :>0, 


(r.fbesupp? 


因为 (6.2.27) 之 值 对 rer STER, KAIS ?~ 一 吕 来 估计 
EARRA 《PF,@y》 一 0， 因 此 suppFC R?"' 得 证 . 

双 曲 型 算 子 是 Petrowsky 适 定 算 子 的 特例 ， 所 以 它 岂 有 基本 
解 ,而 对 这 个 基本 解 的 支 党 我 们 有 

EA 6.2.24 3 P(D) 在 尽 方 向 上 是 双 暴 型 的 ， 则 必 有 唯 一 
ERRE RZE T(P, N) 的 对 偶 锥 

T*(P, N) = {rE R", +r, E20, ECT(P, ND) 

m, 

WE. 利用 定理 6.2.23 已 知 PCD) 有 一 基本 解 E: 

c£, p) = (2ry "7 I 5 d£, Imr = Y < Yo 
Š 的 支 集 在 Él" 中 。 由 引 理 6221, P(E + tN H- i) 到 0 这 里 
nn tla, M Etine R 一 IT(P, N). $0, 07) Æ 
pCa) 的 Foorier-Laplace 变换 ， 从 而 是 E +i BUXEIRERG. 将 
PE + im, 7) 写作 $CE tN ope im), Al 
E + ini CE + rN + iD PE + CN + iq) 

ER — ir(P, NPER. 将 rN 的 实 部 并 入 8 从 而 将 5 十 
TN 写 为 点 十 27NMK 在 积分 域 上 [mr = Y 过 70), 由 因 式 分 解 可 得 


[PC + iYN tin)| = IPnCGN) T[ Gv — rt + in) 
DEI 


> [P1 TT itmir — Isl 
3-1 


zBONDII — v, 
Xj 4 wA Paley-Wiener 定理 有 
I$ CE 十 277 + 14%)1 
< Cexp HTN + Aq) 


aAHESPESPPM 


这 里 
H(QYN + 14) = sup (x, YN + iy), 
xrt£suppe 
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利用 Cauchy 积分 公式 可 以 改变 (6.2.27) 的 积分 路 答 : 
o (26) 1 lu BEYN Ha) 
(F, p) Qa) [re BN (6.2.28) 
EER YH, vico, 
现在 我 们 证 明 suppEC T*(P, N), JRBI suppF C[x € R^*, 
xix X0, 9€T(P, N)). DER o € Co 使 suppecix € R^", 
£370, xq €F(P, N)],. 15A (6.2.28), 注意 到 它 的 值 其 实 与 4 
无 关 , 故 可 令 1 一 一 c"， 而 有 | 
H(YN + iq) = sup (x, YN + 135 > — 00, 


于 是 可 得 


PA 
s 
fy 


(F, p} — 0, 
从 而 关于 的 六 集 的 结论 得 证 . 
最 后 证 明 这 种 基本 解 的 唯一 性 ， 注 意 到 ， 两 个 支 集 同 在 半 安 
j| R£" 中 的 多 ' 广义 函数 是 可 以 作 卷 积 的 , E E E, 是 两 个 
APERE RR, RE ECKE, RA 
P(DXE * E,) = P(D)E E, = B E, = E, 
= EXP(D)E, = Ex*8 — E, 
因此 E tad E, 
总 结 本 节 的 全 部 结果 ,我 们 可 以 得 到 以 下 的 基本 结论 : 
定理 6.2.25 ”以 下 三 个 命题 是 等 价 的 . 
i) PD) 在 NN 方向 的 Cauchy 问题 是 C” 适 定 的 ; 
ii) PO) 在 六 方向 是 双 曲 型 的 ; 
ii) P(D) 有 唯一 的 基本 解 藉 支 嘛 在 锥 4 中 ,而且 CN{x& 
Re (x, NY) «0j = (0), 
WE. i)— i) 定理 6.2.13 已 告诉 我 们 (6.2.20) 当 Imr < Y, CE 
一 常数 ) 时 成 立 。 余下 的 只 要 证 明 六 是 非特 征 方 向 ， 不 失 一 般 忧 
仍 设 N 一 C1,0,…,0), 设 NN 荐 特征 方向 , 则 将 POD) 写成 
P(D) = $, a,,D"D; 


alal &r 
后 ,应 有 w< 和。 考虑 齐 次 Cauchy 问题 
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PCPye=-0， 2 disc 0500,41, eb see 

E PO) 是 并 次 算 子 : m 十 dal — m, W s — 2". 显然 是 一 个 非 
ZiM PCD) 的 Cauchy 问题 解 不 可 能 是 唯一 的 , 因此 也 就 不 是 
C” 适 定 的 。 当 PCD) 不 是 齐 次 算 子 时 ，Hirmander [4] 第 五 章 也 
作出 了 一 个 非 零 解 。 总 之 ，P(D) 对 方向 是 双 曲 的 ， 

G) 一 ii) REHE 6.2.24, 

Hi) i) 设 P(D) GERM RF, ERRE REU KW, ETE 
的 Cauchy 问题 PCD)w = f, £€ CECRI"), Es f£ € ci RI) hi 
H. P(DXE f) = PCD)E xf =8x] =] 故 u= Ex] 是 它 的 
解 . 这 个 解 必 是 唯一 的 ， 因 为 若 有 另 一 解 zs 0 o9 4 a, W 
v E CECRI") H POXW 一 0。 因此 除 B 之 外 述 有 其 它 的 基本 解 
吾 十 2 而 与 假设 的 基本 解 之 唯一 性 矛盾 .定理 证 毕 . 


$ 3， 变 系数 双 曲 型 方程 


1. Cauchy 问题 为 适 定 的 必要 杂 件 ， 上面 我 们 对 常 系数 僵 微 
分 方程 得 到 了 Cauchy 问题 为 C” 适 定 的 充分 必要 条 件 是 PD) 
是 双 曲 垄 算 子 。 当 我 们 稍微 向 前 ， 想 把 这 个 结果 推广 到 变 系数 情 
况 时 却 遇 到 了 航 大 的 困难 。 下 面 我 们 只 能 证 明 ， 严 格 双 曲 性 是 
Cauchy 问题 为 适 定 的 充分 条 件 . 但 关于 必要 条 件 却 有 完整 的 结 
e R FEAR Lax-Mizohata CU Lax[11, Mizohsta[2]). 
定理 6.3.1 PC, D) ARA C” 系 数 的 线性 偏 徽 分 算 子 ， 
x ER, r= 则 它 在 非特 征 方向 NN == (10 
0) 的 Cauchy 问题 为 C” 适 定 的 必要 条 件 是 : Pu(x,T.E) — 0 对 
C EER, x cR"", EURSEEHL v. 
证 。 引 理 62.12 已 经 指出 了 , HERE KER 《不 失 一 
Ki5E.w 0€ K) VB dE CI 0 和 整数 六 之 0 使 得 对 一 团 w€ cz 
lualt m ClPnlt (6.3.1) 
这 里 lel = sw IDG]. AE Pun) 一 0 在 一 0， 


a 3él* 


ECR' 处 有 重 数 为 * 的 复 根 r, Imr 0 Bp 
Ps{0, Ta E) —0 
VER EE :— 一 !, 恒 可 设 Imr。 <0, RAE E = 0, 7 RUE 
有 mm 一 0。 于 是 《Rero, 5) 是 一 个 非 零 的 横 截 于 : 一 0 的 向 量 ， 
因此 可 以 作 和 良 变 量 的 线 柱 变换 使 变量 上 不 动 ， 而 (Ren, E) 变 为 
CO, 0，……，0，1) = (0, ea). REFA m 将 可 变 为 r= —i, 而 
有 
PQ(0, —i, 0,--.,0,1) = 0, 
IH Paltar, E) = (e H- iEYOQCT, E), fü EL OC—i, e.) s 0. 
特别 是 
P,(0, Dj, 0,.*-, 0, D,) = (D, + iD,J'OCDs, D,) 


D,= 5, (6.3.2) 


OX D,, D, 的 普 一 上 次 齐 性 多 项 式 。 
现在 要 属 部 化 到 x — o 附近 而 且 将 低 阶 项 除去 ， 为 此 作 变 量 
变换 
yi = xpi, 10,1, ^, 0, 5; 770 待定 ,p 之 0 (6.3.3) 
于 是 PC, D.) 3E29 
Py, D,) = Plyip i, te, PD - 77), 
而 不 等 式 46.3.1) 现 在 成 为 
iv]? s ColPoly, Deli, vE CRo (6.3.4) 
K, EK dE 36 38.(6.3.3) FR ofa TELE EEERU Re (但 设 0€ K,)， 
s= maxs;, EREDA leh 是 对 变量 > 来 取 的 , 
以 下 的 基本 步骤 是 作 一 个 渐 近 解 uo 使 Poue = 0Co77) 而 与 
(6.3.4) 巴 盾 。 为 此 , 令 
s= 2r, 7 一 1 2 一 1，r 一 一 4r， 
则 
p "Py, D,) -—P40, Do, O, eet D,) 
十 (系数 为 0Ce "ORO m Ep SET). 
TRLTEEUA TEAR CRI h R ini e 
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a, 一 D eie y)p7, v0) 一 1， (5.3.5) 


e Cy) FOU BER, ETE] (6.3.2). 中 的 因子 D, tiDn, TRADES 

= 一 上 yo 十 yx， 于 是 (D+ iD, jp —9, (B 0(D9, Dap) = 
Q(—i, 1) = 0， 此 外 

Img (y) <0, M yo z 0 对. 

选 定 了 9 以 后 , 以 (6.3.5) 之 第 一 项 代 人 Potos 其 结果 之 最 低 次 项 
将 是 OCo" 一 ), 共 体 地 说 ,就 是 0C 一 i, 1) (Di iDY Go , È 
它 在 ?= 二 5 附近 为 0， 则 只 需 取 voly) € C 吕 而 县 在 》 呈 0 附近 
sy) 二 1 即 可 。 决 定 了 eG 后 ;依次 令 Pou。 之 各 项 系数 为 0 


i QC—i, Do + iD,YvjGy) = Fjly), (6.3.6) 
这 里 F;€ Cg, 由 rotter 决定。 注意 到 D. 十 iD, 是 Cauchy- 
Riemann. 算 子 ,而 我 们 已 作出 它 的 基本 解 ,由 第 二 章 85,08 38 2.5.1 
即 可 得 出 一 个 v;(y)。 因 为 我 们 只 需要 在 > = 0 附近 考虑 渐 近 解 、 
所 以 可 以 用 一 个 截断 函数 XeE CR 而 在 7 — 0 附近 去 乘 yO), 
见 可 设 nE CR, 而 县 在 一 0 附近 适合 方程 (6.3.6). 

作出 渐 近 解 后 ;, 取 其 一 个 部 分 和 m — D) eirmmo(y)o?, 我 

们 有 , 当 pe 一 一 co 时 

lusit Ze 1 因为 pp(0) 一 0, 而 za(0) — 1, 
但 是 [Pore 这 一 Op)， 履 当 ep- 一 co 了 时 |Pou# 1->0 从 而 
(6.3.1) 不 可 能 成 立 。 证 毕 , 

以 上 的 证 明 是 Tlerkos 和 Mepuü 的 《 见 leros, Hepu [1] 
以 及 Hirmander [13] )， 它 是 一 个 很 广泛 的 定理 ,不 但 适用 于 单 特 
征 情况 ， 而 且 适 用 于 重 特征 情况 . 重 特 征 问题 是 当前 线性 偏 微分 
方程 理论 中 的 重要 问题 ,我 们 这 里 不 可 能 介绍 了 ,关于 重 特征 的 双 
助 型 方程 可 议 参 看 上 面 提 及 能 Vispaó. Herco 和 Hirmander 的 
zr. E 

2. 化 为 一 阶 方 程 组 ， 现 在 我 们 要 把 有 尖 常 系数 双 曲 型 方程 的 
结果 推广 到 一 阶 方程 组 
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Du 一 - 5 Ailt, x)D,a + BC xju = (ux). (6.3.7) 
ji=1 


这 里 了 是 已 知 的 NA, AG, x) 和 BG, x) 是 N XN 方 阵 ， 
u 是 未 知 的 立 维 向 量 。 这 个 方程 组 称 为 双 曲 型 的 是 措 z 的 方程 
det (s I D 一 0 
je1 

XP PCR" 时 对 有 实 根 。 这 个 条 件 就 相应 于 定理 6.2.16 关于 主 
部 的 论述 . 

方程 组 (6.3.7) 中 研究 得 最 充分 的 是 所 谓 对 称 双 曲 方程 组 ， 妈 
4; 均 为 Hermite 方 阵 的 情况 。 Fricdrichs 对 于 这 类 方程 组 建立 了 
系统 的 理论 (Friedrichs [11) 以 后 ,还 将 它 发 展 为 正 对 称 方程 组 和 的 
理论 (Iriedrichs [2])。 它 们 都 是 以 能 量 积分 为 基础 的 。 这 类 方程 
之 所 以 畦 列 重 要 ,还 因为 许多 有 重要 物理 意义 的 方程 组 ,部 可 以 化 
为 对 称 双 井 方程 组 。 例如 对 Maxwall 7; R8 | 


8E fè] 
Br = roH, e = —rotE, 


E, 妥 分 别 为 电场 和 磁场 强度 ， 令 u= (”) 为 6 纵向 是 ， 则 上 壕 
方程 组 可 以 化 为 


0 0 0 0 0-1 
ÓÜ ooli ÓÜ ovo 
Bu = 0 一 1 0 10 0 Bi 
00 0 00 1 
0 0-—1 0 oco Q0 | 
01 0 —10 0 
010 
0 —lü 0 
十 SUPE E 
0 —10 d 
1.00 0 
0 00 
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更 为 一 般 地 ,我 们 要 考虑 方程 组 
D, — AG, t, Dja =f}, (6,3.8) 
AHE fA uA ARNEE, 4 六 NX N 方 阵 而 其 元 为 不 超过 
1 阶 的 PPDO。 其 所 以 要 考虑 所 微分 算 子 , 不 是 一 般 地 为 了 推广 ， 
往 是 因为 我 们 将 自然 地 次 到 这 种 情况 ， 设 4 的 全 象征 是 aU, xz， 
E) ERES ai,r, E) 我 们 假设 其 元 为 BS' (RU x RO) 
中 的 元 素 (B3” 是 5" 的 一 个 子 集 , 它 要 求 在 
[8:286a(/,x,E)] « CA + JETA 

中 ,C 的 选择 与 x 所属 的 紧 集 K 无 关 ), 同 时 还 要 求 alx, E) 对 
£€R'O 是 一 次 正 齐 姓 航 。 后 一 -要求 显 然 是 为 了 减少 细节 的 繁 
ds 

对 于 方程 组 (6.3.8) ,我 们 并 不 要 求 AG, r, D) 是 Hermite 75 
BE ,而 要 求 它 是 可 对 称 化 的 , 即 有 

定义 6.3.2 AT D, — 4 称 为 可 对 称 化 的 是 指 存在 一 个 C^ 
映射 Cr, x, E) € R^ x (R'N0) —> ror, x, E)E Z (C, €, È 
对 是 零 次 正 齐 姓 的 ,而 在 Il 一 1 上 连同 其 各 阶 导数 均 为 有 
界 , 其 值 则 为 Hermite 方 陆 ,而 且 

i) r4, x, E) akt, x, E) 为 Hermite HE, 

H) r1, 3, E) cl, 
这 里 (x, EJER” x R0, EKER, c H EK 有关， 

对 称 冯 有 申 组 当然 都 是 可 对 称 化 的 .重要 的 是 -~ 类 重要 的 高 阶 
双 曲 型 方程 组 


m-l 
P(1, 2, Dj, D) = D? — D) Ae i(t5 v, D)DI (6.3.9) 
i j=0 


都 可 以 化 为 可 对 称 化 方程 组 ,这 里 Anil w De) 是 mw 一 了 阶 
PsDO, 而 其 象征 amili E) € BSCR H x R), X am; 的 主 
象征 ahili E) 设 为 EERAO 的 ;一 次 正 齐 性 函数 我们 
假设 P 是 严格 双 曲 的 , 即 设 方程 

Palts r,t, E) — 0, 
A EER r Am ARREN r(r, x,5)，Pw 是 了 的 主 象征 . 
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对 于 念 微 分 方程 ， 化 高 阶 方 程 为 一 阶 方程 组 是 比较 困难 的 ， 
但 在 有 了 PsDO 理论 以 后 ，Calderon 提出 一 种 方法 可 以 很 快 地 完 
成 这 件 事 . 

作 PDO Anis CURIE (1 十 JEPPO, BE ALLE 
BS", CEARB PsDO ,很 容易 看 到 其 逆 是 A-n TEHA 
来 的 未 知 函数 e 引 人 一 个 新 的 未 知 和 商量 如 如 下 : 


'U = Cms ty x8), u = D? Amit, 


很 容易 看 到 《6.3.9) 化 成 了 
D,U — AU =F, (6.3.10) 
0 A 0 
4 二 pe T > A= A, B; = Am-itiA_m+is 
B'e B 


:F = (0,1,0,4) GXBURTTSE HEIL AE AA = Ar L 
A, 5 D, 可 交换 。Bj 显然 是 1 PDO RREA 
aii x EDO 十 (ET) Em, 
办 此, 它 的 对 § 为 一 次 正 齐 性 的 主 象 征 为 anos, 5)IEL 75, 
因此 4 的 主 象征 是 二 Ldbg s cQ 
0 E 0 
ar, x, č) = Dose IIT I 
esf ET! ad 
很 容易 验证 
det(z7 — alt, x, E)) = Psts x 7, E). 
现在 要 证 明 方 程 组 (6.3.10) ERREA, ERIE RR 
更 一 般 的 严格 双 曲 方程 组 : 
P= D, — A0, x, Da). (6.3.11) 
这 里 关于 4 的 假设 和 (6.3.8) 一 样 ,而 所 谓 严 格 双 曲 妈 指 a0, x5) 
WERB 1G, x, E) XH ER, ER, EERO 是 相 异 的 实 俯 
C” 狠 数 ,( 它 们 对 上 5 自然 是 一 次 正 齐 性 函数 )， 这 时 我 们 有 
定理 6.3.3 车 算 子 (6.3.11) 是 严格 双 曲 的 ,而 且 在 [x | z lel 
- 366 © 


〔 基 一 常数 ) 处 a, 之 一 切 男 有 值 均 与 (*, x) 无 关 , 从 而 有 常数 8 > 
0 使 a(1, x, E) 的 不 同 男 有 值 有 
lu, x, 8) — AG, x, )1 28 0, Ce, x, E) ER" X RN0， 
hk, 

则 (6.3.11) 是 可 对 称 化 的 ， 

证 。 现 在 来 作 "zxs)， 为 此 先 注意 到 对 相应 于 rE) 
的 国有 子 空间 的 投影 算 子 是 

pili, xX, 5) = Qa | sanas Ca Ct, ys) — 11) ad. 

因为 [44 -- A4] 之 5， 所 以 我 们 可 以 肯定 在 积分 路 径 所 包围 的 区 
域 中 只 有 一 个 罗 有 值 %;。 很 明显 可 以 看 到 pU, n, E) 是 一 个 元 素 
为 所 的 零 次 正 齐 性 函数 的 N XN 方 阵 。 于 是 令 


N 
rt, x, £) - 5 pr. x, EDP, T, DA 
f=l 


ro 对 上 自然 是 零 次 正 齐 性 的 . 
取向 最 oe, 我 们 有 


N N 
(rots, 0) = 25 (piaw, Piv) 一 5 (apiv, Piw) 
ici m 


= S ulol? 


取 实 值 , 所 以 ra, 是 Hermite 方 阵 ， 其 次 又 有 
Crows v) = S pel? > clei, cz 0. 
f=1 


因此 P 是 可 对 称 化 的 。。 的 存在 证 明 如 下 : Uar DDRS E 

量 为 基底 (这 些 身 量 之 分 量 是 (1, x, E) 的 CT 函数 ,而 且 对 专 为 堆 
N N 

次 正 齐 性 ), 则 可 以 用 S irel = S deu x, 5) 为 的 另 一 
1=1 j=] 


种 范 数 lels dal, x. 有)} 是 " 按 上 述 基底 展开 的 系数 ， 由 于 
假设 了 当 [e| zo 时 4s(1, x, S) 是 常数 , 所 以 固有 向 量 的 分 量 
区 及 oG, r, E) 均 为 常数 ;在 e| so 中 则 ej, x, E) 是 Cn 
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x, E) A CO 函数 而 且 对 5 是 零 次 正章 福 ， 仔 CV 的 一 切 范 数 均 是 
等 价 的 ,所 以 必 有 (1, x, E) 的 CT 函数 c(i, x5) 2 0 使 
leil? 2x cC, x, EDI. 
c(,x,8) 在 lel 之 p 时 为 常数 ,而 在 紧 集 £610, T], ixl «o, 
Ell 上 为 连续 的 , 政 必 有 下 的 下 确 界 < — 0 在 在 . 
4. EER. Cauchy 问题 的 适 定 性 . 现在 就 可 以 证 明 训 对 
称 化 方程 组 的 Cauchy 问题 
DU — Alt, x, DOU =F, 
U jim = 
的 适 定性 了 .我 们 的 基本 工具 是 利用 能 量 积分 作出 一 些 估计 ， 然 
后 再 用 水 函 分 析 的 方法 来 得 到 结论 ， 这 种 作法 在 仿 微 分 方程 中 已 
经 是 常规 的 作法 了 . 为 此 我 们 首先 要 证 明 一 个 重要 的 不 等 式 : 
引 理 6.34 (Gronwal) i y) 与 f(x) 都 是 区 间 [0, TI 上 
的 正 值 连续 诵 数 ,而 且 有 常数 a,C 之 0 使 


yD EC |e + N TOL Kelar], je (0, T], (6.5.13) 
则 必 有 


(6.3.12) 


yD EC [ee 十 || ejar}, (6.3.14) 
证 ， 考 起 与 (6.3.13) 相 应 的 积分 方程 
zt 一 C E 十 is (zc) 十 fona] 
化 为 微分 方程 后 ,可 求 得 其 解 为 
Re [ee® + | eoar], 


FWO - 0 -—sGO, wo EC f WCOdc,Mifità 600 一 
c wer. E POCO, R -Z Goto) Pak 
EAO 下降, 又 因 (0) 一 0， 所 以 CO « 0, NiE 

4G) x CoQ) «s 0, re F0, T]. 
但 4G) = CW() TE C > 0 所 以 w <0, 亦 即 XO < 
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ZQ). Bri (6.3.14 ) p v7. 

我 们 记 需 的 基本 的 能 量 积分 关系 式 是 

定理 6.3.5 iR P — D, — A 可 对 称 化 且 满 足 定理 6.3.3 的 条 
HWH sE R 与 7 之 09 均 丰 在 C 之 0 使 


hC, OU < c [listos Yl + pas o]. (6.315, 


这 里 re [0, T], «e CX[0, 7],]B") 0 C0, TIA), 而 且 上 
式 右 方 的 laCt, - 关 PARA ICT , - 2I. | 
证 ， 我 们 先 来 证 明 存 .F 述 条 件 下 


lu, - 8 < ei aC, ot + E Cees: 


+ PsC, - P x], (6.3.16), 


再 令 re) 一 lule,- 0. f) = {Pule - [2 利用 Gronwall 不 
等 式 即 可 。 而 为 了 证 明 (6.3.16),， 又 只 项 证 明 〔6.3.16 )o。 因 为 对 
«€ C([0, T]; H0 C'((0,7]5 H)) ,v = Aue C'((0, T15H) Y 
C([0,T1,H7), MAX o EBAT (6.3.16), 以 后 ,注意 到 

eG. i = leles -MW lelt, - )ll$ = lela, - 002, 
ER 

Po = APu + [P, Alus, 
从 而 有 
Pelr, :B= lPulr, - DII? + OCC, - 00 

代 和 人 《6.3.16)9， 即 得 关于 w BJ (6.3.16), 式 , 只 不 过 右 方 的 C RE 
了 变化 . 

为 证 (6.3.16)os 我 们 引入 以 mt x, E)E BS? 为 主 象征 的 自 伴 


PsDO RC, s, Dj) 并 考虑 FC) 一 P (Ru, u) — (Rðm, u) 十 


(Ru, Bu) -+ (Ru, u). R, 是 以 RR 的 象征 对 :之 导数 为 象征 而 作 
出 的 PsDO。 因 上 比 若 记 Px = f, 则 因 Ow = idu t iA 
F(t) — i(RåAu, wu) — i( Ru, du) + i(Rf, u) 
— i(Ru, f) + (Ru, u) 
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= i((RA — A* R)u, u) + OCluCt, - 90 
+ fC, 2». 


但 由 ro BR VE D RII RA 一 4*R 是 0 阶 PsDO, H 

CCRA — A*R Yule, - ), ule, + 0) = OClaCe, - lI. 
以 此 代入 上 式 并 在 [0, 4](*e [0, TI) 上 积分 ,应 用 R 的 L 有 界 
性 将 有 


(Rules +), «Gs Dc [ako, be [lac OI 


MG. ac]. 


最 后 对 (Rusu) 应 用 Gárding 不 等 式 , 由 ro 的 性 质 认 即 知 有 e > 
0 以 及 常数 C 存在, 使 

(Rut, * )oun(1, - )) > celula -D — Clus Ma 
但 若 以 R+ CA RER, 其 主 象征 仍 为 ”不 变 ,， 即 可 得 到 
(6.3.16). 

最 后 , 若 以 一 上 代替 z 即 可 使 (6.3.15》 283588 «C0, - ME 
为 laulT, - Jii. 

定理 至 此 完全 证 毕 . 

现在 给 出 关于 存在 性 \ 唯 一 性 以 及 解 的 正规 性 的 结果 、 

定理 6.3.6 12 P— D, — A 是 可 对 称 化 的 且 满 足 定理 6.3.3 
BRIE, se R, fe LX[0, T], I), ge H. 这 时 必 存 在 唯一 的 
ué C([0, T], H) 使 得 

Pu = f, dE GUT) X RP) EST, u(0, - ) = g,(6.3.17) 
而 且 适 合 能 最 积分 不 等 式 (6.3.15),。 # fe LC10, T], H7), gE 
H",Uj ue C"(I0, T}, H°). 

证 .唯一 性 ， 设 4€ CX[0, T], H) 是 齐 次 Cauchy 问题 
(6.3.47) 之 解 ， 则 由 Du = Au 知 sc C'([0, T1, H^), NH 
(6.3.15) 以 及 (0, - ) = 0 BIA u = 0, 

存在 性 ， 引 人 空间 E = ipe C"(10, T], HD, 9( T, - 2 一 
0}, 先 证 下 式 是 YE DRSAVEIZ BE l: 


* 3?70， 


P*o — (P* 9) 一 NCC e plr, - Jdr 十 " (g, 9(0, - )). 


(6.3.18) 
这 里 我 们 要 注意 P* 也 是 可 对 称 化 的 (用 r$ 代替 ro), 对 P* 应 用 
《6.3.15) -其 右 方 的 ie(0， I2. REEL CT, -MEDA 


leG, le « c F IPC, + dr, ee E. 
因此 由 (6.3.18) 所 定义 的 LCP*p) 适合 
|P*g) |! « € | lP*e(r, » Ydr, 


从 而 确 为 P*E WAD, L'Clo, T], AO MIREA. 于 是 由 
Hahn-Banach 定理 存在 uE LX[0, T1, HY = P(O, TJ, H°), 
使 得 对 一 切 me E. 有 


Cu, Prg) = F Us Osea + Dar + È Ces e0 )). 


特别 取 ec CICO, T) x RO, HEE 20, T) X R') 意义 
下 有 

Pu = f, f 
从 而 Diu = Au + fe LX[0, Tl, BY. 同时 又 有 (C, 2, 
p0. . ») E Cg,q(0, s 办 ;从 而 u{0, ) 一 gC x ) .存在 性 证 毕 . 

滥 证 所 得 的 解 的 正规 性 ， 事 实 上 若 fe C"([0, 71, H?), gE 
H”, 由 前 面 的 证 明 首 先 可 以 得 出 we CX[0, T], BR~)。 然后 再 由 
Du = Au + f 又 可 得 we C(10,T]; H), 仿 此 以 往 即 知 uc 
C*([0, T], H”). 

最 后 证 诅 所 得 的 解 * 不 仅 在 L, T], H) 中 ， 而 且 在 
C*([0, T], H) 中 ,而 且 对 于 它 能 量 积 分 估 诈 式 《6.3.15》 R. 
为 此 , 作 一 囊 fie CHI9T] X R) 与 gy€ C5(R"), 使 fi 一 1 于 
LX[0,T),H) P, gi >g TH 中. 令 uweco([0,71, H°) 是 
相应 于 f; 55g; R., TEX (6.3.15), MET e, 一 up 5L; 是 
C*([0, T], H) 中 的 Cauchy FALACH RIR e C([0, T], 
H*),i B. Pë = j, (0, * ) 二 gC). 由 Cauchy 河 题解 的 唯一 性 
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BPA =u, dB (63.5), 应 用 于 w ERREA a= w 也 送 
& (6.3.15), 

A ILES ACA Ge RES FIT "PRORA RE Cauchy 问题 , 即 
5n, 若 我 们 假设 特征 方程 Pu 25 0. 5) 一 0 当 1x| 充分 大 时 与 
(4, 23) 无 关 , 从 而 共 根 必 适 合 [Uar E) — 1x El 28 270 
(a k), 则 它 的 Cauchy 他 题 是 适 定 的 确切 地 说 则 有 

定理 6.3.7 3T (639) 是 严格 双 旧 的 , 即 对 (4, xy € 
Rè x ReN0, 其 主 象征 所 成 的 方程 , 即 特征 方程 


m-l 
Pu 25 T5 5) = r” — 0 abalr Ei 0 
ico 


FUISSE sn.) otal rs E) 而 且 当 |z| 充分 大 时 ， 
P, 5j (1,1) 无 关 , 则 对 一 切 se R, fe L'([0, T], H'),g; € HM 
(G= 1, :>+, m) Cauchy 问题 

Pu = f, Diul0, -< ) = gi, j 0, m 


m-i 
有 唯一 解 ue (| CALO, Tl, H^7757), ED C,T) Xx R") 
hap 
意义 下 满足 方程 ,同时 满足 初始 条 件 ,而 且 
3 lor abn < C [T lelemi + | ilar], 


# fE ChLC T], H”), gie H”, MJE «e C7((0,T],H"). 

以 上 的 讨论 中 出 现 了 一 个 不 自然 的 假设 : 4 当 |x| 充分 大 时 
与 人 xz) 无 类 ,我 们 将 在 以 后 觉 明 这 并 不 是 一 个 本 质 的 限制 . 

4. 有 限 传 播 速度 性 质 ， 现在 研究 特征 锥 面 订 讨论 Cauchy fa} 
题 时 的 作用 。 设 POs x. Di D) 对 方向 六 是 严格 双 晶 算 子 ， 则 
EISE XC AS EE. Cr) 点 而 视 己 为 常 系数 双 则 算 子 , 则 它 仍然 是 严 
格 双 曲 的 ， 记 相应 于 它 的 锥 TPN) 为 T(srsN)， 而 且 和 前 
面 一 样 , 设 N = (1,0, A ,0). 我 们 来 考虑 T(1,x,N) 对 ”Cauchy 
问题 的 影响 。 对 于 波动 方程 ，1(?, N) 前 已 指出 即 基 特征 锥 , du 
中 它 导致 了 影响 区 域 与 依赖 区 域 的 概念 ， 反 时 了 谱 以 有 限 速度 传 
播 的 性 质 ， 现 在 我 们 要 把 它 推广 和 好 一 般 的 变 系 数 泌 曲 算 子 。 首 先 
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我 们 要 推广 空 向 面 与 时 商 方向 的 概念 . 

定义 6.3.8 Wf; R^" 中 的 光 消 超 曲面 3, 若 其 上 各 点 的 法 线 
方 商都 在 DOus,N)UC—TCS x. ND). AWE S 为 空间 面 ; 若 一 
个 向 量 e€ Tz, NJUC TG, ND), WR v AAAG r) 
的 时 向 方向 . 

这 时 我 们 可 以 得 到 以 下 的 局 癌 唯 一 性 定理 ， 不 失 一 般 性 ， 我 
们 设 P 了 对 (1,0,…,0) 是 严格 双 曲 的 ,而 且 设 已 作 一 个 适当 的 变量 
变换 , 使 对 六 方向 的 空 向 而 (至 少 是 局 部 的 ) 为 上 一 0. 

定理 6.3.9 着 P 是 点 (0, zxo) 的 某 邻 域 了 中 的 C 系数 严格 双 
曲 偏 微分 算 子 ，: 一 4 是 过 该 点 的 空 向 面 , I (0,2) 有 一 个 邻 域 
WOVE ue COV) BEWE Pu = 0 mE u= ONW E 
D'u = 0, |a] S m — 1, MÆWH u = 0, 

证 。 作 P 的 转 置 算 子 全 ,很 容易 看 到 ,'P 也 是 严格 双 曲 的 ， 我 
们 现在 将 关于 了 的 唯一 性 的 结果 转化 为 关于 外 的 存在 性 结果 ，, 为 
Jt. 首先 要 将 全 拓展 到 VV 以 外 并 且 在 1x] 充分 大 时 具有 常 条 数 。 


为 此 , Q 0 所 60(:) « 1, 0€ C;(R) Bre 时 9 一 1， 而 当 
1 之 + 时 9 一 0, 作 了 映射 

| (53) € R E (El + In Du D e R, 

则 PCr) DoD) 即 合 于 所 求 ， 于 是 设 (0, r) BIX (0,0), 


而 过 此 点 作曲 面 3:: 2, 8 rs 6 (6 是 适当 小 的 正 数 ) 围 成 
ense L, GEL EX PREE Cauchy 问题 

Ze x —0,0zj«m-1!, PEL A = g(x), 
g(x) 待定 。 不 失 一 般 性 可 以 设 对 P 了 的 Cauchy 问题 之 初始 数据 给 
在 S 上 (在 (0,0) 附近 ,$s 是 非特 征 的 )。 如 果 对 齐 次 Cauchy 数据 
的 齐 次 Cauchy 问题 Pu — OE EE #, 则 由 Green 公式 有 


| [zapu 一 u'Pv]ldxd: = » , A05, v jds 十 | _ Alu, v)ds, 
这 里 4(u.v) Eu, o 及 其 直到 一 1 阶 导 数 的 双 线 性 形式 , 于 是 
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Po = 0, 一 


由 Cauchy 数据 的 选择 以 及 Pu = 0, "Pe 一 0 有 

n 6G 3 at dp 0; | 
C 是 一 个 依赖 于 P 的 系数 的 处 处 非 0 函数 。 现在 取 9(*) 一 
Cu(8, x), we | | Ceu Ce, x)dr 一 0, 于 是 Weyz) = 0. 


但 此 式 对 任意 充分 小 的 e > 0 均 成 立 ,获知 在 《0, 0) 附近 x = 0, 
而 定理 证 毕 . 

这 里 所 采用 的 将 唯一 性 问题 变 为 转 置 方程 的 存在 问题 的 方法 
是 偏 微 分 方程 的 基本 方法 之 一 。 上 古典 的 Holmgren 定理 的 证 法 与 
这 里 的 方法 完全 相同 ， i 

由 马 部 唯一 性 定理 即 可 得 到 以 下 的 整体 性 的 结果 . 

EIE 6.3.10 : 设 P 是 区 域 [0,T] x V pimi C7 系数 的 严 
格 双 曲 型 偏 徽 分 算 子 ，riftszss)0 = 1. um) E Palts x N, 
E) = 0 H, 一 su ey ECE) > DA Conxo) € [0,7] X V 


f€(o,T pe 
[LIBI 


为 顶点 作 反 向 锥 C = (G,x)5 (€ (0,65), |£ — | vC — 00 
设 它 包 含 在 [0,7] x V 中 而 且 与 上 一 0 交 于 球 域 3 一 fxjilr 一 
zo| < en}. Æ «€ C"((O, T], 2) 在 C 中 适合 Pv — 0: 且 在 $ 
上 有 D 和 一 0 一 0 一 1， 则 在 C 中 有 xs 一 0 

dE. Je sc CU([0,7] XV), 对 8€ (0,5), id t — 6 — 8 
HA Cox) 为 顶点 作 反 向 锥 和 ,然后 用 一 族 旋 转 双 曲面 . 
Spale 一 zol 一 90 — Any d Hg(1—2)—0, 0A « l, 
将 5 与 :一 0 之 同 的 区 域 盖 满 ， 由 局 祁 唯 一 性 定理 显然 有 ;” 妆 
1 接近 于 0 时 , 必 有 ww 三 9, 从 而 Duje = 0 lal « m — 1). 现 
在 我 们 让 % 连续 拓展 到 1 并 证 明 在 一 切 S, 上 均 有 w 三 0， 从 而 在 
Cs 中 三 0。 由 6 之 任意 性 即 得 定理 之 证 。 
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这 种 按 系数 连续 拓展 的 方法 也 是 偏 微 分 方程 中 的 基本 方 被 之 

一 。 它 是 这 样 作 的 : 记 

A= [2€ 10,1), D'u |s; = 10， E «m—iX, 

AC[0,1] 非 空 ,因为 至 少 1 一 0e 4。A 是 闭 集 ,这 是 明显 的 , 由 
» 的 光 清 性 的 假设 即 可 知道 ，4 又 是 开 集 ， 因 为 一 切 S, (4 8 3€ 
分 小 时 ) 痢 是 空 向 面 , 故 车 基 一 个 4,< AL 则 在 SS, 上 给 出 0 初始 数 
据 由 局 部 唯一 性 定理 知 在 8;, 附近 w 二 0, 从 而 在 左 分 接近 S2, B S. 
上 Drx 一 0, (ial & m — 1), IRE [0, DEBR, 它 的 非 空 
的 既 开 又 闭 子 集 只 能 是 [0,1) 本 向 。 所 以 对 一 切 1e 10,1)，S 上 
u = 0 从 而 在 C. rn u= 0, 

现在 来 看 uE C,T], D) 的 一 般 情 况 , 若 在 C 的 某 一 个 
邻 域外 截断 u, 不 妨 设 «e C"([0, T], 4B P 广义 函数 是 然 是 
连续 函数 的 某 阶 导 数 ,自然 可 设 有 实数 在 使 < 上 Cr([0:7] ,ze)， 
于 是 记 Pu 一 f, Di *w|,a = gG — 1,0, 我们 有 一 0 于 
C 中 而 所 一 0 于 Cnfi 一 时 中 . 对 于 一 串 磨 光 核 子 pt(K — oo)， 
E: Cauchy 问题 

Pu = f, = fto, Ditu | pmo = Ei = gi E pG = d, tsm) 
并 令 其 解 为 zt， 则 白 定 浊 6.3.7, u,€ C"([0, T] X R*), [B34 k 
充分 大 时 天 在 C。( 意 义 同 上 一 段 ) 中 为 0, gr ECNE = 0} E 
为 0, 从 而 ti = 0, & k— co 即 得 zx 一 0, 从 而 定理 证 毕 ， 

这 个 定理 告诉 我 们 ,严格 双 曲 方程 解 在 (to, xo) 之 值 ,只 依赖 于 
数据 (包括 1 与 g)) 在 以 Co r) 为 顶点 的 反 向 锥 内 之 值 。 因 此 , 反 
向 锥 是 解 的 依赖 区 域 ,与 此 完全 相同 ,以 (my zx) 为 顶点 的 正 商 锥 就 
应 该 是 影响 区 域 ， 依 赖 区 域 与 影响 区 域 的 存在 反映 了 波 以 有 限 速 
度 传 播 这 一 物理 事实 ， 但 对 变 系数 双 曲 型 方程 ， 确 切 的 波 速 将 随 
(4,*) 而 变化 ,因而 确切 的 依赖 区 域 与 影响 区 域 这 里 还 没有 给 出 。 

从 经 典 的 数学 物理 方程 理论 中 我 们 知道 ,对 波动 方程 ,当空 间 
维 数 > 1 ADANE Huygens KARY, n 为 偶数 时 则 没有 ， 
这 一 事实 与 特征 锥 的 代数 几何 性 质 有 密切 关系 。 因而 可 以 想象 ， 
高 阶 双 曲 型 方程 相应 的 问题 将 更 为 复杂 。 Petrowsky 就 此 提出 过 
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Saska? (lacuna) HRAC H. T. IJerposekHi[ 3l), Ji 3€ , Atiyah, 
Bott 和 Gárding V 又 进 … 步 发 展 了 这 个 工作 ， 然而 这 些 工作 都 
是 对 常 系数 方程 而 言 的 . . 

现在 回 到 我 们 的 问题 。 这 个 定理 告诉 我 们 车 要 在 (as e 
虑 方程 Pu 一 了 的 Cauchy 问题 之 解 , 则 只 需 在 以 《esxe 为 顶点 的 
肥 向 锥 内 考 虚 此 方程 就 够 了 ， 特 别 是 没有 必要 芳 虑 |x| RAKA 
程 的 情况 ， 正 是 由 于 这 个 原因 , 乱 们 吕 以 在 |*| 充 分 大 时 修改 方程 
击 不 影响 到 到 向 锥 内 解 的 性 态 . 例如 我 们 可 以 如 定理 6.3.9 的 证 明 
那样 ， 在 |x| 充分 大 处 将 PP 修改 成 常 系数 的 严格 双 曲 算 子 。 定 理 
6.3.3, 6.3.5, 6.3.6, 6.3.7 中 都 第 了 这 个 假设 ,其 原因 即 在 于 此 . 

既然 这 个 定理 告诉 我 们 ,严格 双 曲 方程 的 Cauchy 问题 之 解 只 
依赖 于 数据 和 前 局 部 性 状 ; 则 例如 定理 6.3.7 中 那样 ,在 C*([0, 了 ]， 
H) 中 求解 就 是 不 自然 的 了 ， 关 为 六 中 的 函数 在 co 处 的 性 态 是 
受到 了 限制 的 、 所 以 我 们 可 以 期 待 有 以 下 形状 的 定理 成 立 ， 从 而 
得 到 完全 的 C" 适 定性 ， l 

定理 6.3.11 在 区 域 [0, T] x R 中 作 与 定理 6.3.10 相同 的 
假设 ， 则 对 fe C"([0, T] X RD, ge CCS = l, m), 
Cauchy 问题 

| Pu = f, Diu |o = gis j= l, egm 

在 C"([0, T] x V) 中 有 唯一 解 存 在 . 

证 、 唯 ~ 性 由 定理 6.3.10 BpAn, 25 f XEBRH BEBO TETE , VENT PRI 
数 OC lele COCR), EE |x| 222 4b 850, 而 在 |x| S lt, 
8-1, 4 a= t (El), p= eo (EL). FE he cro, - 
T], H**), g€ Ht“， 以 天 和 gjt 为 数据 求解 Cauchy 问题 得 
u€ C"([0,7],H*7) h, HRAS, uE C™*([0,7T] x R). 
但 当 [x| < min(E, k) ki, RE 6.3.10, n = ww。 所 以 在 [0， 
T] XR” 中 ims == ttx》 存 在, 它 显 然 是 所 求 的 Cauchy AE 
在 C"([0,T] x R”) 中 的 唯一 解 . l 

最 后 我 们 去 指出 ,这 一 段 的 定义 0.3.8 PER 6.3.11 都 是 讲 的 
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偏 微分 算 子 而 不 是 扳 微 分 算 子 。 这 是 因为 在 定理 6.3.9 的 证 明 中 
我 们 本 质地 应 用 了 Green AR, 而 它 只 能 用 于 偏 微分 算 子 。 事实 
上 :下 面 的 反例 说 明了 对 严格 双 曲 的 所 微分 算 子 ,有 限 传播 速度 的 
概念 是 不 成 立 的 . 
令 ACD) 为 以 18| 为 象征 的 5 PsDO, 2R Cauchy 问题 
Du — A(D,)u = 0, 
ul = Cx), 
车 有 限 传播 速度 的 概念 成 立 ， 则 至 少 在 : 0 充分 小 处 , NÉ ul, 
0)€c gP (R). 因此 ,对 x 作 Fourier 变换 有 


2 ilgli = 0, 


&(0,-)-— 1, 

从 而 BCE) = eE, 然而 作 Fourier 逆 变 换 显 然 得 不 到 紧 支 集 

在 以 上 的 讨论 中 ， 严 格 双 曲 性 是 很 本 质 的 变 求 。 如 果 仅 只 有 
一 般 的 双 曲 性 但 非 严 格 的 , 即 方程 

Pon(txyrys) 一 0 

关于 7 虽然 有 郑 个 实 根 ， 但 未 必 都 是 单 根 一 一 这 种 情况 称 为 具有 
重 特征 的 情况 ; 上 共有 重 特 征 的 双 旧 型 算 子 称 为 非 严 格 的 或 弱 的 双 
曲 型 算 子 Cnon- strictly or weakly hyperbolic} Cauchy 问题 不 一 
室 有 适 定 竹 , 而 只 有 在 对 低 阶 项 加 上 一 定 下 制 后 才能 保证 唯一 性 
重 特征 问题 是 当前 十 分 活 妈 的 已 题 ,在 此 不 能 多 作 介绍 。 


$4. Cauchy 问题 的 唯一 性 


l.Carleman 估计 ， 双 曲 型 方程 以 外 的 Cauchy 问题 是 一 个 
极 复杂 的 问题 。 下 面 我 们 介绍 Calderon 关于 它 的 叭 -- 性 的 著名 
工作 (Calderon [3])。 可 以 说 正 是 这 个 工作 显示 了 所 第 分 算 子 作 
为 一 个 工具 的 威力 , 因此 , 连同 它 的 其 它 成 就 (突出 的 是 在 粮 匣 性 
问题 市 ) ,给 拟 微 分 算 子 理论 争 往 了 “生存 权 ”。 


*377 5 


县 有 解析 系数 的 Cauchy 何 题 的 解 ( 在 非 解析 域 中 ) 的 叭 一 性 ， 
已 由 Holmgren 定理 保证 了 。 但 是 对 具有 C” 系数 的 情况 ， 已 有 
很 多 有 反例 (Cohenil], Plis [1]) 说 明 Cauchy 问题 不 一 定 具 有 唯 
一 性 :对 这 些 反例 ,在 Hirmander [18] 中 作 了 详细 的 分 析 。Calder- 
on 的 工作 [3] 指 出 ,为 了 保证 解 的 唯一 性 , 必须 对 特征 的 几何 性 态 
作 详 尽 的 讨论 。 我 们 将 要 证 明 如 下 的 结果 : RA mE C” 系 
数 的 方程 

Pu — f, (6.4.1) 
TH, t 0ZE (4, x) — (0, 0) 附近 不 是 特征 ,于 是 对 它 可 以 给 出 
以 下 的 初始 条 件 
Diu = 0, j—0,1,-**,m— l. (6.4.2) 
车 用 PG r, Trs 5) 表示 好 的 象征 ,我 们 假设 

G) Plr, xsrss) 一 0 对 rz 至 多 有 二 重 根 ， 和 而 且 实 根 都 是 单 
根 , 重 根 z 必定 适合 |Imr| >e 20; 

GD) ERAR rr 必 适 合 [rn 一 c! >e 之 0, 现在 把 祖 异 
根 记 作 r; = r/(1,x,8) = aí(,x E) + ibi(1,x. E), a; 和 bi 取 实 
值 ; 

(ui) 任意 单 根 ci 必 满 足以 下 条 件 之 一 : 

a. 8; 一 Imr; 22 0; 

b. b; = Imt; < —8; 


c. 2 b; < {aiski}. (6.4.3) 


UA ESPERE Co 在 原点 的 某 一 邻 域 中 时 对 一 切 E RE. 


Gi) 之 < 中 的 (aj, bi} 是 Poisson 括号 
[aj,5;] 一 > [Ospa Orbi 一 0,,aj0tbi). 
kzi 


对 于 HU, z, r, E) = r— aj, PENX Hamilton 方程 组 
LÀ zm H, == l, dv mm —H, = Bajs 
ds ds 
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dx, di, 

gp COH Oa art z 
它 的 解 e), Ce), 1G), EG). 一 定 适合 HUC), x(s), 002, 
E()) = cons, KARERE SC ELA ROS H üt CHE TER, dex 
是 适合 H(GG)xG). TG), EG) == 0 IRRA ERRER. (H 
在 讨论 方程 组 (6.4.4) 时 ,其 关于 2 的 一 个 给 出 ; :二 s Rss 从 而 关 
于 xx 的 方程 成 为 

dx, d£, 

ge T nl x E), op om OSai( 1 xy 二) 
THU r= x0), E, — EGO ATA EGO IRSE TIE de. 
最 后 再 将 所 得 结果 代入 关于 7 UDESBUSIEDHEXRIS r 来 。 如 果 适 
当选 定 初始 条 件 , 恒 可 使 得 在 其 上 or alr) 一 0。 所 以 可 以 
认为 (6.4.4) 的 解 总 是 零 次 特征 曲线 ,而 条 件 (iii) 之 c 成 为 


8 [od 8 
(2 ES 2i Osga; 8x, * 之 Brh; x) b;Ct, fs E) < 0, 


左 方 恰好 是 b Mr a REKREA : 增加 方向 的 方向 导数 ， 
所 以 这 个 条 件 就 是 : 5; 沿 r— a 的 零 次 特征 曲线 + 增加 的 方向 
KH. 

我 们 将 把 唯 一 性 的 问题 化 为 唯一 拓展 问题 : 事实 上 , 车 在 
r > 0 中 求解 Cauchy 何 题 《6.4.1),(6.4.2)。 则 我 们 首先 将 它 化 为 
平坦 的 Cauchy 问题 (§ 3), 然 后 ,得 令 m 0 为 1 0 处 的 解 , 则 
上 述 唯一 性 问题 等 价 于 : 于 :<0 处 令 u=, PHERS O, 
0) 的 一 个 完整 的 领域 ( 即 包 含 一 个 以 (0;0) 为 心 的 球 的 邻 域 ) ,使 之 
适合 Pu = 0， 并 证 明 这 种 拓展 的 方法 是 唯一 的 , 即 «cm 0, 

因 站 ,我 们 现在 将 要 证 明 的 基本 结果 是 

定理 6.4.1 设 P 为 在 (1,*) 一 (0,0) 附近 的 m 阶 线性 CA 
数 仿 微 分 算 子 。: 一 0 在 原点 附近 不 是 特征 ， 而 且 满足 条 件 GO) 
G) ,Cii)， 车 于 1 之 0 处 «三 0, 则 将 拓展 到 (0, 0) 的 一 个 完整 
的 邻 域 中 而 成 为 Px = 0 的 C? le LAE u = 0.1 

这 个 结果 对 广义 函数 解 也 是 成 立 的 。 


:= —}} Bas. (6.4.4) 
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这 个 定理 的 证 明基 十 一 个 县 有 卓 数 权 跑 数 e 好 的 估计 式 
"i 2; MEAS C p e^" llPul'dt, 


1 上 表示 对 * 的 工 ; 范 数 .。 XX IE ULT T. Caneman 关于 
两 个 让 变量 方程 组 的 Cauchy 问题 唯一 性 的 工作 中 《Carlemnan 
UD: RERA TERA Carleman 估计 .在 这 里 我 们 需要 
的 估计 是 : 

引 理 6.4.2 设 wE C” 文集 在 OST, |e] «rA 
存在 一 个 与 “无 关 的 常数 C 使 汝 了 了,r 都 充分 小 时 有 


(e S eua ca £T e aulas, (6.4.5) 


II 


在 证 明基 本 的 不 等 式 (6.4.5) 前 ,我 们 先 证 
由 引 理 6.4.2 可 以 导出 定理 6.4.1 Q TGE C^ EXE: 0 


处 且 在 :<27/3 Bb £6) 9 1,:; 2 T 时 5 三 0 于 是 对 v 一 
cu 应 用 (6.4.5) 好 有 


23773 T. 
| em uld < CATH TOS emp) ae 
, Ja T /à 


< CAT T) f c Pg, 


21/3 


C, 与 有关, 但 与 4 无关， 现在 国定 了, 有 
e 全 IPIE xz p e XT7P au l2; 
«co DE, Sca 


- S CAT 十 全 Tea， 
4 a — oo RIAR BRE [lul] = 0 F (0, T/2) 中 ,上 式 不 可 能 成 立 。 
至 此 我 们 看 到 ,问题 归结 为 不 等 式 (6.4.5) 的 证 明 . 
2. 化 为 一 阶 方程 组 ，$ 3 中 我 们 把 一 个 高 阶 双 曲 型 方程 化 为 
一 阶 方程 组 , 那里 所 采用 的 方法 也 是 Calderon 的 贡献 .现在 对 我 
们 的 问题 因为 上 一 和 假设 不 是 特征 ,所 以 不 妨 设 方程 为 
P(x;DSQD) = DYF > OjCt,x, DAD, 
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从 而 式 象征 为 


P(t,x5; T, ë) A a bF 9;Cr, Ez Ehr 


Q; 对 D, 是 1 次 齐 次 多 项 式 . 
引信 新 的 未 知 函 数 
uc As ;Di"!u -— D'A, iu, 
KUARE UC, x) A U = (m, ooi nu, WPu 一 了 化 为 
D,uj — Auja = 0, F= l, m— 1, 
Du, 十 > Qi(i, Xa D,)A" umiy + RU —f. (6.4.6) 
及 是 关于 了 :的 零 阶 PsDO， 而 其 象征 C" 地 依赖 于 :。 因此 化 为 
方程 组 后 ,其 主 象征 是 m xX myy 


e m p 
rl + A å M = rl + H(t x, E) 


史上 ”Oo 
RAE, HU, x,5) 之 元 素 对 占 为 一 次 正 齐 性 的 , 且 
det(z1) + H(1, x, £)) = P(t, x3 T, £5), 
mi BHIBEPERUCEJABDP-- 0 关于 的 根 . 
但 是 要 注意 , 在 引 理 6.4.2 中 , 我 们 假设 了 * 具 有 紧 支 集 ， 而 
U 则 不 一 定 具有 紧 支 集 , 因 为 在 作品 时 ,对 * 施 以 Anci, WEHA 
局 部 算 子 。 虽然 如 此 ， 我 们 将 看 到 这 并 不 会 给 以 下 的 讨论 带 来 本 
质 的 困难 . 
在 化 一 个 高 阶 方程 为 方程 组 (6.4.6) 或 记 为 
D,U +- H(1, x, D)U = RU +f (6.4.7) 
(HG, x, D,) 是 以 HC» x, E) 为 象征 的 一 阶 拟 微 分 算 子 ) 后 我 们 
将 求证 一 个 以 下 形式 的 不 等 式 以 代替 (6.4.5): 
Wm A < CU + T!) [einu + HU: 


rT u 
tC , eT | b» | D*uM?! + pea | dt, (6.4.8) 
- aKa 


aa331 * 


这 里 IUP = lw. 
j=} 


由 (6.4.8) 即 可 推 得 (6.4.5)， 这 是 因为 从 上 之 定义 知 必 在 在 其 
个 常数 c oE 


UPS X {Dds elur, (6.4.9) 


a -wwni—l 


t ,对 紧 支 集 函 数 pl), E soppé 含 于 |x| <7 兴 , 则 由 Treves 
[3] 248 — 3€ $ 23,55 (23.5 
lel? s C r?lgradpl. 


因此 有 
$35 gpl « cv. (6.4.10) 
la'm-1 
XO OBXRR p, 由 Treves [3] Z — 35,8 25, 命 题 25.6 可 知 
lel- CCr Hels (6.4.11) 


其 中 C(+) BB > 而 趋向 0、 因此 对 (6.4.8) 右 方 最 未 一 项 可 以 得 到 
33 (ne + (Druh Se D YD, 


al<m—l Lalee 


e 随 * MAT 0, 把 这 个 结果 代入 (6.4.8) 即 有 
f. AT- >. | 有 Peer < « C^ DN Par eXT-" ID, 4- HU i'd; 


lal <m 


UT jo, , 112 
+ ce|.- D, Dulder, (6.4.12) 


lajm 
但 由 方程 (6.4.7): D,U + HU = RU + F, fi 'F — (0, 0, 
H) ik 
IDU + HUP « CIHflP -- CIUS CC S Dret, 
‘em 
代入 (6.4.12) 整 理 后 即 有 
[1— Ce— Ct+ ry. Kr ND d Dey; 


lel zm 
< CO 十 T!) 人 eXT7 BEI e 
取 e, 1 与 工 充 分 小 即 得 式 (6.4.5)。 
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由 此 可 见 , 引 理 6.4.2 的 证 明 妇 结 为 (6.4.8 ;党 证 明 。 而 为 了 证 
明 它 .我们 将 利用 关于 POr, E) 的 根 的 假设 G) 至 Gi) MER 
BCG, x, E) 化 为 Jordan. 标准 形 。 租 酷 地 说 , 这 里 的 思想 是 设 有 和 抵 
RE r( x, E) 使 rHr™ 为 Jordan 标准 形 , 则 令 以 rO, x. E) 为 
象征 的 所 油分 算 子 为 rO, x, DL) 而 rC, x, DU =V, D 
r(D,U + HU) = D,Y + rlr V + TU 
T, 是 一 个 零 阶 拟 微 分 算 子 , 而 rH 之 象征 是 Jordan 标准 形 。 
记 rHrO YJ RADAR 
IDU + HU|? < CDY + JVl? + CUM, 

代入 (6.4.8) 刀 可 知道 ,我 们 只 需 在 再 为 Jordan 标准 形 的 情况 下 来 
证 明 它 。 以 上 是 基本 的 思想 ,但 具体 实现 它 有 许多 困难 . 

首先 我 们 从 化 Hesr, DI) WREE Hs x, E) 为 Jordan 标 
准 形 开始 ， 但 HU, E) 之 元 素 是 C 了 区 数 而 不 是 实数 域 或 复数 
域 的 元 ,这 时 化 它 为 标准 形 按 Apsonsun 的 说 法 是 “不 明智 的 ">， 关 
于 这 里 涉及 的 困难 的 本 质 , 可 以 参看 Apsonen 的 文章 [1]。 不 过 
由 我 们 的 假设 G) 至 Gii), HO, r, E). 的 特征 很 重 数 不 变 而 生 不 
同族 的 特征 根 之 间 是 严 咎 地 分 离开 的 , RETE C, x) 变化 时 
发 生 这 个 特征 根 与 男 一 个 特征 根 相 重合 的 情况 。 因 此 ， 至 少 我 们 
可 以 证 明 , X6 eS, KERA- TRR AE E E S E 
的 一 个 邻 域 9， 使 得 可 以 找到 在 N x 9 HARDER EE r(1, x, E) 
而 rHrC Rh Jordan 标准 形 。 用 有 限 多 个 这 样 的 2 即 可 黎 盖 SU, 
记 为 {2,}, 相 应 地 有 Ns, 和 r0 zs)。 令 六 一 门 N, Rs Gs, 
x)€N B, x, EQ rbd H(t,2,5) 为 Jordan 标准 形 ， 现在 作 
从 属于 {9,} 的 一 的 C7 分 割 {gp?}, 并 且 将 它们 和 rs x, E) 都 
按 零 次 正 齐 性 函数 托 展 到 |E] = 1 以外。 但 在 上 = 0 适当 修正 ,我 
们 有 2,46) — 1， 我 们 可 以 利用 标准 的 方法 将 +r,Hrv! 拼 起 
来 ， 使 得 除 让 差 一 个 5S” 元 ,五 化 为 Jordan. 标准 形 ， 作 法 如 下 : 

P(E) 是 空间 的 薇 断 函数 ， 为 了 将 口 在 点 空间 截断 ， 我 们 
当然 可 以 应 用 以 4,05) 为 象征 的 拟 微分 算 了 OOD) 因为 
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9e mM—À -5e o 0 m 


和 好 (8) 一 1, 所 以 由 氢 微 分 算 玉 的 复合 的 公式 有 
PRO. = 1. 


因此 , 若 令 U, 0,4 应 有 
bui IUl? um Ui?, E= 0,1, 
于 是 
IDU + HUI? = $, l$,(D,U + HU) 


xm 2 DU, 十 HU, + [06,, H]U|" 


= $Ý ID, + HD, + OCUP) 


下 面 来 看 HU,。 事 实 上 
HU, x) = (æ) | EHC, T, £)0 (4, E)dE 


= (2x)^ | cisir ir arbrz p Ü (o, E)d£E, 


这 里 rH, x. E)r 只 在 Q, 中 为 Jordan 标准 形 ， 而 没有 在 整 
^- E Zx|R] rp dE 29 Jordan 标准 形 .为 了 克服 这 个 困难 ,注意 到 U, 是 
pi UA e, 在 二 空间 中 截断 而 得 ， 因 此 我 们 可 以 在 8, 外 任意 改 
变 H((,x, E) 面 不 致 于 改变 HU, zi. MARTE C^ pu 
由 C8) 映 15 一 1 到 g, 中 :而 在 suppos E, 9,05) — 1, EK 
DLE TR E AREN EARO ARA 1 1 之 外 ， 并 在 
# 二 0 附近 适当 修正 它 , 则 nis x; CDD. 除了 相差 一 个 8S ”元 
RSh, dE HC x: 452) = HG, x; £) 为 Jordan. 标准 形 J. 
但 严格 说 来 J, 仍然 只 在 1#| — 1 上 是 Jordan 标准 形 ， 因 为 在 
1#1 = 1 之 外 J 应 保持 为 $ 的 一 次 正 齐 EAA. 因而 相应 于 
IE 二 1 上 的 每 一 个 Jordan 方块 ,在 |E| — 1 外 ,我 们 应 有 


rt, x, E) |5) 0 
MC } 
0. TCi, x, £) 
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4i] J lts E), HC Eur Ox ED, rz, x, S) 为 象征 的 
PU 5H.) S38 Cr, Sr SR CT 20 Ju, Hos Ros Sos WA 
HU, — H,U, + MUs MEL”, 

再 记 RU, = V. 又 有 
U,«— S,V,-- TU, TAE L^, 
因此 
[ul «& CV. + CU, 
再 由 (6.4.11) 妈 有 
AERIAN (6.4.13) 
此 外 
RADU, + HU,) = DV, + R,H,S,V,-- TU, 
= D. VQ TWU, To The LU, 
由 此 又 有 
ID, F, + J Vall «& CID,U, + HUI + CIU (6.4.14) 
fe £8 (6.4.13) RCAL AORA, 若 我 们 能 证 明 


(ey pae < cane 7) mmo, 二 PsPan 
(6.4.15) 
则 对 每 一 个 U, 可 以 证 明 


eX pv Pdi « C(A + 7 eX DU, + H,U MP de 


T 
+ cao T) emma, 
2D 


再 对 ?3 求 和 ,并 令 17 与 了 充分 小 即 可 得 到 (6.4.8). 

这 样 ,我 们 的 问题 化 成 求证 (6.4.15)， 医 为 六 是 Jordan 标准 
形 ， 我 们 可 以 只 对 几 是 一 个 Jordan 方块 的 情况 来 证 明 。 由 假设 
(i) € (3) JJ, 只 有 一 阶 或 二 阶 方块 两 种 情况 . 

若 凡 是 一 阶 方块 , 则 DV 十 JVs 成 为 

D,v — c(t, x; Dv, 
z(5 x, E) 是 PG zir, E) — 0 的 根 ,而 
D,» — c(t, x D,)v = D — lalt, x, Dj) + ibli, x, DP ]v, 
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EECHER. M DE. LV. WATERS 
Dv — (a c i5]» + Az, 
D;z — [a + ib]z, 
A 是 以 151 25 RAERSRUL PLAY T. 

以 下 我 们 将 分 别 对 这 几 种 情况 来 证 明 (6.4.15). 

3. 唯一 性 证 明 的 完成 .再 提醒 一 下 ,现在 我 们 的 目标 是 证 明 
引 理 6.4.2, 即 不 等 式 46.4.5) :在 地 里 我 们 假设 了 n € C", HR xE 
dE Ore T.,| x| 所 + 中 ,然后 我 们 逐步 地 将 问题 归结 到 求证 
不 等 式 (6.4.15), 但 因 从 # 到 导出 VY 我 们 已 经 用 了 x* 的 拟 微 分 筑 子 

Ami 作用 ,所 以 人 对 * 不 -一定 有 紧 支 集 , 但 其 支 集 仍 在 0 ET 
中 ,而 且 容 易 看 到 ，V € C!， 因 此 下 面 应 用 分 部 积分 法 仍 是 合理 
的 。 

一 阶 Jordan 方块 的 错 况 。 这 时 应 该 证 明 


P. AT- lojig x c(a! + T^) | eT! up, t= rolde, 
(56.4.16) 


t(1,x, D) = a(1, x D,) + ibli, x, Dr)， 而 4 与 5 取 实 值 ， 以 
下 按 假 设 (ii) 的 三 种 情况 来 证 明 它 : 

(i) a, 5 = [mr > 0。 我 们 可 以 对 a(2,x,5) RIACE) 加 
上 适当 的 低 阶 拟 微分 算 子 使 aisr Dı) 一 a* (rs x, DJ). BC x. 
D.) 一 5*(5, xs DJ), TE ELA 2 和 充分 小 了 时, 这样 修 改 当 不 至 
影响 (6.4.16)。 


令 
Dv — rv = fs p Ty =z, 
et-V = g = De rz + ile — T) 
我 们 有 , 
B (2.6) 二 2Re(2,,5) = Reinas, s) — Rebz, 2) 


十 2104 — Tilil? 2ReGg,z). (6.4.17) 
EROS btas, D) 的 象征 b(1,x,5) > 0, 所 也 可 对 Re(bz,z) 应 
用 强 Girding 不 等 式 而 有 
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Re(bz,2) > —C iiel, 
REMH a — a*, 2Rei(az,2) 一 0， 轨 此 由 (56.4.17) 有 
Oz, z) x C [| 21? 十 clell z lel. 

双方 乘 以 了 一 : 再 对 * 积分 之 ,注意 到 “之 支 集 在 0 女 eL 中 ， 
BI 

i , m i 

[epas e Ẹ hapat cr (C aer) igwa). 
故 取代 充分 小 即 有 

J lepers cr È? Wear 


这 就 是 我 们 需要 的 (6.4.16) 

(GR) b, b — Imr & 一 gs， 这 时 算 子 5(1,x,D,) ERAST, 
因此 有 氢 逆 EG. rD) 为 一 个 一 1 阶 专 微分 算 子 ， 用 前 面 3 引 人 
的 记号 f- D, —[a- ible 有 


7 
了 一 | e T7 fa 
0 
T 
=], + lh, + 2Re | (D.z — az,—ibz4- i(t — T)x)t 
-0 
"T T 
h= | [D,g — az|dr, I; = | bz — 2t — T Jell dis 
Jo 9 


用 分 部 积分 法 容易 者 到 
2Re {CDsial —T)s)d=1 | heldre 
因而 
T T 
I dH 3 liz d: + 2Re | (D,z — az,—ibz)di 
— 2Re N Caz, iA(: — T)2Md: 
T T : 
wi 十 了 十 外 ^ l2l dz + 2Re | (D,z 一 az, —ibz)dr 


E iE (Ca* — aJe, ACE CERE: (6.4.18) 
因为 alt, Xs D.) 的 象征 a(t, X, E) 是 实 的 ,所 以 a" — a RN 


3982 


阶 拟 微分 算 子 ,因而 上 式 最 后 一 项 适合 
=f CCa" — a)a,a(t — T)2)dt | « car [ islas, 
选 工 充分 小 使 CT < 村， 则 将 上 式 代入 (6.4.18) 将 有 
I2 4 Da erae + Re (Dis — an, ibis. 


(6.4.19) 
现在 估计 最 后 一 项 : 


1, 一 2Re | us, ibd 十 2Re MC ia*bz)di 
D v 
EE T 
= 2Re j (Dz — iba)di + NC ;[a*5 — (a*b)* 12Mt, 
[n o 


应 用 分 部 积分 法 以 及 z 之 支 集 在 0 <T 中 这 一 事实 ,并 注意 
到 
2Re 人 CDis， —ibz)d: = 2Re N (5. bz dr 


一 Re ING di — Re NS z) åt 
2507 ? ðt 


= Re KEZD di 一 Re (2,22) dt 
2X0: 3 80: 


+ Re NEC 一 r)a) dt, 
? Xr 


则 利用 altr, D.) 与 5(1,x,D:) 的 象征 都 是 实 的 ， 从 而 a*5 一 
(a*b)* € L', b — b*e L*, a L, BI 


= 388 * 


了 
L> 一 C | Ml CM + IDa, 
RE Dal = Djs — az + arll < IDe — orll + Cle, 2 
rr T 
n> —C |, hzl- Mellae — € |^ lll Ds — ollas 


T 1 [F 
> 一 < 人 lel Arlar — TU ina — azte 
FL] 


- cl helde, | 
在 这 个 运算 过 程 中 ，C 表示 不 同 的 常数 ,但 一 直 与 1, T, z 无 关 。 
代 人 (6.4.19) 即 有 | 
rzigoeneLüa-c) Caspar — c Mal + Asta. 


(6.4.20) 
注意 到 4。 FEGURLEET V MAMAMA EQO, d 
Az = (AE)obz + rz, r€ D^, AEE L^, 


因此 
14zl < Clgsl + Chall < claz +aCT — Dell 
+ C(1 ATI. 
从 而 由 万 的 定义 又 有 
c (ell Mld Ln ca + in y taa. 
将 此 式 代 人 (6.4.20) 即 有 


1250-6) N lzlPae — ca + 47) [etas 
-h(R-er-ie|fiuma. (642D 
若 了 充分 人 以 至 CT < i, AGEAAUXi—5Ccm PE 


s ls HzlPar, 
6 lo 
DT 
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M eT lei Pads Cic r eTO Do — rpl?dr, 
XX 84 VR SERO C 6.4.16). 


Gi) c, 2 {lab} = [at .8.6 一 bua - 9451. M 


bci 
在 我 们 从 (6.4.19) 开 始 ， 和 (iii)a 一 样 ,我 们 设 a" = abt — b 
AERE e ZRET Oi Tu 
1, = 2Re y (D,z,—ibz)di + 2Re V (z,iabz)dt 
(T : T Bb Oz 
Re | (D,s,—ibz)dt + Re (n - 2 z—b 2) 
十 Rc | (x, ilab — ba]z)dt 
T T 
= Re t (D,.z, —ibz)dr — Re | (—ibz,D,z) 
十 Re f. —b,z + ilab — balz)dt 


"Y 
- Re | (x,—6,2 + ilab — ba]z)dt., 
0 


但 是 拟 微 分 算 子 4 与 sz 的 交换 子 La, b] = ab — ba 是 一 个 一 阶 
拟 微分 算 子 ,其 主 象征 是 Poison EI (a, 5], 由 条 件 Ci) c 应 
用 强 Girding 不 等 式 即 知 

Iz -—cClal, 
IA C6.4.19) 8 


I21L (4 i cy. lal de > (4 i cy lale, 
BEEN AXE Là 一 C > 二， 即 得 
L laid: 一 (erario ja < 37 


T: 
-3! | eXT-!* ID, 一 rp 上 zz 
Lj] 
Bd iff: (6.4.16). 


ZI 


三 阶 Joréan 方块 的 情况 。 这 时 记 V = (ne, 


Du — (a + ibyo, + Avi = fis 
Diva — (a + ib) — f. 
我 们 应 该 证 明 


f, emma + heade 
< cac T) [eU + Multae, 
但 是 对 于 我 们 可 以 按 一 阶 Jordan 方块 的 情况 证 明 
T T 
f, aaua < cio | apa, 
0 


对 于 9. 则 注意 到 D,v, — To, — fa — An, 也 有 
[eT olde < ex |l enm mp + Melle, 


因此 ,下 面 需 要 做 的 ,仅仅 是 估计 | eX As de, 2935, UIT 


从 (6.4.20) 开 始 。 二 阶 Jordan 方块 必定 对 应 于 二 重 的 特征 根 ， 故 
WE CD, |lnr| > € >0， 所 以 b,x, D.) XE EHE 
DATARE E: 
Eb = I (mod L^), 
Az = (AE)obz; + rz, AE, r€L*, 
ti 一 evr 9A, 因此 
Mal s Cll2zill + cle 
S Cllr: — Alt — Tal + CA +AT, 
双方 平方 积分 ,注意 到 1, 的 定义 、 BUS 
[Mala < cn + ca ero qula, (64.22) 
RARA lel 积分 则 有 


cf la Malde <E ne cO +27) (Ina. C6.4.23) 


V4 (6.4.22 4 ,A.(6.4,20 ) 1:35 24 EE. T 53 A JEU 
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n m e wena uws - 


1> t+ EQ— cl -cl +7) | due 
2 3 E 0 
> i I; 4 ei NT (a > 0), (6.4.24) 
RUHCS 4.22) R08 


f. [Az] de CI d CCI + AT?) | lle; de, 
但 (6.4.24) 同 时 又 告诉 我 们 o i lald «1. 因此 


人 aa < c e im cordplPae， 
& 
Jj, vpade < CA T) | m VIP + I 


因为 对 v, ELENIENR T SACR MORER, 故 有 
fo ems e dota 


< ca 7) | e? (e + qa. 
全 部 证 明 至 此 完毕 ， 
Cauchy 问题 的 唯一 性 与 可 解 性 问题 有 直接 的 联系 。 Calderon 
在 [3] 中 就 在 证 明了 唯一 性 的 同时 给 出 了 -个 存在 性 证 明 ， 此 外 ， 
唯一 性 定理 的 证 明 还 可 以 归结 为 次 精 贺 估计 ,参看 Taylor [1], 


$5. 半 群 理论 及 其 应 用 


1.C, 半 群 。 一 个 发 展 方程 就 是 以 下 形状 的 方程 。+ 是 时 间 : 
E 4- 48 一 0， (6.5.1) 
其 中 4 是 一 个 线性 算 子 : 4:E— E, E Æ—A ENA Banach 23 
常 微分 方程 (其 有 算 子 系数 ), 如 果 对 它 附 加 初始 条 件 
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u(0) = x, (6.5.2) 
我 们 自然 设想 通常 用 以 解决 这 类 问题 的 Laplace 变换 在 这 里 也 可 
应 用 . 但 是 ,一 般 地 ,4 并 非 有 界 算 子 , 因 此 ,其 定义 域 通常 也 不 是 
整个 空间 上。 现在 我 们 设 4 与 + 无 关 , 它 的 定义 域 为 DCE,D 在 
E 中 黎 密 ,而 且 对 任 一 + € D, E Cauchy 问题 (6.5.1)、 (6.5.2) f 
有 唯一 解 «(€ D, 1€[0, oo)， 而 我 们 可 以 形式 地 作 Laplace 变 
换 如 下 : 令 


U(p) 一 N e urs, 


则 由 (6.5.1) 和 (6.5.2) 有 
PU(p) — u(0) = AU(p). 
从 而 
U(p) = (pE — A) !u(0) = (PI — A)", 
Fi 3t aed BITS 
"E zi as evi(pl — Ay" xdp, (6.5.3) 
这 种 运算 纯粹 是 形式 的 ,而 需要 对 u) 加 上 一 些 限 制 ,例如 
lull & Me", M, 8 Xr 
要 一 般 地 验证 《6.5.3) WARRE EARD PEDE B ec A 
确实 提供 了 解决 问题 的 线索 ， 例 如 必须 将 解 #2) 与 4 Zn YR EX 
(bi 一 A)? 联系 起 来 等 等 ， 把 这 里 的 想法 精确 化 就 是 半 群 理论 ， 
uU) 可 以 看 作 是 x€ DCE 到 E 中 的 一 个 线性 映射 
TE — Ei x u(t) — Tr, 
上 述 (6.5.1),(6.5.2) 有 唯一 解 的 假定 就 成 了 
ToT, = Tp, To= 1, {6.5.4) 
满足 初始 条 件 就 成 为 
lim Tax = Tz =r, (6.5.5) 


(6.5.4) 称 为 半 群 性 质 ,{T,}(: € [0, 十 co)) 称 为 一 个 半 群 ,(6.5.5) 
是 一 个 连续 性 性 质 ， 这 样 , Cauchy 问题 (6.5.1), 《6.5.2) 就 是 如 何 
M A let -AR UT.) 的 问题 。 大约 在 1948 年 左右 , 吉田 耕作 
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(K. Yosida) 和 E. Hile 互相 独立 地 解决 了 这 个 问题 。 可 用 耕作 
的 方 靶 是 用 一 桌 有 界线 性 算 子 A, B A, 对 Aa 则 作 e4 一 


^ 


DAA ik = TP, RAB T, — lin T^, E. Hille 则 用 


c0 


FAH T, 
T, = im ( Tc 4). 


我 们 看 到 ， 至 少 形 式 地 有 T,= 67^, (34 425 N Bf Xe BM m 
(6.5.1) 是 常 系 数 线性 微分 方程 组 时 ，(6.5.1)。《6.5.2) 2 H T E 
u(r) 一 ce ^x — Tx, Hille-Yosida 理论 当然 是 它 的 深刻 的 推广 , 它 
是 泛 范 分 析 中 重要 的 成 就 之 一 以 下 我 们 作 一 些 简单 的 介绍 ， 读 
者 欲 知 其 详 , 可 以 参看 吉 盏 耕作 [1],[2] 以 及 Hile 和 Phillip 1], 
半 烙 理论 对 发 展 方程 的 应 用 在 增 田 久 弥 (Masuda,，K.) [1 和 和田 边 
TR (Tanabe, H.) [1] 中 也 有 系统 的 叙述 。 近 年 来 , 半 群 理论 还 
成 功 地 应 用 于 非 线 性 问题 ， 例 如 可 UL Brezis [11，Barbu [1], È 
寺 功 (Miyadera, E.) [1], 
定义 6.5.1 设 在 Banach 空间 正中 有 一 族 线性 有 界 算 子 17 小 ， 
1€ [0, 4-00), 适合 
Tio7 一 了 + T=], (6.5.4) 
lim T, == T (E 中 的 强 收 化)， (6.5.5) 
则 称 (7,1 是 一 个 C, 半 群 (或 简称 半 群 )， 


定理 6.5.2 若 (T,) C E(E) (Banach 空间 E > E WERA 
性 算 子 集 ) 适 合 (6.5.4) 以 及 


l lim 7, =] AKA). (6.5.5') 
则 必 有 与 :无 关 的 常数 M , B, 使 得 
l7] s Me", (6.5.6) 


而 且 (6.5.5) 成 立 . 
证 。 先 证 必 有 常数 >> 0 使 得 sup IT, = M。< 十 co。 设 


若 不 然 ; 必 有 一 串 i 一 0 但 IT 9. BiR (9.5.4), 对 一 于 
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xcE, limT,x = y: Ak hH ERA supli Tat < co gf 58 
gp tj 


iS. HILE «c 0 以 及 相应 的 M.-— +o, 
IHE- (€10,00), 必 有 非 负 整数 n, 使 得 ze 委 : nd 
Lya, PEIE = acts ER Osa 从 而 由 (6.5.4》 
T,= (T,)* : T.. 
由 假设 , ITI M, e +o, ITI] « M, 二 oo。 但 因 To — 1, 
M dT —1, x M3. 因此 令 M, =e" g p20, d 
I T,]] s MAT S Me" m Mae, 
(6.5.5) W EREZA, ADAE 2220, S AL 0 Ep REDLYE 
0 «A «1 而 有 
IT, — Tal s MT, All Tx — zll. 
由 以 上 知 IT « Me" « too, Mfg (65.540, 4 A LO Rf 
lT ar — T,x| — 0, FIRE (Taar 一 Tiz -> 9. 


这 个 定理 告诉 我 们 一 切 C。 半 群 之 元 的 范 数 均 有 一 个 指数 增 C 


长 限制 、 若 对 T, 赋 以 另 一 种 范 数 
ITA = de TM, 


必 有 T's M ， 即 一 致 有 界 。 在 Cu 半 群 中 可 以 分 出 一 个 重要 
的 子 类 , 即 M = 1, 8 一 0 的 一 类 ,这 时 
IT «l1 (6.5.6) 

这 种 C, 半 群 称 为 压缩 半 群 

下 面 给 出 半 群 的 几 个 例子 . 

例 1. 王 一 C10, +0] 即 在 [0, +0) 上 一 致 连续 且 有 界 的 
实 信 连 续 了 小 空间 , 范 数 为 1al 一 sup uG). T, 为 平移 算 子 

Tu — n(x 二 让), l 

Ur.) 显然 适合 (6.5.4) 以 及 《6.5.5)。 很 容易 看 到 ITI 一 1， 所 以 
它 是 压缩 半 群 . 

$12. 来 自 热传导 方程 的 Cauchy 问题 ; 

Õu 1 u 


B 25^ s(0,2) = px), 


XH E =C- to] 热传导 方程 的 盐 本 解 是 
E(x,1) = (2x1) àexp( —x/[21), | t 25 0, 
EEEX Cauchy 问题 沟 解 是 
u(i, x) = [EC pC], (1290, 
它 可 以 看 成 是 定义 了 一 族 有 界线 性 算 子 
ult, x) = Tap, :> 0, 
IT) 满足 半 群 条 件 
Elx, +s) = EC Dn EQ). 5,520, 
这 当然 可 以 从 直接 计算 来 验证 ， 但 是 由 热传导 方程 Cauchy 问题 
解 的 唯一 性 更 易 得 出 。 《6.5.4) 好 上 述 解 对 * 一 致 地 满足 初始 条 
f. 
电极 值 原理 有 : 对 任意 固定 的 上 之 0 
sup Jale, DIS sup lewi. 
oe XN «Coo -edrat 
所 以 ITiS 1, 因此 热传导 方程 的 Cauchy 问题 的 解 是 由 一 个 压 
缩 半 群 来 定义 鸭 。 
2. 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 前 面 已 经 提 到 ,对 于 方程 


He. + Au = 0, u(0) — x, 
dt 


当 4 是 一 个 与 + 无 关 的 矩阵 时 ,其 解 为 
ult) = Tix = ce dx, 
IT} 一 te "4} 当然 定义 一 个 半 群 ， 这 时 明显 地 有 
lim r (T, — Dx = -— dx, 
仿 此 ,对 一 般 的 Co 半 群 CT. 1, 我 们 给 出 
定义 6.5.3 设 多 一 rEE， 强 极限 lim Ln De 8 
在 | ,在 m LELET H F: 


Bx im (Ta — Ds GRO, (6.5.7) 
JI B ob UT,) 的 无 穷 小 生成 元 ,cz 为 其 定义 域 
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以 下 我 们 常 写 B 一 一 4 而 研究 4 的 性 质 . 

关于 半 群 的 生成 元 有 以 下 的 基本 定理 : 

定理 6.5.4( 半 群 的 可 微 性 定理 ) ” 设 {7,} 蚌 一 个 0EM, 
Ti e Me*, —A 为 其 无 穷 小 生成 元 , 则 ZCE 是 稠密 的 ,4 
是 闭 算 子 , 币 朋 一 切 复数 +, 凡 适合 Rel > 8 者 都 在 一 ATO ROR AE 
中 ,并 有 

ICA tAn < MICRO — g)" Cn = 1,2, +). (6.5.8) 
{T} 对 于 + 是 强 可 微 的 , 且 当 cem 时 


SE Tx = lim (T, — To —T,Ax = —AT a, 70659) 
dż A0 À 


WE. KAERRA ASL EiT: 
首先 作 算 子 ( 即 是 Laplace 变换 ) 


J(Ax — 4 M eCMT,axdt, Re 7» 8, x € E, — (6.5.10) 
D 


CE E— E 的 有 界线 性 算 子 .事实 上 ,由 (6.5.5), eT, X 
是 强 连 续 的 , 且 le Tal SMe 人， 所 以 对 任意 的 NN > 
0, 极 限 


在 5 的 东 6 数 意义 下 存在 , 即 | e Tears ME imf Tea 
也 存在 .这 就 是 说 JO: 是 有 意义 的 ,而 有 
UO « RI Talde < o M ei, 
所 以 J(4):E 一 E RARREREBIDIT, SE- JOM 
(A1 + 4) ZEE 
n (A1 + 4)) e E, (6.5.11) 
事实 上 我 们 有 


aTa JOA Yx E T, p e “Txds = | eT, axdi 
了 
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LJ À 
- e% if — | | e" Tax di, 
0 n 


T, 可 以 移 到 积分 号 下 由 T, 之 连续 性 即 知 ， 因 此 
AC(T, — DAJA )e = A747 (e — 1)J(020x 
一 j?^e8g 和 rz 
在 五 的 范 数 下 求 极限 , 即 知 前 一 项 的 极限 是 /(Dx, 今 证 后 一 项 当 
h- 0 也 趋 于 0。 事 实 上 它 等 于 
Aet f e" (T,x — xs — e (1 — e "MARY'x = ht bh, 


I1) « e V omm — gà 
x e^ sap lT, — xl] — 0, E; —« 
OSIS 
SAM &— 0 时 的 极限 则 为 一 4-'4J(2)x， 所 以 有 
—1di74I() = I) — s. 
此 即 (6.5.11)。 它 告诉 我 们 JO): E>. 
其 次 证 明 对 任意 x*E5, 当 4 一 0 时 JA) 一 * FE PRE 
PRIPETA Z Ren ZU. 
EJO 的 表达 式 中 作 变 换 ur h | erde 一 x 有 


JO = ce 人 (7 了 ar — x)de t x, 
VO — «l « [el Tuas — Mae = | ehlae. 
对 每 个 固定 的 1, 当 4 — oo BE, fit 0, X 
e MC] & Tarh dm eel < OM emm ae enne, 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 即 有 D/CA)e 一 xl — 0。 证 毕 . 


(6.5.12) 
因为 T, EST, 4 4| 0, RET —Ti4x, AEF 
一 4Tx、 这 就 说 表 TEZ, MEAST GZR. 中间 一 项 则 
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BF £ T, CSF UR 上 经 连续 的 — Tux, dB Dini E 


gio E: Ps Tx EATE ; 1e 而 (6.5. 9) 得 证 ， 


最 后 证 明 关于 者 解 从 与 4 为 六 等 结论 ， 对 任意 x*& EE， 记 于 

ACA) Æ I+ 4) (Re 之 8). ZAR, k 
GL 4I) = z, 
所 以 HADE 是 一 个 全 射 ， 2 VC2) 又 是 M 4 ZE 
逆 。 事 实 上 ,用 ie “ 乘 (6.5.12) 双 方 再 积分 有 
ACCT, — DJ) = JAJ 2 一 站 x。 
4 à49, BIO 之 有 挤 性 上 式 右 方 强 收 葡 于 JAJA, EH 
WA JAED 而 强 收 敛 于 一 4J(4)x， 因 此 4 与 1%) HERR 
A 
D Dini ERIC) 是 定义 本 [zy 6] E REF PRADES RARA ASA 
LENO 在 《4, 好 RERIK E b) LOSBOUF STRIS A 


d a dt 
gO gr O 
证 ， 任 取 e€ Ces D 并 作 ， 
a) = [3 iG KO. 


由 于 已 设 EO) 在 (4,5) 上 如 连续 > 所 以 上 之 积分 有 演义 而 且 gO) 也 在 
Cas b) 十 强 意义 下 可 微 : 
E SN) me - KD. 


4 hr gG) — 105, N 


上 对 任意 5: 若 上 >c 离 和 充分 近 必 有 
JADIS 一 <). 
45 EX (6,5) 中 适合 下 式 的 + 之 上 确 界 ， 5x5. Ad E Sh, ERA, A 


< Ris HAGO ESQ! 一 <) -E 人 De = 0 对 充分 小 的 5> ON 


IG + 8) = [ACE + CESKE — e) + LENSE + 8 — e). 
i35 是 适合 上 式 的 + Z RAFE. 六 上 北 ， 对 一 切 (€f, OLX 
&(t— e). BB 之 征 意 性 有 à()50. ARE a, b) 中 hQ)e0. 

本 节 中 用 到 的 关于 召 中 取 秆 的 函数 之 连续 狂 、 租 分 与 积分 等 概念 均 可 见 吉 
BRE f C21. 


AGED. EK 
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17JO0 + A)r = (LR QD — x. x€Z. 
从 而 4 十 4: DE 是 单 全 射 ; 而 AD--A aaa). 

4I 十 工 同 有 有 界 道 ,当然 与 4 同时 为 闭 算 子 。 余 下 的 只 是 要 
汪 明 估计 式 (6.5.8)。 前 已 得 证 


QI A)! = eei Rea >8, (65123) 


反复 用 此 式 # 次 当 有 
OESIE IN 


eo 
—AG EBD 1 
人 1 STQtT xdnicdt, 


eo e i x 
= A HeH T T 
= f zi e itta Ti ttr tdt, * «dt, 


^ Sm medi | di, dtaa 
PEU 


JdadtO ol) 
一 c 1 Di 小 em Tuaxdt, 
由 (6.5.6) 即 有 
QJ Oo < cM i ee erg 
= M(Reà — AX” |li, 
从 而 (6.5.8) 得 证 ,而 定理 全 部 证 毕 . 
. 这 里 值得 注意 的 是 式 (6.5.10), 它 说 明 (41 7 407 BU Tx 的 
"Laplace H”. 
现在 对 前 面 两 个 例子 所 给 出 的 半 妊 来 计算 其 无 穷 小 生成 元 ， 
$11. 我 们 要 证 明 
D —(u«€E; u(x)€ C[0,co], w€ E), (65.14) 
(— Au) (rx) = u(x). 
事实 上 对 任意 * €EH 


JOu) = ns) = n 2e" u(1 + de 


一 Ae Pr dr 
因此 可 以 看 到 vi(s)€ C10, oo]. 1B 471J(4) Æ ata 之 逆 ， 
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A Th 


MERKIR 2060) €. 而且 因为 JTO) -= AE + A VK 
o JOOs(G) = eG) = 4G) — 1146) 7^ (AraC) 


所 以 生成 元 一 4 适合 〈 一 4)o = "0 


另 一 方面 , 若 给 出 e € do CBIRHCOS. 13)9g X27 5), Me,” € 

E, 而且 
A'CTa — Dals) = v (5) = A lols + 5) — ell — v C) 
= j! f [z'(s 4- 0) — v'(s}ldo, 
Ag ERRE LO, o0) 上 一 - 致 连续 有 
[A CT, — Iv) — ve gp. IG e o) — (GE 9, 

因此 一 4v = T. C). 

8/2. 5 一 CI 一 co, co], T, 是 以 E(' ,为 核 的 卷 积 算 子 ， 

E(x, 1) = (2r) iesp (—3*/ 2), 

和 前 面 一 样 , 先 作 Ja), 因为 


T,u(s) 一 f. Els — v, 1)u(o)do, 
故 


IO«G) 一 | «Coo [97 Ae 6 


现在 计算 { J), 注意 到 
EN TO 


2 
= e e Ung dg + e’ .5 PE it 
= nr (Dao EI ery dr (r --) B 
= e’ i (UR do | 
于 是 有 
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L] 


Cie poema, (od 


2w 
m 2 MA à "23 Ph 
M ds 2 


-— Ji euh 


Bibi JG)«(2 = ne) A nuo0c2,Bgz d Es uk 
FEXUR. dH 


vls) = JCADu 
= e NE vAu gg 


= er p^ e YR Iso + f evo aC da | 


nls) = RE Ju r e veroazfa)dar © 
< f e You oda | 


v) E |-2146) — ET us) 
+21 E O 


= —2à«s)- 21v). 
从 而 
—AJKA)«(:) = Sin ) 一 cn — DuC) 
l4 s) = z L JC), 
因此 , Er #4 的 定义 域 多 中 ， WAT ol), oC), 2 (2) € 
C[—0, +œ] ME. Ael) = — > v" (s). 
反之 ,车 ww，p E C[—99,-:00], Tw Rabia gie La 
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PE siad 


w HETA mm" 


" 以 (5) 为 初 信 的 Cauchy 问题 之 解 ,从 而 
g 


E Ni e)6) = PIT T,u(s) 
一 ES S A "Gon, z 
2 es Nee 
= Two). 
因此 
aT — D») = 4^ » e T,»(s)dt 
= 2p ji [Tw (5) — v” Cs) jds 
i 
AA v LOR 
m alom 


| 


MELERI v € c2 ,而 且 一 4 一 二 人 。 总 之 有 


aTa — Do) 一 Leo) < EE sup lZ” — e” — 0, 
20«:«&5 


= {u EE, u,u'cE)] H —4v— lv. 

FEZIER Hile- 吉 田 耕 作 定 理 是 半 群 理论 的 疲 心 。 它 是 
定理 6.5.4 736, 鉴于 它 的 重要 性 , 我 们 分 别 给 出 E. Hile iz 
田 耕 作 的 两 个 证 明 . 

定理 6.5.5 〈IHille- 吉 田 耕 作 ) 设 闭 线性 算 子 4 之 定义 域 Z 
EERE, YPE Rel 之 8 XOT ACRES. 且 有 以 下 的 估 
计 成 立 : 对 一 切 非 负 整数 

(AZ 十 A s M(Rea — B)", Rei 8, (6.5.15) 

则 一 4 必 为 某 个 C ER (T, OSa 00) 之 无 穷 小 生成 元 且 
IT] Me", 

uüE—Ci PHE). RAP ARBUL TRIB, SIL AHED E HI 
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Ee - mage -om 


有 界 算 子 去 洒 近 4。 因 此 我 们 先 没 4 为 有 界 算 子 ， 这 时 ，* 一 
SOD" ouo 按 范 数 收 伍 ， 而 确实 定义 .个 半 群 (这 -点 读者 
自己 容易 验证 ), ME Mnt m aet m eA, fm A 
确实 是 它 的 无 穷 小 生成 元 ， ; 

对 一 般 的 4, &» p, 则 (! + La) 一 /存在 而 且 是 有 
RAF. WE 4 一 41,。 则 有 


A, m n (1+ E A) npo sa - 12. 


但 


Mall = aCal + 470 x zs 


usa dE qeu dE 
[e^] = {T} = onte), 
因为 E d- AES MCa — 8275, 所 以 ISI = Natar 十 
AY « MO — 8/2)7*, RRETA ITO 如 下 : 
a) -a ND -— m; oM 
ITP = e 3g OU «Mex LC, 
x Me "e mha-B) M ePi P (6.5.16) 
现在 证 明 当 n — oo 时 ,Tf” 在 任 一 有 界 区 间 re [0, T] 上 上 对 
: 一 致 地 强 收 伍 。 由 此 可 得 有 界线 性 筑 子 T, MARA D W 到 
(7, 也 是 一 个 半 群 并 以 一 4 为 其 无 穷 小 生成 元 。 A FREH 
xA. 
EO Tf" 以 一 4。 为 无 穷 小 生成 元 , 政 
-L T® = ATP = TPA, 
dt 


Li 
TP — rim = | -Z (TRT) 


" f T Am — A,)TPMs, (6.5.17) 
这 里 的 微分 与 积分 都 是 在 五 中 按 强 意义 理解 的 ， 故 对 任意 xy《 五 
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有 
ITP — To « TSA 一 a yTimelas, 
另 一 方面 ,着 * 在 心 的 定义 域内 必 有 
lA. 一 43x = |a (1 $ L ay yd ( ds 二 4) «| 
-e-Óik-i90-ay- 
«(ie Do te £s 
(6.5.18) 
UH 4,4, 与 TI", TP 的 可 换 性 (这 是 容易 验证 的 ) 即 有 
re 
ITEP INA ha 


«c (i 于 i lett. (6.5.19) 
这 里 我 们 用 到 了 (6.5.16),(6.5.17) 与 (6.5.18). | 
这 个 式 子 告诉 我 们 ,对 x € a^ 之 定义 域 ,Tix 在 :E10,T] 上 
一 致 收 化 但 对 x e EXW? 这 时 注意 到 当 € 《4 之 定义 
LAO PERITI oo 时 有 
1 ^ / 1 
lz 一 xl 一 人 + 二 4 | 一 (+ 二] 
< llo + 427 4xll 
x (n — B)lAxll — 0. 
然而 前 已 证 明 UL 和 Me(e — 827 « Mi (与 np 无关)， 从 而 对 
任意 x € EE 也 有 yx 一 zl 一 0， 亦 即 J 强 收 僵 于 1， 于 是 易 证 
Je 也 强 收 化 于 IT( 这 时 要 用 到 上 j,i 对? 一致 有 界 )。 然而 Jir 一 
"(nl 十 4)” 显 然 在 A^ 的 定义 域 中 ,从 而 a 的 定义 域 也 在 五 中 
稠密 。(6.5.16) 告 诉 我 们 , 当 t€ (0, T] 时 79 小 对 = 和 * 是 一 致 
有 界 的 , 所 以 易 证 , 对 一 切 * € 而 不 内 是 对 4 定义 域 中 的 x 有 
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IT e — T™x] 0 (对 1€ [0, T] 一 致 )， (6.5.20) 
这 样 即 可 定义 山 Tux dim Tf?x, 
{7,} 确 是 半 群 ， 因为 由 rn] 对 tan 一 致 有 界 VI 


ToT, = lim ToT: = lim Tr = Tur, 
>Q 


n= n" 


d (6.5.20), HER — H x € E 


lim T,x = x, 
IET 


AIE UT,] 是 C。 半 群 , 而 且 


ET, = lim TP] < im Meela 
= Me"\zl. 
最 后 证 于 CT, 的 无 穷 小 生成 元 为 —4. 对 x*€ 多 ,由于 
t ein == 一 er 一 一 Er 


看 
AC (T — Dea | 4 Td: 
0 dt 


一 —R! NE — Ax)dt — Ax 
Íf£:€(0,TI1 ETIO xf e—a E T,, TPA = TPA 一 
SU ETT 74xr* 所 以 由 上 式 令 关 一 oo 有 
AC(T, — Dk = ph! | raz — Áx)dt — Ax, 


但 在 zy0 时 [T4 —4xl— 0, BELLE Ago NL A7 (T,— 
Ijs 一 一 4x. 所 以 一 4 就 是 {T,} 的 寺 穷 小 生成 元 , 证 毕 . 
证 二 《E. Hitle》， 这 个 证 下 的 思想 是 ，Tz 是 微分 方程 


4 Tx = —AÀATy,x 
: dt 
之 解 。 用 差分 代替 微 分 则 有 Tux 之 近似 值 T: 适合 
AIT Gios = Tip] = 一 4 Tux (^ m 2. 
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Am Tar = O +AA TES, DUE TPs TD 一 ( m 


L4) *。 因 此 我 们 设想 可 以 用 (1 + La) ^ = orf" 来 求 极限 


而 得 到 所 求 的 半 群 LT). 
我 们 首先 还 是 来 研究 17TP}. 令 0i < n/8， 首 先 有 


(t 十 4) | <M (i = LlÍg Gd dca. 
所 以 一 方面 


t LEE 


~-i 
之 | pa) Ł Aal 
n / n 


«X (1— y gast, 
从 而 + 40 时 (1 十 二 4) suspi. 另 一 方面 有 TPI” 
和 re [0, 7) 之 任 一 紧 于 舍 一 致 有 有 办， 
其 次 ,te[0, S) rez ame (rea) 
DESSCLDEESTDNORITPRLDDCLIEET 
强 连 续 的 ): 


. y- 8-1 / =] 
ud = =a (T+A) =—A(1 +a) T”, 


今 证 = ->oo 时 TAk HARER e 在 4? 的 定义 域 中 ， 
这 时 有 


To 一 Ted 
但 由 前 证 的 TO 关于 * 强 可 微 以 及 TIU 与 4 可 交换 可 以 得 到 


2. (TOIT Jx = T í 4 ( I + 
ds TEN m 


EA (1 + 二 4) ) TP 
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MD TS As to Memes 


从 而 有 , 当 m, n—> ce 时 ,对 +€[0, TJ 一 致 地 有 


` £ ca -m-t 
irs — T + 一 
. £20 52 Dm 


m 


-r-l 
. (1 一 ie) M l4xllds — 0, 
n 


对 任意 的 x 五 ， 则 由 前 (吉田 耕作 的 证 明 ) 已 得 知 的 A7 PE SCR 
TE E THE ITMI Em 和 ie [0, T] 一致 有 界 ， 即 有 对 (€ 
[0, T] 一 致 地 在 强 意 义 下 

lim Tí?x = Tx, x € E, 


n% 


OSET) 是 一 个 C 半 群 . :10 时 Tur x 可 由 前 述 一 至 
收敛 性 得 到 ， ToT, "Uu T, 的 证 明 比 较 复 杂 , 因 为 {T} 对 固定 
的 = 并非 半 群 ， 这 时 仍 先 设 * 在 4? 的 定义 域 中 ， 巾 于 


-1 
-2 ToT Pa 一 7 各 | 4 4A(1 + a) 
dr ! a 
crt) | ze 
2i 
EE = 
n 
AN —a-E $ 
. Ü 4+ zira) P 
n 


双方 对 + ELO 到 * 积分 即 有 


二 —a-i 
Tg — TOTP = LẸ ares o (re mta) 
PS. n jo n : . 


了 十 


-2-1 
A {1 Ao EE a) Adr, 
4 "n 


因此 ，、 当 ”一 co Bj, Tix — TP Tix 0. 然而 左 方 又 应 以 
Trer — T, Tix 为 极限 ,所 以 了 了， a Tx. 对 一 般 的 x€E, 
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在 吉田 耕作 的 证 明 中 已 经 指出 4 的 定义 域 在 下 中 稠密 ， 再 由 
ITP 之 一 臻 有 界 性 即 知 
T, Laos T,oT,, 
lim7,— ; Hi TP? 3t «e [0, 7] 一 致 地 强 收 伍 于 T, 容易 证 
B. O l 
IT] = Him Tfl 


«Mlm(1— £8) =M”, 
new A 5n 


£ 


最 后 应 该 亚 明 一 4 是 {7T,} 的 无 穷 小 生成 元 ， 仍 利用 Ti" E 
合 微分 方程 
d 


=i 
g e -rP (1 + ta) Azs xE Ð, 


双方 对 :+ 自 0 8| 4 oR UO: 
TẸ x — x = — » Ti" t 十 La) Axdt, 
4 n-co RA 
Tax 一 2 二 一 f T, ,Axdt, 
以 下 的 证 明 与 证 一 完全 相同 。 证 毕 . 
以 上 我 们 围 两 个 方法 作出 了 以 一 4 为 无 穷人 小 生成 元 的 半 群 ， 
那么 这 两 个 半 群 是 否 相 同 ? 事实 上， 一 4 只 能 是 一 个 半 群 的 无 穷 
小 生成 元 。 因为 车 有 两 个 半 群 {T,} 与 {54} 均 以 一 4 为 无 穷 小 生 


成 元 ， 则 在 Rex 8 时 ,由 定 湿 6.5.4 中 的 式 (6.5.12): (MRX 
A (Alc 4)" 是 T, 的 Laplace 变换 ) 有 


F eUT adt (M + A)r = s e^" Sud, 
ER je E* 得 
| N eul], TM 一 人 cjSicydz， 
WR GST) = Cfa Si) JRR Vix 一 Sx。， 这 个 半 群 一 方面 是 ent 
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之 极限 , 另 一 方面 又 是 (1 + La) ”的 设 限 ， 我 们 自然 地 把 它 记 
作 e FRAR 
系 6.5.6 ( 半 群 的 表现 定理 ) 


一 办 -1 
£5 一 lim (+ 二 4 = limer, A, A (1 a) : 
E n 75 


new nD 


3. 时 齐 发 展 方 程 ， 左 证 明 半 群 的 可 微 狂 定理 时 ， 我 们 已 经 看 
到 
E Ta = —AT,x, Ta er, 
这 里 4 作为 Ta) 的 无 穷 小 生成 元 自然 与 :无关 。 TPE Teg} 
Cauchy 853] Roi 
du ; 
RE + Adu = 89, (0) =x 
的 解 。 这 里 的 发 展 方程 因为 4 与 :无关 而 称 汶 时 六 发 展 方程 
(time-homogeneous evoluon eguation), 我 们 现在 想 把 著名 的 
Duhamel 原 蛙 推广 到 这 里 从 而 考虑 非 齐 次 和 的 Cauchy 问题 
SÉ L PO eb ee (6.5.21) 
dt 
对 此 我 们 假设 4 适合 定理 6.5.5 书 的 条 件 ,x< ep, fe CIO, 
1]s E), 我 们 所 求 的 解 是 指 «€ C10, T], E) B. «(0e e 
[0, TT) 而 且 适 仿 (6.5.21). 我 们 的 基本 定理 是 
定理 6.5.7. fp EXER UE P ,(6.5.21) 8 vE— fc 


seque f T,- Kods. (6.5.22) 


证 ， 先 汪 (6.5.20) 所 给 出 的 «CO 适合 对 解 所 加 的 要 求 。 E 
换 oG) = etul) 则 对 。 有 

dU (4 4 yo = e^ iG), 0(0) — x. 
dt 
Xij, IEIS Me E IT Mee, S222 
0 ZEA RIRS UKIDA A FEAT T，, 适合 


a 110 = 


d "T 
S T,- = T, 
di i-s 9 


代 人 (5.5.20) 并 用 分 部 积分 法 有 
ult) = T; + | A TA 7! fCMde 


— Tix A7 KG) — TAO — f T, , A7 f (ds, 
因此 ， 骨 半 群 的 可 微 性 定理 知 we CK[0, T], E) BXI—U 1€ 
[0,7], «Oc 8B， 直接 计算 有 

m = —AT,x + AFG) — TIARO) 


E AFCE) + f T, Af (s 
< 一 —AT,x 十 了 其 07 十 | T f (5)ds 
= —A[T,x + AH) — T, A7 f(0) 
Z r T, 47 fG)ds] + f) 
== 一 /AK 十 ON 
u(0) = x, 
EPERE ERER. WE uw) 是 Cauchy 问题 的 解 ， 则 


7A T, (5) = T, (s) + T, dus) 
s 


= T, (s). 

双方 对 < 自 04 到 :积分 即 得 式 (6.5.20)。 证 毕 . 

这 个 定理 的 假设 可 以 放松 到 假设 f€ CC[0, T], E), 

4. 对 称 双 曲 组 的 Cauchy 问题 .现在 我 们 要 把 上 述 的 框架 应 
用 到 具体 问题 上 。 鉴于 半 群 理论 的 应 用 是 多 方面 的 ( 详 见 本 节 开 
始 时 所 引 的 文献 ), 下面 的 应 用 只 是 举例 性 质 。 第 一 个 例子 是 对 称 
双 曲 方程 组 
E = La + f(x.) Ži aj(x) P + b(x)u -t f(x ,1) (6.5.23) 


. 411- 


oe MÀ 87 2o senes e N — 


的 Cauchy pri) ë 
u(U, x) — nx), 
这 里 ale) 与 5(x) JEN X NOE uai (3) OX TE. 8K《R")( 连 同 其 
一 阶 导数 均 社 R p xEfE BOR CRBUIRRZ:I),a;(x)79 Hermite 
方 阵 ,b《x) 之 元 在 BYAR") 中 ,对 1 与 作 与 定理 6.5.7 相同 的 假 
WE, amm, rr 一 [LACR")]N。 (6.523) 右 方 的 导数 
按 广义 通 数 意 义理 解 . 现在 我 们 来 定义 算 子 4: 
D = uc E, Luc E}, du = —Lu, 

如 果 我 们 选 了 为 LH'(R^))Y CE Æ Hilbert. 空间 ,当然 也 是 Banach 
BEM Ut] Y C47 fn ELTE D2 中 称 密 对 于 wwEY,4 为 实数 ,车 我 


MEX Cu, v) = | X) hide? 一 (sw)， 则 明显 地 有 


ICA + AD = dull + 24ReG42,u) -+ Vul, (6.5.24) 
而 县 用 分 部 积分 法 有 


(An, #) 一 | (È: dj o «) dx + (bu, u) 


dmm iom | c > rm Cao)】 dx + (Pu, u) 


= —(u, 4u)-— c 之 
+ (bu, u) + (u, bu), 
故 


2Rel Au, u) 一 一 (». > Su “】 十 2Re(5u wu), 
i 


j=1 OX 


(&AC6.5.24 )BIA ZEE JE AY TE CC > 0 存在 使 
[CA + AD? ze (a? — Cia Dill". 
于 是 有 适当 的 正 数 8 FEH |a| RAK E" 
ICA + aD z CI2U ~ dull, weY. — (6525) 
但 是 实际 上 ,上 式 对 we m 者 成 立 ， 因 为 这 时 车 用 磨 光 算 子 J。 作 
用 到 ww 上 ,有 站 关 xzEY， 而 且 ES ; 
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(4 T Aljažu == Jo RC Hilja t (Aou — Ja Au), c 
{B 4 e —> ohf AJ,*u — J; du —0, J.A M AI), — (4 + 
147)u. 故 知 (6.5.25) 对 « € D 都 成 立 . 为 了 证 明 | 充分 大 的 实数 
A BÆ A GU YRRE ME IH. 除 (6.5.25) 外 还 需 证 明 4 AI 的 值 域 
R(A 十 27) 一 三。 事实 上 ,因为 由 (6.5.25)。4 十 41 HARM, 
R(A +11) 是 二 的 亲子 空间 。 若 v € [RCA 十 ?1)]+， 则 对 一 切 
«€ DEE ue cR 应 有 

《( 和 十 17)xy v) = (u,(A' + AID)v) — 0, 
这 里 4' REAIDUEGXOESEIRCT, DNE CAT -+ ae 一 0 而 4v 一 
一 A EE, AM v € DCA). 但 是 对 4' 可 以 证 明 与 (6.5.25) 相亲 
的 不 等 式 
ICA" ayel S> Gal — 81e. 

于 是 ”一 0, 因而 知道 R(4 + 41) — 已。 这 样 证 明了 绝对 值 充 分 
大 的 实数 1 全 在 一 4 之 注解 集中 ， 

Hile- 声 外 耕作 定 埋 的 条 件 要 求 半 个 复 平 面 Rex > 8 中 的 一 
切 4 者 在 一 4 之 除 解 集中 ， 但 是 从 证 明 过 程 中 看 到 。 只 要 1 > 及 
的 实数 1 在 一 4 的 物 解 集中 ,此 定理 即 已 成 立 。 因 此 ,对 称 双 曲 算 
子 一 4 是 茶 个 半 群 {7T,} 的 无 穷 小 生成 元 ,而 

u = Tau, + | Tf{s) ads, 


BD Cauchy 问题 (6.5.19) 汐 唯一 和 解 , 

5. 抛物 型 方程 的 混合 问题 。 许 多 边 什 间 题 也 可 以 放 在 半 群 的 
框架 中 来 考查 .。 下 面 我 们 以 抛物 型 方程 多 Dirichlet 型 混合 问题 
XB 

On — Ola, Du = fitar), F ROXO — (6526) 
u(0, x) = ux), (6.5.27) 
u(x, 1) € CQ), (6.5.28) 
这 里 Q.D.) — Di AOD SE — 4 — SLUSORSIBLARCT- RII 


iaj g2 


一 Re M) «GOE cls e > 0, (5,5) ER X R', 
la js m 
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当 m = 1 时 ,方程 (6.5.28) 蚌 热传导 方程 的 推广 , 

为 了 把 它 放 在 半 群 框架 中 ， 我 们 取 E = L0) MAFAZ 
定义 域 为 多 = H"(0)0Hs(9). c 自然 在 LOO Es, DNI 
% COCALO) ii Cil) E L'(0) digi. (6.5.26) 
中 的 微 商 按 广义 函数 意义 理解 时 , 令 4 = — 0(x. D.), 则 4 显然 
是 闭 算 子 。 于 是 为 了 利用 定理 6.5.7 只 需 讨论 一 A RRR. 

Ej Girding 不 等 式 有 

Re(Au, u) + Alu, u) Coluls, Co>0, A20 A, u€ Z. 
(6.5.29) 
因此 当 4 实时 ,X41 4:0] — E RAWEA 

ILI + Aul? = LAs + 24ReC An,#) + llel)? 

zx — 213) lull? (£eC6.529) mi 1 一 1)， 
现在 的 问题 也 是 证 明 LI 十 4 的 值 域 即 是 EE。 证 明 的 方法 与 上 面 
处 理 对 称 双 曲 方 程 组 是 一 样 的 。 从 而 有 17 十 4:D 一 上 是 单 全 
Ji, H. 

Iar D> x a — 87, 
ICA d AT S A p) kI, 2, 
直接 利用 定理 6.5.7 RA, E XR GI] EUR EEEE. 

以 上 我 们 限于 将 半 稚 方 靶 应 用 到 竺 齐 的 发 展 方程 的 一 些 比较 
箭 单 的 情况 .对 于 更 复杂 的 情况 以 及 非 时 齐 的 发 展 方程 ， 可 以 参 
淖 前 面 提 到 的 文献 . 
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BET MAZAR 
S1 AAB L 理论 


L 概述 ， 椭 加 型 方程 的 边 值 问 题 ， 其 中 最 引 人 注 目的 模型 是 
Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 ， 已 有 有 很 长 的 历史 ， 早 在 十 八 世 纪 
关于 引力 位 势 的 研究 中 ，Lapiace 方程 (也 叫 位 势 方程 ) 已 露头 H, 
其 后 又 在 电磁 学 的 研究 中 大 显 身手 。 由 于 它 一 直 处 在 数学 物理 
《在 当时 ) 的 中 心 位 置 上 ， 因 而 在 它 的 历史 中 可 以 找到 许多 科学 巨 
人 的 名 字 : ”例如 Laplace, Poisson, Gauss, Riemann, Green, Diri- 
chlet 等 等 。 我 们 提出 Green， 站 因为 他 的 工作 可 以 说 是 代表 了 数 
学 物理 的 剑桥 学 派 , 我 们 只 要 提 一 下 Thomson, Rayleigh 有 | Max- 
well 的 名 字 就 可 以 知道 这 个 学 派对 科学 的 贡献 。 在 数学 历史 上 ， 
从 Gauss 以 荣 Riemann 的 贡献 影响 了 一 个 桂 代 的 数学 和 物理 的 
AE. Riemann 的 工作 ,思想 深究 ， 方 法 新 其 ,并 与 物理 学 有 最 紧 
密 的 联系 ,他 由 Laplace 方程 出 发 来 建立 整个 复 变 范 数 论 * 他 关于 
Laplace 方程 的 研究 与 微分 几何 和 拓扑 学 的 关系 ,这 一 切 表 明 他 是 
真正 伟大 的 一 代 宗 师 ，、 而 椭圆 型 方程 无 疑 是 他 的 科学 贡献 和 的 核心 
之 一 . 

Riemann 关于 Dirichlet 原理 的 变 分 法 思想 。 以 及 它 所 引起 的 
一 场 大 争论 和 它 对 整个 数学 发 展 的 影响 ,以 至 Hilbert 各 出 的 23 
个 数学 问题 ,在 第 三 章 开始 都 已 述 及 . 

Hilbert 以 后 数学 的 发 展 证 实 了 他 的 著名 数学 问题 所 表现 出 
的 惊人 的 洞察 力 和 隆 见 。C、Febarureia (S. Bernstein) 在 1910 年 
前 后 几 年 中 得 到 了 二 阶 拟 线性 解析 棋 贺 型 方程 驯 的 存在 证 明 。 他 
的 工作 的 核心 思想 是 : 由 对 预先 假定 存在 的 解 的 种 种 估计 见 可 得 
到 艇 的 存在 性 。 这 种 估计 就 称 为 多 将 估计 Ca priori estimates), W 
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据 先 验 估 计 ， 就 可 以 利用 导 沦 方法 -一 -扩展 的 方 污 来 处 理 各 种 边 
值 问 题 。 这 个 方法 在 三 十 年 代 波 兰 数 学 家 Schauder 的 工作 中 得 
到 了 很 大 的 发 展 ,特别 是 Laay 和 schauder 的 经 典 工作 [1] 至 今 
仍 是 非 线 性 分 析 的 基本 著作 之 一 ， 先 验 估 计 方 法 的 发 展 对 于 线性 
栖 圆 型 方程 以 及 对 非 线性 椭圆 型 和 姑 物 型 方程 ， 有 善 特别 重 耿 的 
意义 ,由 于 这 些 工作 本 身 就 是 以 构成 卷 炭 沙 繁 的 专著 的 主题 ,我 们 
这 里 不 能 述 及 ,我们 只 提出 著名 的 论文 4gmon, Douglis 和 Nirenbng 
[1] 和 一 本 专著 Jlanepokenckas 和 ypambuega [1]. 一 本 好 的 介绍 
J&GilbargR] Trudinger [1], 其 中 有 详细 的 文献 索引 。 
^ Hiübert 关于 Dirichtet 原理 的 证 朋 还 开创 了 研究 椭圆 型 方程 
的 另 一 条 途径 。 他 所 提出 的 变 分 学 的 直接 方法 ， 使 得 可 以 应 用 
Hilbert 空间 这 个 强 有 力 的 工具 。 (这 种 方法 的 比较 简易 的 形态 中 
常常 要 用 到 Riesz 表现 定理 ， 而 它 的 证 明 仍 是 基于 一 个 变 分 问题 
的 ,所 以 我 们 也 可 以 认为 Hilbert 空间 的 方法 记 是 一 种 变 分 方法 .) 
在 与 Hilbert 证 明 Dirichlet 原理 大 体 同 时 ,又 出 现 了 瑞典 数学 家 
I. Fredholm 遂 过 位 势 化 各 种 边 值 间 题 为 积分 方程 的 工作 。 这 个 
工作 立即 引起 了 Hilbert 的 注意 ， 而 后 来 发 展 为 积分 方程 理论 以 
至 关于 紧 算 子 的 Riesz-Schauder 理论 ， 成 为 用 泛 国 分 析 研 究 李 留 
型 方程 的 另 一 个 支柱 。 Hilbert. 空间 方法 的 代表 作家 可 以 举 出 组 
约 学 派 它 是 Gittingen 学 派 的 真正 悉 承 者 ,还 有 例如 Browder, 
Schechter, Bunk (Visk) $A. 在 吉田 耕作 [1 中 可 以 找到 很 好 
的 初步 介绍 ,还 可 以 参看 Peetre [3] 和 Agmon [21, 其 中 有 详尽 
的 文献 索引 。 这 一 节 所 讲 的 1? 理论 正 是 这 个 方法 钓 初步 。 关于 
拟 繁 分 算 子 理论 出 现 以 后 的 发 展 则 将 在 下 面 各 节 再 谈 。 
2. 关于 椭圆 性 .我 们 现在 讨论 QCR" mae OK 
系数 蚀 设 为 复 值 C~(8) 函数 ): 
P(x,D,) = Mi «G)D" = f(x) C14) 


IAEA 


的 边 值 问题 .以 下 便 设 8 是 一 个 有 界 C” 类 区 域 ， 其 边界 69 是 
一 个 Cc” 起 是 面 而 且 20 恒 位 68 之-… 侧 。 ERREKIA 
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sod 


称 为 正则 六 集 。 所 谓 了 在 一 点 xtE ORRERI B POS) 之 主 
部 Pac, £) = > ac(x) E^ 适合 不 等 式 


laļ=m 


T | 
D) aE mec)", EER, el) 2 0, 
la'm 1 


如 果 有 一 个 与 < XOUNDDHC < > 0 OR eE DU 
| 3j «cor! > etii, tem, (71.2) 


有 时 就 说 了 在 己 中 是 一 致 攀 园 型 的 ， 以 下 苦 无 特殊 声明 ， 椭 圆 性 
fifi — $5 6 PL. 

除 Laplace 算 子 一 A 外 , 精 贺 算 子 的 一 个 重要 例子 是 Cauchy- 
Riemann WF (RR C-RÉELT) 


8... 1 rg "S . 
am (8, + :0,) 5 (D, + iD,), 
但 是 对 它 大 能 提出 Dirichlet 问题 
- — 0, sja 7 f. 


因为 方程 的 解 # 一 pCz) 必 为 z 的 全 纯 函 数 ， 从 而 不 能 任意 指定 
其 在 整个 00 上 的 边 值 . C-R 算 子 是 奇数 阶 的 ， 这 是 比较 少见 
的 ,因为 我 们 有 

定理 7.1.1 AF P(x, D.) (COL1)) E xe Q RE Bh RUM 
的 , 则 当 o ze 2 而 eG) ARERR m 29 3 时 ,其 阶 数 m 必 为 偶 
数 。 

iE. 条件 (7.1.2) 表明 S 上 的 连续 函数 》) a)i 不 为 


0. 着 we(m) 取 实 值 , 则 J) aC) REES EES 时 
la| mm 
一 亦 然 ; 而 Dy a Gu) EY — CO" D, as GE. 所 以 除非 


. a|-m 
m= 2k, X iE de E EROS S" 是 连通 的 . 

dE nISBSUH BEEE. A $.0) m CET, P ux, 
E) = 0, 5 E — G', Èa) ifü £657 Ir CRT E, ER AOI UR 
m^ Ea = (8) G= 1,2, , m) 中 虚 部 为 正 ( 负 ) 者 个 数 
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为 N,CN , R) No No m, WH NL MSIE Ses? 的 局 部 
常 值 函 数 。 但 5s" 现在 是 连通 的 ， 所 以 Nt 和 N- 在 3 上 都 是 
常数 。 我 们 明显 地 可 以 看 到 N-(E ) =N) BUE Ne = N., 
ABRA mw 一 Ni 十 N_ 一 2 | 
然而 即 令 偶 数 阶 稍 名 型 算 子 的 Dirichlet [n hia ze d SUP s. 
Buuamse (A. V. Bitsadze) [1] 
ð; 一 A (8i + 28,3, — 02) 


是 一 个 例子 。 它 的 主 部 是 一 LG — ED -- 2i E] ,所 以 当天 


0 REREOSO, SEP ERME Polri) — 0 A E m dE. IBS, 所 以 
虚 部 恒 同 号 ,KI N; 一 2 或 N= 0, Olu 一 0 的 “ 通 解 "是 x 一 
f(x) HR), f, 8 都 是 :的 全 纯 水 效 ， 令 8 一 一 zf, 得 4 一 
《1 — [«[0/GD. 恒 满足 齐 次 Dirichlet RF |z| 一 1 上 ， 所 以 
Oiu = 0, ul zn = 0, 

有 无 穷 多 个 线性 无 关 解 。 从 指标 的 角度 来 看 ,这 是 很 特殊 的 ， 

因此 我 们 有 必要 从 一 般 的 柄 区 型 算 子 中 划分 出 我 们 能 比较 顺 
利 处 理 的 一 些 子 类 。 有 了 两 个 子 类 是 特别 重要 的 ， 

定义 7.1.2 ” 若 对 精 圆 算 子 (7.1.1) 可 以 找到 rG)ec( 使 
IO 一 1， 以 及 常数 ec 0, 使 对 一 切 &e Rr 有 

Re [r $7 e GE | 2 elsi”, (7.1.3) 


latum 

则 称 (7.14.1) 在 2 pE EME. 
HIE CRT UR 8, FUR Stc f CCP EE BORED LR 
为 可 以 取 rC) 一 sgn ( S) a. GP) 一 +1， 同 时 强 粮 茹 算 子 必 


1a'=m 


为 偶数 阶 的 ,因为 当 m 为 再 数 时 ,一 8 与 中 只 有 一 个 适合 (7.1.3)。 
C-R 算 子 当然 不 是 强 业 加 的 ，Banamse 算 子 当然 也 不 是 ,因为 


Re (— I Geor GL — ED + 2:881) 


D ip£cA D WEGXWUETOS-NORMIBUET. (BUCH APh ELHRA 
Hl S RAER H A A TRR -CGO T 
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FEFE KE. 
因为 Pu 一 了 等 价 于 YPw = rf AARE (7.1.3). 可 以 改 为 
Re 55 aG) > e|£l". (7.1.37) 


| a| my 


另 一 个 重要 的 子 类 是 
定义 7.1.3 车 对 椭圆 算 子 (7.1.1),， x 《6 以 及 任意 的 线性 无 
AE E, aE R, Tt 的 方程 
Palt, E H rn)=0 (7.1.4) 
REORE ERG ROCHE EOBU SUBE TE, 则 称 了 在 6 中 是 适当 祷 贺 的 
(properly elliptic). 
EEOE XLTBETE RO ADEL ERARA T- ARARA. 
现在 证 明 
定理 7.1.4 ” 强 林 加 算 子 都 是 适当 业 吏 算 子 
证 ， 固 定 re OHI P(5)—r GO Pr, E) CI) + ipi 5), 
BEP) RE EBISCESEC A GA ,十 是 式 (7.1.3) RA pE) 2 0 
(550), 但 pÈ) = (C— D" 5GD, d m = 2k, 
H (7.1.3) 还 可 推 知 PCE 十 rn) — 0 没有 实 根 EAn RE. 
X 7.1.3 中 的 两 个 线性 无 关 向 量 ), 因为 p 是 实 系 数 多 项 式 ， 所 以 
CXT TRA k= m2 RAER, k= m/2 REME 
部 。 但 我 们 需要 考虑 的 是 方程 
PCE + rn) — BE + ra) + ip + Ty) — 0, 
为 此 ,引进 实 参数 1 而 考虑 一 族 方程 
QC, T) = £f + rn) + PLE + rn) 0. (7.1.5) 
r” 的 系数 是 AE) 十 GAROD.RUTE —) à 它 有 正 的 下 界 ; 
[PCE) 十 BG] 2 ACE) el^, 
所 以 (7.1.5) 关 于 7 的 根 是 1 的 连续 函数 ,从 而 具有 正 《 负 ) 虚 部 的 
根 的 个 数 NG) Na) 均 为 常数 即 与 4 无关 ， 因 此 
N,C1) = Ni(0) = k = mf2, 
而 定理 得 证 ， 
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但 是 确 有 不 是 强 顶 贺 算 子 的 适当 类 加 算 子 ,例如 
P(r, D) = Di + Di — Di + iDi+ Di)Di, 
它 的 象征 (也 就 是 其 主 部 ) 是 
PCr, E) = Eb E — Ed b IRL EDT 

PARE HBS , (B. J DUER E Je x 2 RUD B3, D] 25 ToranaH- 
CKHH (Lopatinsky, Y. B.) 4E[1TIBELUEBH T 38 22> 3 P, — Jl 
圆 算 子 都 是 运 当 禄 图 的 : 

XR. 当 x 之 3 时 一 切 椭 加 算 子 都 是 适当 视 圆 的 . 

HE. & (2,0) = £,,(0,--.,0,1) = m,JE HAR R^ 中 的 在 
5S" LEKHA E t ry 5 EGER cta BIME E, Tno Eps n 线性 无 
A. Sel, 设 Pa, D.) BIER] Parske tH 02,) — 0 
对 于 r 不 可 能 有 实 很 .用 N& 表示 它 的 具有 正 、 负 虚 部 的 根 数 , 则 
Ma 将 随 o 而 连续 变化 (因为 这 个 方程 中 x” 的 系数 P unu) A0), 
所 以 是 常数 。 这 样 ,在 十 ry AbH E t vm = (Ear) ANa Z 
数 不 变 .但 在 定理 7.1.1 的 证 明 中 已 经 君 到 Pu ET) 一 0 关于 


r+ 的 具有 正 负 虚 部 的 根 数 均 为 E GA ZU HOUR n > 3 的 
假设 )， 故 定理 得 证 。 


2. Dirichlet 形式 ， 现 在 我 们 要 研究 的 是 ,对 一 个 强 椭圆 算 子 
ZRH TARRAA, BR S 1 中 提出 的 Dirichiet 形式 
给 我 们 以 启发 。 这 个 吕 想 的 提出 实际 上 基于 分 部 积分 法 . 

Utu, ve CICO), L= 5,aG)D 的 形式 伴 算 子 L* 二 


[| 


D (一 1) "pr*(aclx)- ) 适合 


la] ilm 
(Lu, v) = (u, L*v), 
din Fe m DU BSBU REGES 
(Lu,v)— D` (D'u,a,D'v) = D(u,v), — (7.16) 


lal Im 
但 是 ,对 同一 个 工 可 以 得 到 不 同 的 (7.1.6) 之 右 方 , 例 如 工 二 一 和 一 
D: 十 Dj 一 方面 要 应 于 第 三 章 中 已 经 熟知 的 
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(— Au, v) — Cgradu, grade), 
局 时 ,注意 至 一 A 一 一 483， 又 有 
(— ^u, v) = 4(0,u, O19). 
D(u, v) 就 称 为 工藤 一 个 Dicich'et 形式 . 
现在 回 到 工 为 强 烽 咒 算 子 的 情况 。 这 时 易 见 L* CERNA 
的 ,而 且 不 论 (7.1.6) 如 何 作法 ,对 于 上 一 $,a00D* 恒 有 


1Y | min 
ar(x) 一 S au, 
atf=7 
因此 , 当 工 为 强权 贺 时 , 必 有 
Re DD) aale) E > eli e> (7.1.7) 


laj = | f |= 


Exon fAqndé X YrÜ]. AMARE Dirichlet £X £5, EK 29 588 M8 RRT. 

以 上 假设 了 xy vE C8(Q), 从 而 分 部 积分 时 不 出 现 边缘 00 上 
HRD. Mu, o NEFA C"(Q) 时 ， 则 对 (7.1.6) 还 应 补充 以 
边界 上 的 积分 。 为 了 讨论 这 个 问题 ， 先 作 互 的 某 个 邻 域 的 开 覆 盖 
以 及 从 属 的 一 的 C” HL (ilie. 考虑 pu, pve 但 仍 记 为 #，+* 
则 有 两 种 情况 :一 是 相应 于 2 之 内 部 的 小 块 ， 这 时 u, vecia) 
而 (7.1.6) 仍 成 立 , 一 是 相应 于 覆盖 了 80 的 一 部 分 的 小 块 ， 这 时 
suppu, suppr NOQ 不 一 定 为 空 。 我 们 不 妨 设 上 述 开 覆盖 充分 细 ， 
以 至 在 每 一 个 边界 小 块 中 都 可 以 作 微分 同 胚 , 使 8 全 位 于 x. 0 
内 ， 而 eoo 4r Tp = û 中 。 记 这 样 的 小 块 为 B, ii 8o 的 相应 部 
分 为 B'COB^. B-—894 BOTE 2E, EAE w, > 在 OB NE* 附 
近 重 为 0。 这 时 对 任意 的 a — (ajaa) = (ay avi «,) 可 直 
接 证 明 

| (pzar = |, COP 


+ D h, (Orio CB9793 Ya 
ia” 


RARI ds = de dxzot HERBAJ e R25. eeeper XI a, BOR 
和 后 出 有 


*. 421 * 


D(u, v) — Cu, Lv) 


"m 


- D fp O28) (D Darr) DI s 
lanl Aem 1=1 79 
m= l 
— 2 fe (Diu) (Nimit jds, (7.1.8) 
i j=0 
这 里 
Nasa js = Dm 7D ais (x) Dry 


MITTEN 
是 一 个 2m 一 上 一 1 阶 微分 算 子 ， 
现在 引入 一 个 新 概念 .。 令 了 是 非 负 整 数 的 一 个 有 限 集 ， 了 一 
[k 7] ERIR kb 1, V0). AA 00 上 的 微分 第 子 集 { Mj}j。 
使 得 M; 的 阶 数 为 了 而 且 89 对 于 一 切 M 均 非 特征 , 则 称 { 好 让 为 
一 个 了 正规 集 ， 若 作 了 以 上 的 坐标 变换 使 OO 局 部 地 可 以 表 为 
x, 一 0, 则 {M;} 是 7 正规 集 的 充分 必要 条 件 是 


M; = aj(x) DL + tx) v5 0, 
央 此 可 写 出 Di bM; + o MI bD, bhl), 再 将 D* 中 


Jal «i asd 


的 Dan RA Man (as < 1), 即 知 
j 
D, = »* BG ,DM;, 

Bí(x,D") 是 D -tty D. a 的 次 数 不 超 过 i 一 i 次 多 项 式 . 以 
此 代入 《7.1.8) 并 对 BC, D) 应 用 分 部 积分 即 知 ,一 定 存 在 
2m 一 H =l 阶 微 分 算 子 Nam ii» i aa E esgyTmo 1 《与 式 (7.1.8) 
中 的 Nzm-i_1 不 同 ), 使 得 

D(u,v)-— (u, Lr) 一 P3 i (Mu) (Ni, ; uv)di, (7.1.9) 


再 把 覆盖 O8 4840488078 X H8 

€m 7.1.6 相对 于 工 的 尾 一 个 Dirichlet 形式 Duse), 以 及 
8Q 上 的 [0,m 一 1] ERE {Mj}, 必 存在 一 族 微分 算 了 {Nim-j-》 
(Nimi 的 阶 数 为 2m — j — 13) 使 得 村 uve C"() 有 
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D(u, v) — (u, Lv) = >， »" CM ju) (Nu aede, (7.1.10) 
容易 看 到 {Nm ia] 是 一 个 [m,2m — 1] ERR. 
我 们 给 出 定理 7.1.6 是 为 了 找 出 边 值 条 件 的 适当 形式 并 找 出 

求解 边 值 问题 的 适当 的 空间 ， 在 (7.1.19) 中 将 《xyz) 对 调 , 则 当 求 

解 方程 Lu 一 了 的 各 种 边 值 问题 时，(7.1.10) 左 方 是 D(v, a) 一 

(o,f). (7.1.10) XE u, »ec^(0) 提出 的 , 现在 为 了 使 它 的 

左 方 有 意义 , 只 需 u, ve H"(0Q) BA. BALER NNA. 

由 迹 定理 系 3.4.8, Diu, Div EH"m-i3(60)(j 一 0,1, .zz 一 

1). 但 《7.1.10) ADBA se B) m Br ÉE EJ. 2m — 1 阶 导数 ,它们 

不 一 定 有 意义 ,所 以 我 们 不 妨 要 求 gw v € HIO) 这 样 因 Mjr 一 0 

而 (7.1.10) 右 方 也 为 0。 这 样 的 # 可 以 认为 在 边界 89 上 适合 

Diu 一 0 (i—0,1,--,m — 1). 这 样 我 们 就 得 到 广义 的 Diri- 

chlet 问题 ， 刘 fe PC9)， 存 HECO) dk «inr NEREA 

T 

] D(v,u) = (v,f), v € HẸCO). (71.11) 
REFR we Hy CO) 是 很 重要 的 ,因为 这 样 一 来 xs” fel] — 

空间 HECA) 中 ,如 果 可 以 证 明 D(v, u) 是 这 个 空间 上 的 连续 线 

性 泛 政 的 一 般 形 式 ， 则 只 要 能 证 明 (sv, 站 是 rve HTC) 的 连续 

RETA WH Ricz 寡 现 定理 立即 知道 有 u eHO) 存在 适合 

《2?.1.11)。 这 个 * BD. Dirichlet 闻 题 的 弦 解 。 

求 得 草 解 的 存在 万 是 L^ 理论 的 第 一 步 . 
其 它 边 值 问题 也 可 以 在 同样 模 架 下 来 处 理 ， 正 如 Dirichtet [8] 

题 的 条 件 是 通过 令 usr 属于 HO) 的 闭 子 空间 来 实现 一 样 , 对 

HEUER ,我 们 也 选 定 五 "9) 的 一 个 亲子 空间 X HIC 

XCH"(Q) 来 实现 .实际 上 XC Hi CO), MUER ue X xw 

在 8 内 的 性 态 并 无 影响 而 只 涉及 到 ww 在 89 附近 的 人 性 态 。 在 这 个 

意义 下 ,ut 六 就 是 对 * 加 上 了 边 信条 人 忻 的 限制 , - 和 的 选择 应 该 使 

《7.1.10) 中 69 上 的 积分 为 0, 于 是 我 们 得 到 
(D, JOE. 在 XCHA) 中 求 “使 得 
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D(v,u)- (v, F), Je H(Q), ve X, (7.1.12) 
为 了 更 具体 地 了 解 X 才 未 什么 祥 的 边 值 条 件 ， 我 们 来 看 一 个 
fT: 设 {Mj 是 一 个 [0,m 一 11 ERR, JUS = [0,m — 1), 
了 了 一 好 令 X 是 
{v: e € C"(Q), Miv = 0,7€ J) 
在 H"(0) 中 的 闭 包 ,于 是 取 ve X, 代 和信 (7.1.10) 有 


0— (Deru) — Gs) o. DM QUod. (71.13) 
jel 


但 是 我 们 可 以 作 ve c7(0) 使 在 00 上 ”适合 Miv—f, jm 
0， l, educ 1 而 ]€ C*(82) 是 事先 给 定 的 函数 . 事实 上 ,如 
RAWE BA 为 zs 一 0, 因 M; 可 化 为 i, 之 线性 组 合 , 改 不 妨 


只 看 Mm, 这 个 特例 。 这 时 令 r= DU 即 可 。 因此 ， 
j20 i 


我 们 令 ”适合 
3 一 0 EJ; Miv = Ni,» jus IEF. 

代 人 《7.1.13) 即 知 在 OQ. 上 应 有 Nimi m 0, 7 了。 所 以 这 时 
(D,X) HEMMA u€ X H WP 一 0， 亦 即 

a Miju = 0, fE]; Nma = 0, IEF, 
当然 这 时 « AERE RBT «E 00 上 的 高 于 zw 一 1 阶 的 时 
XX, fm wn€ BH”(Q8)》 由 迹 定 至 只 能 保证 它 在 89 上 的 不 高 于 六 一 1 
阶 导数 有 意义 ， 所 以 ,这 时 还 需要 附加 一 些 条 件 以 使 n € PO). 

以 上 我 们 给 出 了 《DX) 边 值 问题 的 提 法 ,下 面 开 始 讨论 其 弱 
解 的 存在 . 

3. 弱 解 的 存在 , 旨 制 性 (coerciveness) 条 件 ， 现 在 设 给 出 了 
一 个 (D,X) 一 边 值 问题 , 则 我 们 的 问题 成 为 求 一 个 EX 使 

(o, f) = D(Co, «). 

为 此 一 方面 要 证 明 (z 有) 是 z€ X 的 连续 线性 泛 函 一 一 这 是 明显 的 ， 
另 一 方面 则 应 证 明 X 上 的 连续 线性 泛 函 必 可 唯一 地 表 为 D(v,u) 
之 形 。 为 了 解决 后 一 问题 ,我 们 回 磋 一 下 Riesz 表现 定理 , 它 告 i 
我 们 Hilbert FHA —30 C8 (ROSE MET ARARA Hermie 内 
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Pl. AE Div, u) 作为 一个 sesqui-linear 《对 ”为 线性 \ 对 * 为 从 
HEREDERS Hermite 内 积 的 正定 性 ,又 没有 它 的 Hermite 
对 称 姓 。 想 要 弥补 这 两 个 缺陷 ,我们 引信 两 个 重要 的 概念 和 结果 . 

首先 是 强制 性 概念 ， 

定义 7.1.7 设 D 是 8 上 的 m 阶 Dirichlet 形式 ,HF(Q)CCXC 
H"(Q), WURTEÉETN c2 051120108 

ReD(u, u) > cz 后 — 2llulli, (7.1.14) 

则 称 巡 是 强制 形式 ; 若 上 式 中 的 1 - 0, 则 称 九 为 严格 强制 的 ， 故 
当 DD 为 强制 形式 时 ，D'(w, n) 一 D(u, u) + lusu) 总 是 严格 强 
制 的 . | 

到 现在 为 目 ， 我 们 一 
强 梢 区 的 一 一 这 个 假设 的 作用 ， 可 以 说 ， 强 酉 加 性 的 作用 正在 于 
RER RHE. RENH, A EMAA TARH E Rg Girding 不 
FARI. EALE S 4 中 { 定 至 5.4.12) 我 们 对 所 微分 算 子 介绍 
了 它 ,而 应 用 到 现在 的 微分 算 子 的 情况 ,这 就 是 : 设 2m ES 
数 线 性 偏 微 分 算 子 工 的 象征 主 六 适合 不 等 式 (7.1.3); 


bP 


ReLu(s, E) = Re( 3 a GO") > e], 


MAHER KEO EREN SERR coo (E) 
“ECi(K) 恒 有 

Relu, Lu) Ze Ce — &MlullZ; — € ull, 
e REREN. 

VARRTA R. MEER HÆRE, (7.1.3) 可 以 认为 在 
皮 含 总 的 某 个 开 集 上 成 立 ， 所 以 可 以 选 K — 2 而 上 式 对 一 
ue CiO) 成立。 又 因 CO) 在 H"(0Q) uit az MOER s: —0 
又 可 以 认为 它 对 一 苇 ne Xp. Ue AC.T2)8048 

定理 7.1.8 ELED LRC 系数 的 强 袖 贺 算 子 , Hioc 
XCH"《Q8)， 则 相应 的 Dirichlet PA D ÆR iI. 

Garding 不 等 式 的 出 现在 强制 性 概念 之 前 .我们 不 妨 认 为 后 
者 就 是 由 前 症 脱 胎 而 来 。 强 和 制 性 边 值 问题 已 经 有 了 明确 的 研究 成 
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果 , 而 非 强制 问题 则 也 是 十 分 重要 市 目 . 丰 富 的 。 落 名 的 5-Neum- 
ann 问题 即 一 个 显著 的 例子 。 关于 非 强制 间 题 和 5-Neumann fa] 
题 可 以 参看 Kohn 和 Nirenberg[ 2),Folland 和 Kohn 11], Hörmander 
(171, 

第 二 个 重要 的 结果 是 以 下 的 

EA 7.1.9 (Lax 和 Milgram 定理 ) 设 妃 是 一 个 Hilbert 空 
il, D: HX H-»C 是 一 个 sesquilinear 形式 ， 车 有 常数 C, 
C 之 0 使 得 

ID(u, v) S Cillul- el, — [DCus u)| > Cilu}, 
MAREAREN H pe R PERRO £j T, S: H*—H 使 对 一 切 
p€H*, vcH 有 
plr) = Dle, To) 一 D($o, v), 

WE. 43E4€H, WI D(v,u) Ev € H RERA, WE 

Au, TÈ 4: H—H* ERYRI. HOT 
IDC», u)] < Cw) - loll, 
所 以 Ael S Cillell, FIEL 4 又 是 有 界 的 .由 DC 0 Z9 Cel 
AR iDGs 2) slAwllsl, FA lAl ze Cile, Mat 4 是 单 
射 , 且 有 4 之 值 域 为 闭 . 4 EAILiÓitAIEH" 中 稠密 。 若 不 然 , 必 有 
u € H M « EZF AZER Mm w eH K Awu) - DG, 
w)= 0. 4 w-u, 立即 可 知 w= 0, KAEA ZER 
H*,fuB A FR AOR T = 47: H* 一 日 。 对 任意 的 pE HtA 
有 4'"p-— Tp€H {Œ q(v) — D(e,To), 而 且 
IT gll « C;'loll. 

AR, & (Bu)(v) 一 D(w, v), XNE BÆT, mA 
S= B^, EEIE. 

总 结 以 上 商 点 即 可 得 到 关于 弱 解 的 存在 与 唯一 性 。 

定理 7.1.10 $x» H"(Q) 的 一 个 包含 HECA) BOB T 2s 
fa], D 是 在 xX* 上 为 严格 强制 的 ms 阶 Dirichler 形式 ， 则 有 唯一 的 有 
ABA) A: H'(Q) — X 使 对 一 切 vc X, fe HXQ) 有 

D(v, 4f) = (v, f). (7.1.15) 
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W. (e, DAE SCY ve Xi ii PR, 1029 pfs RI p: 

H(Q9)— X* EARS. mN 

lpi) = [Co s lelli s Mell [Lors 
所 以 

lofi s ilh 

期 虽 是 有 界 的 。 很 容易 看 到 ， 由 pf 一 0 有 1 一 0， 所 以 8 是 单 
射 。 现 在 刀 满 足 五 王 X 时 的 Lax-Milgram 定理 的 一 切 条 件 ， 所 以 
存在 唯一 的 T. X* 一 XX 姐 该 定理 所 要 求 的 Q 4 一 Too, R 
4 适合 所 求 。 

这 里 我 们 要 求 刀 是 严格 强制 的 。 为 了 讨论 它 ， 我 们 来 看 伴随 
(adjoint) Dirichlet 形式 D*(v, u) = Dlu, v), BÆ L* 的 Diricblet 
ER, (D*, X) 是 L* 的 边 值 问题 。 称 为 《D，X) 的 伴随 问题 . 
E D—D*, WI (D, X) 称 为 自 伴 问题 。 这 时 L= L* 是 自 伴 
的 . D34 D* 必 同 时 为 强制 与 严格 强制 的 。 因 此 , 在 后 一 情况 ,由 
定理 7.1.10 XA B. H0) — X 适合 

D*(», Bf) = Cv, f). 
4c X—H(Q) WARE. $ P mto, Q—'o0B WP, 
QO: H(9) ^ H9) 是 紧 算 子 ,因为 “是 紧 映 射 (出 Rellich 引 理 
(3128 3.2.11) 可 知 t; HPO) —> HTO) m >m 是 紧 的 ， 但 我 
们 现在 假设 了 869 是 C” 超 曲面 , 这 时 ^; H0) 一 H"(9) 也 是 
RA AAR H"(0), H'CO) 可 以 连续 拓展 到 H"«(R") 和 
Hm(R") 上 一 一 定理 3.4.3)。 向 时 P*— 8.。 事实 上 对 任意 
f: g EHQ), 我 们 有 
D(Bg, Af) = (Bg, f) = (Qg, f). 
另 一 方面 i 
D(Bg, 4f) = D*CAf, Be) = CAf, 8) = (Pf, 8) = Ce, Pp. 
现在 可 以 给 出 一 般 的 结论 : 

定理 7.1.11 对 工 假 设 同 定理 7.110. 而 也 为 强制 的 。 记 

V = {u€ X; D(v,u)— 0, Vr € X), 
W = [uE X; D*(v,u) —0, Vv€X), 
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风 dimP = dimW < oo, ED EHQ), HEIA fe W* 时 
AA (D,X) 问题 的 解 wc X 存在 , 而且 除 相差 站 中 的 元 以 外 解 
是 唯一 的 ， 

WE. BEND EIER 

1DCs , «)] = C helh -- Aiuti. 

车 4 三 0， 则 本 定理 已 包括 在 定理 7.1.10 中 ， 故 可 设 a> 9， 而 
D'(v ,u) 一 DCosz) + alvu) 在 X 上 是 严格 强制 的 ,从 而 存在 算 
F T; H(9) — X & D'Go, TH = (r, D. | 

zx 是 (DX) 边 值 问题 之 解 当 EE 仅 当 


D'(»,u) = Dv, u) + alo, u) = (w, 1+ 1a), 


所 以 当 且 仅 当 ww 一 TU + Aa) BUE. $ f =o RRF — iue 
H0); Tu = Xa) (Tu = V7 RET «€ X),lnlj$, W — {we 
H(Q) T*u = bu}. 现在 把 了 看 作 H(0)— H(Q), BUR 
来 的 了 与 嵌 人 身 射 入 X 一 (CQ) 复 台 起 来 并 仍 记 为 了 , RUE « 
是 紧 算 子 , 所 以 工 也 是 。 这样， 由 Rissz-Schauder 理论 ，dimV = 
dimW < œ, 而 且 定 理 的 共 它 部 分 也 都 可 由 Riesz-Schauder 理论 
得 出 . EEEE., 

HO. 很 容易 看 到 V =kerL, W 一 kerL* ,dimW 一 
dim coker 工 ,而 这 个 定理 表明 : HTD, XVE, indL 一 0, 

4. 解 的 正则 性 。 LERNE T (D, X) HERNE s, 
它 当 然 在 广义 涵 数 意义 下 满足 方程 Lu — j。 基 此 由 定理 5.5.8 知 
道 当 je HiL) 时 ue H”) 这 个 定理 本 来 已 经 解决 了 解 
在 9 之 内 域 中 的 正 刚性 ,余下 的 是 解 在 89 奎 近 的 性 态 问题 , 但 我 
们 仍 将 在 L’ 理论 的 框架 中 重新 来 讨论 它 。 我 们 的 目的 是 证 明 在 
一 定 条 件 下 ,* 具有 比 HEO) 更 训 的 正则 性 ,例如 «e H"*'C9). 
为 简单 计 , 以 下 只 讨论 二 阶 强 椭 贺 算 子 的 《D,X) 边 值 问题 , 其 中 
X = H2) 或 HQ). 

fEQRU)—/TJOFEERE Vis Virts Vw。 这 些 V 中 有 些 与 89 
相交 ,有 些 则 不 相交 。 作 从 属于 {7;} 的 一- 的 5” 分割 Up), 并 令 
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wc Dum (gin)， 则 我 们 可 以 分 别 讨论 每 一 个 ww， 并 作出 
相应 的 估计。 相应 于 KNO = C 的 ww 是 内 估计 冶 题 ， 而 其 余 
则 是 边界 合计 问题 。 以 下 我 们 省 赂 下 标 7 并 对 每 一 个 4 证明 以 
下 类 型 的 估计 式 : 
CC 十 dll). (7.1.16) 
AREKE E p TE An sg. (7.1.16) 具 有 基本 的 重要 性 ， 
在 下 一 节 我 们 将 证 明 满 足 它 的 特 子 必定 是 补 泵 算 子 。 

先 讨 论 内 估计 。 这 时 ow 一 quu, p 之 支 集 含 于 4 内 ,所 以 对 
u (BE #;) 不 妨 设 它 在 HKCQ》 中 ,从 而 可 以 在 8 外 令 # 三 0 而 得 
u 《HH(R*)， 这样 就 可 以 应 用 Fourier 变换. 于 是 我 们 将 得 到 基 
本 的 内 合计 如 下 : 

定理 7.1.12 A OCR 是 一 个 边界 00 为 Ca 的 有 界 区 域 ， 
L = 2 4alx)6* EI LRA C7(D) RARER T, 这 
时 ， 对 任意 ER 均 存 在 C>0 使 

luh < CLs a + ullis «€ BO). - (7.1.17) 

证 。 分 几 个 步骤 进行 , 先 考虑 齐 次 常 系数 算 子 : cc(z) = wo， 
le| 一 和 《，askxz) - 0, ja| <k, 这 时 视 uE HCR) 可 以 应 用 
Fourier 变换 而 有 


Ga m (t z LO 
EDS LIENBUS CL | D au 


| ay 


z AL « C1 4e 817^ + EDEA) 
«c |( $i «ela imc 
上 CGI 十 JEDD 
<c |D «Jaco + tee 
* CO E i TAL. 
所 以 有 
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huli s CC Es y la (7.1.18) 
而 (7.1.17) 得 证 ， 

其 次 仍 设 da = 0, laj 二 *， 但 4b*) 不 一 定 是 常数 。 这 时 
我 们 采用 所 谓 冻结 系数 法 ， 即 将 变 系数 算 子 与 系数 “冻结 ”在 某 一 
点 ze 所 得 的 常 系数 算 子 Lr, = 214.(»)0" 相 比较 ， 这 时 注 
B, L. 仍 是 类 圆 算 子 而 且 上 面 得 到 的 > 55 v, 仍 适 用 ， 现 在 我 们 
来 估计 

lte — Lanla = | X (o 一 Ze 


因为 我 们 一 直 假 设 系数 au(x) € CR), CAREA Lipsclitz 
条 件 , 即 有 常数 C > 0 使 每 
lax — a(x))| & Cilx,— xi], vr € 0, (7.1.19) 
RER 80 RONA ERN ER p € Co (Bu(0)), 0 e HE 
BKO) 上 9 一 1。 于 是 若 «€Hi(Q) H suppuC Bí(x9), x € 0, 
有 


| Caa) 一 2,())8*u() | = | plx — xa CO 
— a4())0"u (2) | 
x C,(28)|8*4(x)] 
因此 
Maalt) 一 akro) ul) lhg = NAT Cas) — 2,092297 vC M 
& sup] lw) C aalt) — aal x0)) 1A *0"u Co?) Hl 
^0 E CILA S paslx) — 2.())187u 0 llo 
< 2€,8[8"ull.., + CHEA* qase) 一 a.Cx))19"ull.. 
在 后 一 项 中 记 plaar) 一 2,(8)) — 4, Ou = v, XUL v eHt*, 
[Arp L 拟 微 分 算 子 ,其 象征 对 * 有 紧 支 集 含 在 suppp 
CBa(x) 中 ， 因 此 ,稍微 修改 定理 5.5.5 BRILA 5,10" c Hii 
不 内 是 在 Hio 中 ,而且 
NEATE oâ ulh < Cha uleg < Clelia 
代入 上 式 即 有 
Caul) 一 2,(220* GO) I. -g S 2€,8|[8*u[l + Cil ulla, 
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算 子 工 中 有 有 限 多 项 a0, 分 别 应 用 以 上 的 估计 , 则 知 在 
B4(0) 中 有 
Ln — Le & Cilull + Cill- 
于 是 由 (7.1.18) 有 
leli s CCIE La + Mello) 
S CCILsll-a + Eu — Lagle + ulla 
S CLal rt Coll + Mall i. 
取 8 充分 小 即 知 ,车 se Hi Bs(0))， 必 有 
lal? < CO Laut, + luli... 
:现在 用 有 限 多 个 Balo) 去 覆盖 2， 然 后 利用 标准 的 一 的 分 
割 方 法 即 知 对 于 wt HiC8) 有 
lali s CO Lula + Lulli. 


L= L+ Li $5 a()05- 9 ale), 


lajs lel <k 


用 一 个 在 9 上 等 于 1 的 Co ARER Lo, L 并 不 受 影响 ， 因 此 不 
妨 设 工 ,的 系数 在 C? 中 ， 仍 然 稍 微 修 改定 理 55.5 的 证 明 ， 即 有 
lilir & C laly Ax 
liuli s CCI Loulle- + Hel- Y 
= C(lICE — Lula + Mull 
s CCI Lula + anuli + ulli 
S CCILsll à + Meli, 
定理 至 此 证 毕 。 
注意 , 《7.1.17) 右 方 的 lel 可 以 改 为 lxli, :是 任意 实数 ， 
这 是 由 于 ,车 :一 1 所 1, 自然 有 Mella s ult. GRE :< js 一 
1 < :, 易 证 对 任意 8 >05 


《1 十 pD «7 + EPY Ct p LED. 
PREMIE > RAR, EE 十 EDT « Od 
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而 当 |#| < RR Ci = 2 max [(1 + Epy] RF. NAR 
以 AOP 再 积分 即 有 
lle ll < e lle + CL lali, 


S e 充分 小 代入 上 式 化 简 后 即 有 
leli < CCIHEg a Ml". (2137) 
特别 可 以 取 :一 1. 

现在 就 可 以 证 明 关 于 内 部 正则 性 的 基本 定理 了 . 

定理 7.1.13 若 OCR" 为 一 开 集 , L& O EUH. C” 系数 的 
ABSIT: L= PaL d u,[€'(Q) 适合 Lu — f, 
则 当 fe Hi..CO) 时 ， «c Hid x (Q2), 

证 .和 任 给 gq & C8(Q)， 我 们 来 证 明 quc Ht Bpa, HR ze 
cCA) HE sppe 上 5 一 1， 则 zu€ d^, th P 的 构造 定理 
(定理 1.3.10) 必 有 常数 C > 0 与 整数 六 使 

up| EC, sup prl Pl p € CER”), 
但 是 ,车 取 ma Lu 2m — 9) « —n, AT 


lapl] < Qxy"*| | GEE aE] 


< ayl E C1 十 |g| e m^ 
- ICD + [E PAE 
và 
< ció*el . (IQ + 15197728) 
x C llell.. 
因此 对 于 适合 * > 入 十 EE s, ue Hoe 适当 增 大 了 可 以 


N= Hk+ s EDERRA, mM ue HS. 以 下 我 们 将 逐 
步 地 证 明 ue Hi n, s u E HIZR. 

作为 开始 ，tu € H^ 已 得 到 证 明 。 fE—HB 各 一 二 5 ……"s 
tx 二 ;使 它们 都 在 Ci) 中 而 且 在 suppi; 上 有 Cal. dX 
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当 o«i-cNHEOCIJUE T Lue HW tuu Gute 
HU, MEHE supp bjn b. Liu) = Lu 一 J。 于 是 
LUC) - LGjat;u) 
T LtianL( s) 十 [LE siriltin 
bf + [Lbinltu EH + HIT 
=æ Hotit 
这 里 我 们 用 到 了 +k +seND>j+l, sekt. 
MERHAT RETT Guc HY, MERRER 
证 。 这 个 引 理 就 是 ; 
引 理 7.1.14 对 0 与 工 的 假设 同上 .。 若 «€ HQ), je 
Hitta), HXEO E Lu =f, Wi we HECO), 
证 。 我 们 的 目标 仍 是 对 任意 的 £e clo) 求证 Cu € H, $ 
而 由 假设 Da 6 H', DLa— gfe HT, AF [L] 又 是 一 个 
具有 Ci) 系数 ( 支 集 全 在 supp 中 ) 的 一 1 阶 微分 算 子 , 所 
以 LL, glae HY, M 
L(tw) = Lu) + [L,t]u E HTI, 
现在 对 gu WAERT i, 1Sa, k RA, ÓXHP ilu) 
AXR — I RADR A RE 8 的 一 个 紧 子 集 内 。 所 以 应 用 定理 
7.1.12 有 
les Cou. « COLEEN a + eir li) 
CLC + ILE, 951 Cul, 
T lli (Eu) l-1). 
应 用 关于 差 商 的 一 个 定理 (定理 3.3.2), 4 4—0 时 即 得 tu) € 
H',i-l,.,e5,2, AE guem, 亦 即 we Hi (9), S[BRIE 
EA 
利用 定理 7.1.13 和 Soboev HX AARE UEBR Me P C 3-88 E 
FEM S fe C"(Q) M. Lu— f 的 广义 函数 解 we C" (0), 
ER, LUCES ET SERERE REIS RE EUAET- D UR RO s MRA 99 EUR 
We. TEALA EB SERBT. 
仍然 用 一 的 分 割 而 将 问题 归结 为 边界 小 其 Bz = Qu; |x| «c 
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doom 


px. 0} = BQOQ, B= irix! < p) mioQit B: 中 的 部 分 
是 r= 0, ATER XAB 长 示 和 中 支 集 在 Bz 中 的 元 素 的 
侣 : 它 有 以 下 的 性 质 : 

(1) geci) BA xS Bs 中 , 则 对 w& XCBz) 必 有 
iuc XCBzy: 

Q) Sreifi «e X(B7) 巾 XC(B5) 故 其 支 集 仍 在 Bz 中 ， 
WI ox;G n) FERIER ria, [Al <r — o, T5au€ XCB-), 
BERE hami (rla — Due XB), MME (uE 
X(B;) 只 要 a, — 0 BH. Jolla « r— e. TRENERE FAT 
可 以 证 阴 | 

定理 7.1.15 ADEX LERE, E€ HB7), 4€ X, A 
对 一 切 ve XCB;) 有 Dlo, u) = (Cr, D, WHES P <7 HA 
4€ HHCB) 而且 

lielle noz EM CC ls + [lu lesz). (7.1.20) 

证 ,注意 到 按 我 们 的 提 法 有 Lu — f, 所 以 (7.1.20) 也 是 以 下 

类 型 的 估计 l 
lall: s CCULeull, + ulli, 
这 类 估计 在 我 们 的 问题 中 总 是 起 闭关 键 的 作用 ,因此 ,(7.1.20) 是 
人 
第 一 步 是 讨论 * 的 切 向 导数 Ou, ys ~ 0 的 估计 ,这 里 ;| 一 

ARE pr, jsk-1 ifs ue HCBZ) 而 有 存在 
只 与 和 了 有 关 的 常数 C 使 

让 rel iu; x C( lf * lulu. (7.1.21) 

这 个 站 论 可 以 用 归纳 法 证 级。 当 ; — 0 时 , 它 是 自明 的 , 设 当 
I1 2 0,1, -一 1 时 命题 都 于 确 ， Bro M Qe rn), T 一 
Gt 2r), W) eorr, BAAB H ja mi — 1, 


则 Gue H'(B:) (这 里 a, — 0) LA 
lôu liz < Caz s lads- 2. (7.1.22) 
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C 内 与 o,f 有 关 . 取 tecil) 使 在 B; 上 过 一 1， 现在 为 了 
求证 |y| = j, ra 一 0 时 的 估计 式 C120), SEXES u), 
这 里 JA] <r o, 显然 Hae XB). WXDPXXA i*n, 
y 0, JA el 中 分 出 一 个 沿 i 方向 的 差分 算 子 6% 一 Srk ,并 
B355& Dlo, Iw)? 

D(v, 8(Eu)) 一 之 (Bry, aað EUY) 


一 >) (tr, 8iCas0*(L4))) + Ei 
ay 月 
一 M (Oe, laat u)) + Ei + Es 
a, , 
— (—1) X1 (25,87, aðu) + E, + Es 
gr 月 
— (—1) $3 (DB"(5576p)，aos8iu) 十 已 + Ei 十 E, 
aP 
- (—1YyD(Z8 v.n) +E +t E+E, 
—(—I1Y(£5*,», f) H E, + E, E, 
= E, 十 E, + E, + E, 
这 里 
E, — > (8*v, La. 9:10 (zu)), 
ar 月 
E= M] (8v, Exa 8 的 2))， 
a,| Bie 1 


E, — (—1)*! D, (O + Slav, au^), 


lalmi 
E, — —(8 4,7, 83 Cj). 
现在 分 别 估计 E, 到 B,， 这 里 要 利用 有 关 差 分 算 子 作 用 在 
H'(B,) 上 的 结果 (定理 3.3.2 HER 7。 = 0): 
IE] < C helus > 之 Naa Cu Jilo 


& C lle lus; - >, WPa); 
8«r 
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«Clelaz- J) ahaz. 


87 1. 
Pun 
LE! < Clleih,s > 人， lOr(acs - 0c - u ) lon 
DT 


< Am ` 5 ll*u lloaz 


e 
< Cloeh- D lulusa. 
a7—1 
20 84-5 
| Ej = > (Guo, 87 (OL - acp8tz)) 
aß 
< cllzll bB 4 之 [ar (alt x 8.50 ^u) sz 


< Clelusz - 1 l*ullus.. 


$m Tu 


|E! < Cllelosz + T op 
< Cl|vil sz s fl 
这 里 我 们 应 用 了 |7'l 一 一 1 二 ,再 将 归纳 假设 (7.1. A 
XT OE, E, E, 的 估计 中 即 有 
|DC»v, Du) S € olez Oies 十 liehe). 
下 一 步 我 们 想 对 D(Cv, 8:(tw)〉 应 用 强制 估计 。 26 db. 注意 到 
Etu) € XCBz), 4 v 一 63(5u)， 并 应 用 强制 估计 有 
Nak Zuhar < CID IEU) + 163009) ,- T 
« Cii C1, s Clfllonz + Boll, 
| + o5 Gl us 
注意 到 8; -= 368。 再 应 用 定理 3.32 与 归纳 假设 (7.1.22) 有 
N8 GT < C QR u- < CC + edu) 
代 人 上 式 即 得 
lax CE). < COMIS. + fale-). 
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4-0 应 用 定理 3.3.2 以 及 在 E; 上 一 工 即 有 
| Joel... < CODI, + dau. 


XH |7| 一 7, Ys 一 0 而 且 C 只 与 p，7 了 有关 。 (7.1.217 得 证 。 
”第 二 步 则 涉及 有 关 8. 的 估计 ， 因此 令 pcr, i LRE, Y 
适合 "|| e + 2, Ya 一 d. 我 们 要 想 证 明 Fué FPCBz) 并 且 存 
在 一 个 只 与 p， j 有关 的 常数 C 使 

lle, s < CC, Ek lal, 2. (7.1.23) 


.我 们 也 仍然 对 7 用 归纳 法 证 明 .。 第 一 步 事实 上 已 经 证 明了 
7 “0 1j (7.1.23) 成 立 ， MienziW, 令 F = Cr, » Ynis 
— 2), 则 |] —i—2«k, 因为 L= Dad" EMRAT, 
" 的 系数 an, 750, 否则 xs — 0 将 成 为 荆 的 实 特征 而 与 工 为 办 
BATTE. WA Lx 一 了 可 以 改写 为 
lu == (arp) (i 一 s"). 
TR 
Bru = 810*, — of [G7 es m "| 
将 右 方 展 开 再 求 二 范 数 ,注意 到 |*| x 2 "m 6*8" ip 8, 之 次 
数 <T 2, M ue UO 
diim < CC, aD a tu T » 
< cams 十 lul, e» 
从 而 (7.1.23) 得 证 ， 2 
现在 即 可 完成 定理 之 证 。 令 第 二 步 中 的 了 由 0 变 到 不 十 2， . 
È C. 为 这 些 步 又 中 所 得 (7. 1.19) 的 常数 C 之 最 大 者 、 则 我 们 已 证 
明了 一 切 ue HB) 而 且 适 含 不 等 式 
lôr lh s S c«CIirll, s- + lull, >» Ix! SÅ +2, 
Ait we HCB) 而 且 
le © C CHI, + lalh, ), 
定理 7.1.15 pE, 
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现在 我 们 可 以 把 定理 7.1.13 和 定理 7.1.15 综合 起 来 而 得 到 二 
个 到 边界 的 正则 性 定理 ,我 们 将 它 称 为 整体 正则 柱 定 理 ， 而 定理 
7.1.13 则 称 为 局 部 正则 性 定理 . 
X32 7.1.16 若是 如 上 的 具有 c7(0) SIS THER 
算 子 , RD) 边 值 问题 DO, u) m (2, D ZR, vex, d 
FE HCO) VA uc HHO), fh BG», 7 无 关 的 常数 c 
0 使 得 
| lellis < CCIlflaso + Tullo). (7.1.24) 
Ww. PE ORR EA Vo Vas Vs V.eomsnaoos o 
(G = 1, E XC Va s, Vy Ah V; 2 8TELTÉ 4 FH 
HERZ] BD 上， 县 7; 门 89 RE ze 一 0 B. 于 是 作 从 属于 
Uii v N pe Hc 分割 {ti himon one 对 Cou 应 用 定理 7.1.13 
知 Lue HE9) 而 且 
llb iav, S CC, + zone? 
S CeCIEl o + lali ), (7.1.25), 
对 于 tjs 则 应 用 定理 7.1.15 gue H*(9) B. 
ésalltrar; < CI Wiler; + leialh,r,) 
l < CiCIIflla + 上 rho)， (7.125), 
于 是 由 (7.1.25); (7 = 0,1, ++, N) MH tjue HHC), 从 而 


u= D gwe H0), 也 有 Lue HC) 从 而 «we HG) 而 且 


及 male < Cliwl.o. 37.1258 pone 
livilaaaso 一 PN Liu 


Pino 


«(3 €i) Co + Clo) 


< C CIiflla.o 十 lalio). 
最 后 还 可 以 用 lullo,o 代替 工 式 在 方 的 lulio: MARA 
有 
lllo S CCIDGQs w)| 十 lulio) 


-tbe 


< Cul Cfa + lllo o) . 
< Cilia Cl ha + Mello o; 


故 Metho < CCIIPIuo 十 lwo.o)， 代 人 上 式 定理 证 毕 . 

”应 用 杠 人 定理 和 迹 定理 即 知 当 fe C"(D) 时 «e CO), 
别 是 对 于 Dirichlet 问题 , 可 知 其 解 在 古典 意义 下 适合 边 信条 性; 

应 用 记 理 论 可 以 讨论 更 一 般 的 边 值 问题， 侣 我 们 暂停 于 此 ， 

而 在 下 一 节 用 氢 微 分 算 子 的 方法 来 讨论 。 现在 除 Agmon [2] 以 
外 ,还 应 指出 一 部 重要 的 著作 : Lions 和 Magenes [1], JEER 
地 展开 了 这 个 理论 。 还 应 指出 王 梯 怀 在 [1] 中 也 得 到 许多 结果 ， 
关于 实 加 型 算 子 也 可 以 在 L 框架 中 展开 其 理论 ， 例 如 可 以 参看 
Kourezien [1] 和 S. Agmon [1]. 


$2. tft 8 T RUNZ JH 


1. 一 般 边 值 问题 。 本 节 中 我 们 将 要 讨论 适当 糖 贺 算 子 的 一 般 
边 值 问题 。 处 理 边 值 问题 有 两 种 途径 : 一 是 通过 一 些 先 验 估 订 以 
用 利用 一 般 的 泛 函 分 析 的 考虑 ,如 上 和 节 所 进 的 L^ 理论 那样 。 另 一 
条 途径 则 是 通过 一 类 解 一 一 位 势 一 一 将 原来 的 问题 化 为 68 上 的 
拟 微 分 算 子 的 方程 。 后 一 条 途径 在 Laplace 方程 的 情况 是 很 重要 


的 ， 这 就 是 以 其 基本 解 (。 > 3 时 的 为 基础 作出 一 类 特殊 的 


解 : 体积 位 势 、 单 层 与 双 层 位 势 而 将 边 值 问题 化 为 积分 方程 或 者 
直接 应 用 Green 函数 ,Poisson 公式 等 等 .这 一 条 途径 现代 也 有 了 
发 展 ,首先 系统 地 应 用 它 的 仍 应 提出 Calderon, 他 在 14] 中 第 一 次 
提出 应 用 这 个 方法 的 总 的 幼 要 。 本 节 中 我 们 将 简要 地 规 以 介绍 ， 
“ 仍 设 4g 是 如 上 节 所 设 的 有 界 的 CT 区 域 ， 即 其 边界 88 是 一 
个 .C0” 超 曲面 而 且 o dE 89 一 点 附近 恒 位 于 其 一 鲁 , 因 此 我 们 可 以 
局 部 地 引 作 新 的 坐标 系 r = (r'r) 使 0 在 89 之 一 点 一 一 不 妨 
设 为 x = 0 一 一 附近 可 以 家 为 tix;x。 0) 而 89 成 为 ra 0. 
AT LG.DO 可 以 写成 
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1m 
L(z,D,) = 9, Lil, Dj)DI, (7.2.1) 


2m 是 工 的 阶 数 (以 下 工 恒 取 为 适当 袜 加 的 ， 因 此 其 阶 数 为 偶数 )， 
LR D, 的 2m 一 j 议 多 项 式 。 其 次 再 看 边 值 条 件 ,为 此 在 召 上 
60 附近 给 出 一 个 C" 商量 场 ( 即 C7 系数 的 一 阶 微分 算 子 ) v 使 在 
ðA 上 > t5 00 横 截 , 即 没有 切 向 的 求 导 ,于 是 对 “ 定义 其 在 00 上 
的 二 阶 迹 ( 迹 是 否 存 在 的 问题 需 视 * 所 属 的 空间 而 定 , 通 常 * 属于 
ÆA. Sobolev 空间 , 鸯 此 可 以 利用 迹 定理 ) 为 

vu -|(+ p) uj > j6.1,.29—1. (722) 
现在 在 00 (26 — 353b ERE) 上 给 出 一 个 氢 微分 筹 子 和 矩阵 
B = (Bia) rn j = 0,1, — 1, k=0, l, 2m— 1, 
而 且 

Bin € L(A). 


d; f& LS P] SEC AA ro, c. Tint) = Yi, 则 我 们 给 
BL FANA REF 


B(x', D xru m 5 ERE 82m)» (7.2.3) 
RETRAS 一 般 边 值 问题 如 下 : l l 
L(s, D z) =f, 


Blr, Deru =g, 
过 信条 件 实际 上 是 吕 个 ;其 形状 是 


a-t 


Biu] oa 一 (E Barw n j—0,1, "el1 


CAN, as Bi 可 能 为 9， 因此 边 值 条 件 中 出 现 的 «的 模 入 方向 
的 导数 之 最 高 阶 数 不 一 定 是 2m 一 1，BA 中 则 只 含有 切 向 导数 )、 
用 上 一 节 介 绍 的 概念 我 们 但 设 B 是 一 个 了 正规 系 , 即 是 说 每 二 个 
IDA. CIE RETO 之 阶 数 不 相同。 而 县 0 对 于 pd 
特征 的 《99 的 法 线 向 量 是 (0，…,0,1), 与 7* 相应 的 特征 形式 是 
(a GOES ale) ve 0, 因 此 B, 非特 征 即 是 沸 


« i- 


Pea. 


m-i 
S) Biala, Oat) 5 0, = 0,1, sa 1). 
ie 


Piin, Xt» 35 00 的 外 法 线 方向 导数 ， 则 Laplace 方程 的 

Dirichlet 问题 和 Neuman 问题 的 边 值 条 件 分 唱 是 
Yu — go 5 Yu. 

现在 Lt 二 1 而 do 一 0 与 1, 

下 面 我 们 可 以 引信 位 势 ， 设 EB 是 工 的 基本 解 : LE — 0.3058 
设 荆 是 常 系 数 算 子 ,x 是 Lu 一 了 之 CT(D) 和 解 。 在 如 外 补充 定 
X u= 0 则 得 到 一 个 新 的 函数 ^. CE 00 上 一 般 是 有 间断 的 。 
如 前 所 述 , 设 OO 是 x 一 0, 则 我 们 有 以 下 的 也 跃 公式 ( 式 (1.5.11)， 
现在 我 们 取 v» = ôe, BI OQ 的 内 法 线 方 向 导数 ): 

LC) = (Luy + Èru, 
d Lisga (x De ru DiS(s,), (7.24) 


Poprxkri«m 
i 
这 里 Lisen(z， De) JE (7.21) ,Ym 一 (85,) wjao 一 Di 


(2,0), RAA E ME BTE 3E ER, 因为 
E RLW) —8x*u =u, 


Lyu = 


所 以 在 8 中 将 有 
ula) = (E x P}lo + CEx* Lvu)lz. (7.2.5) 
这 是 函数 # 的 一 个 分 解 式 ， 前 一 项 称 为 体位 势 后 一 项 称 汐 多 层 位 


d. 事实 上 , 设 工 一 一 A,，E 是 一 公 的 基本 解 Csfr" "CL Cin f), 
则 《7.2.5) 的 第 一 项 是 


c. f 1? iy, r= |z— 7i, xé€é0Q, 


0p" 


BilNewton 位 势 一 一 体位 势 ,第 二 项 则 因 (7.2.4) 实 际 上 有 了 琴 项: 
Èru 一 ud rs) 十 uD,8x,) 


而 有 C 


- 2 udy 0 . y. 
(Ex Evu)ls C, N 3,23 T C NC By ;P3* 


3x — 4 3 Ez (ip 35 9 TOU 9A 2 


ELE 


— $$ 


S BEDS « 是 齐 次 方 种 Lu = 0 的 解 (f 一 0)、 则 体位 势 不 出 
现 而 有 
u = (ExLru)ls. 
在 (7.2.5) 中 , 取 其 在 00 EROR, UR v ERAT, 则 记 vu — v 
(这 是 一 个 2m 维 向 量 ) 即 得 一 个 投影 算 子 C: 
C:C"(09,C") — c*(890: C") 
v [CE * Ev)| ol. (7.2.6) 
C 称 为 Calderon 投影 子 ， 而 原来 的 边 值 问题 将 化 为 关于 "的 在 
30 上 的 方程 组 
(一 C)o = YE * f)l o)» 
Bv — g. 
反之 ,着 ve co(n, C") 是 (7.2.7) 的 解 , 则 令 
u (Ex*f)|o + CEx Lv)lo 
即 可 得 原 问 题 的 解 . 
以 上 的 讨论 当然 缺少 严格 的 基础 ， 但 是 它 告诉 我 们 这 个 方法 
的 基本 线索 即将 原来 的 边 值 问题 化 为 一 个 无 边 紧 流 形 90 上 的 氢 
微分 算 子 方程 组 (7.2.7)。 因 此 下 面 我 们 将 首先 讨论 位 势 的 精确 定 
义 与 性 质 以 及 Cslderon 投影 子 ， 然 后 再 回 到 一 般 按 值 问题 的 讨 
论 


(7.2.7) 


2. 位 势 的 正则 性 。， 上 面 介绍 位 势 概念 时 ,是 就 ve cD) 而 
言 的 ,一 般 情况 下 当然 做 不 到 这 一 点 .这 就 需要 我 们 就 ke 多 (0) 
的 某 些 情 况 来 定义 vu, 即 x 在 89 的 各 阶 的 迹 。 这 个 问题 在 第 三 
章 中 已 经 讨论 过 了 ， 在 第 三 章 $4, 我 们 对 0 为 正则 开 集 一 一 即 这 
里 所 作 的 假定 : 00 是 C“ 超 曲面 ,在 99 之 各 点 附近 , o 恒 位 于 89 
之 一 全 ,而 且 在 定理 3.4.12 中 指出 : 对 «e Cm(8), 当 然 可 以 定义 


X i iios (27) “leo, - 是 o0 的 外 法 线 方向 导数 (当然 ， 说 
Oy By 


成 是 (二 ») #1aos 也 没有 本 质 的 变化 , » 是 横 截 于 89 的 C7 向 量 
场 ), 这 个 迹 算 于 v! 可 以 拓展 为 由 HO) 到 HIOA) 的 连续 


EIFE 


算 子 ,这 里 一 了 > 2 所 以 若 局 部 地 取 OO 为 x。 = 0, 则 对 w€ 
(0), 作 一 串 «€ C"(2) E HG) pEi u, N Diu, Cr, 0) 应 
在 Hian) 中 通 近 Diu, 0), 这 里 适合 + 一 了 7 > 所 


B ne H0) 可 以 视 为 当 x, > 0 而 且 充 分 小 时 的 人 (0 x, m 
e, '(09)) 函数 。 所 以 我 们 可 以 一 般 地 定义 «e Z'O) 在 89 
上 具有 不 阶 迹 ,如 果 uec «x. «5, Q2 (00)), 5 适当 小 . 


定理 3.4.12 MH. «€ HO) YA kM: ki. 那里 的 结 
果 还 告诉 我 们 迹 算 子 
Y = (Yos yi s. Ya): H2) I H'i-i(89), 
RU 
Mom < 一 :一 立时 是 一 个 全 射 ( 系 3.4.8) fi BEC OS GERE 3.49), 


RETO BERK AA, (1.5.14) 的 关系 如 下 : Æ u% EA O 
阶 迹 ,我 们 可 以 在 8 上 补充 定义 ”为 0 而 得 * 的 拓展 为 wm, 若 "< 
£2'(80), Ji) QDC) € Dal). i ue Z' (9) 有 2m 一 1 
Bx , S04 5 RTUEBHSE RE X C7.2.4). 

在 上 面 我 们 应 用 了 常 系 数 算 子 工 的 基本 解 来 梅 造 位 势 ， 对 于 
一 般 算 子 情况 闪 然 更 复杂 。 但 在 第 四 章 中 即 已 指出 ， 对 袍 锅 算 子 
恒 可 构造 其 所 基本 解 , 它 是 很 接近 基本 解 的 东西 ,而 昌 是 一 个 所 微 
分 算 子 ， 用 那样 的 方法 来 构造 拟 基 本 解 ,即使 用 渐 近 展开 式 , 所 得 
到 的 将 是 一 个 适当 的 拟 微分 算 子 , 它 的 渐 近 展开 式 

Dale, E) 之 各 项 均 为 § 的 有 型 式 (R) 

这 时 我 们 有 

定理 7.23. 若 有 一 个 适当 的 经 典 的 PsDO 4 € LR 适合 
FE QR), 则 当 we DR) 在 9 中 为 零 时 Aulo 在 60 上 具有 
一 切 阶 的 迹 . 

WE. Ri— Bg dU E 4 (xix, > 0}, 00 = 1z;x, = 0] 
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而 we g (O), 这 时 必 有 C > 0 与 整数 ! 存在 使 E x CCo 
1 关 、 若 了 充分 全 (例如 最 负 值 ) 网 当 4" € L'(R')rfü k « 一 2 一 
1 一 2# 时 ,由 振荡 积分 的 定义 容易 证 明 A'we C*(R")。 现 在 作 
REAR 1 一 Xx(#)e CIR), IE) 一 0 于 5 充分 接近 0 处 ， 
X() — 1 于 [E| S1 处 , 则 对 4 之 象征 e(xs) 用 其 渐 近 展开 式 ， 
知 当 N 充 分 大 时 

4 一 4 一 » alx, E) € LfN(R), 


i-0 


Mif Lue cR) 自然 有 直到 于 阶 的 迹 ， 所 以 当 我 们 只 考虑 到 
和 阶 迹 时 ， 只 需 考虑 以 每 一 个 alr, E) 为 象征 的 PDO; XA 
《1 — XE) Jala, 5)eS- =， 它 也 不 影响 迹 算 子 、 所 以 我 们 只 需 孝 
ERED AECE), B ale, E) 是 上 5 的 有 理 式 的 情况 ， 于 是 
对 任意 pe ZR) 


(Aus p) 一 (2a |... CORE | etale, DeGOd: 


本 二 (7.2.8) 
REL 是 一个 正则 化 算 子 。 其 分 布 核 是 

Ces y) Quy |... emi Gas EAE. (7.239) 

在 讨论 迹 时 ，Ru€ CU(R*) 是 没有 影响 的 ， 所 以 问题 归结 为 讨论 

Bu = {4 一 R)w, ZE 

(Bu, p) = Qxy* |... AFE, 

—— (2240) 

FG) = | tale, DeGOd. 


因为 已 假设 了 a(x, E) REEL 的 有 理 冰 数 。 所 以 只 有 极点 E 一 
E Gs E), 而 当 x 在 紧 集 supp p 中 ,在 了 :的 某 个 紧 集中 时 ， 
E 也 在 某 一 紧 集中 ， 从 而 当 El 充分 大 时 ，F(E) 是 二 的 全 纯 函 
数 。 我 们 还 可 看 到 ,因为 

EFE) = Qa)" | "CoD GG. Deis, 


s tito 


首 二 ER (fü imë, > 0 FE) GG E suppp 上 ta > 
0)。 然 而 现在 A) 荐 的 组 页 函数 。 所 以 对 《Bu, o? 可 以 应 用 
Cauchy 定理 改变 积分 路 径 得 


(Bu, p) = (223) 7 PE d£ - AG, E)FG' EE, 


TCE) 的 选择 方法 如 下 : ; 

1 过 1 时 ; I(5) 是 和 实 铀 上 (一 00, 一 (1 — EU 
EL 一 PI, +a) 以 及 联结 其 两 个 端点 而 且 适 合 Im £, 2 0 的 
弧 ; 


rig) ru 

"- -— ^4 -— ——— 

Q uif EAEN js ; " - l 
3141 >] 


图 5 


IE Z2 rN = jE T.r 是 位 于 Imi. > 0 中 的 固定 闭 
路 。 不 论 那 种 情况 , 我 们 都 要 求 5 eR B, FENES 适合 
本 | SCA H IEI iB TG?) amr a(x, E) XE Ea AR 
EERE, x€ supp g, 

现在 令 p(x) 一 plr JDP), 这 里 qux) € CERT), 
Palas) € CICR) E supp iC (xir, > 0]. 对 于 这 样 的 e, 


(Bu, p) = Q»* | a ae f | &(E*, EdE, 
R T(£5 
. | etale, Ep Ce) ux dx 
-| mde, | sa GG EdE’, (72.11) 
R R 


EI 


这 里 
GG, E) 一 (2z) AEDE | stor, Doi. 


上 面 的 记 法 (7.2.11) 是 有 意义 的 ,因为 Giri) 很 容易 证 明 对 5 
EBARA. H (7.2.11) WA Bu 在 x。 之 0 处 是 一 个 COR, 
D'R) ARRU TF: 


zi> Cpl e BR) > Qa) ME dg 


eala, EJE, EE, dx, (7.22) 
T(G^XR*7^ 
由 这 个 表达 式 即 知 Bu 在 89 上 具有 一 切 阶 的 迹 。 由 前 面 的 讨论 
即 知 Au 亦 复 如 此 .定理 证 毕 , 而 且 由 证 明 过 程 可 知 . dulo 之 迹 ， 
例如 7oCA4w)a 连续 依赖 于 we (ue D'R), ulo = 0). 
现在 就 可 以 开始 讨论 位 势 的 正则 性 了 。 在 前 面 定义 多 层 位 势 
和 体位 势 时 , 我 们 使 用 了 基本 解 E, 但 对 于 一 般 的 烽 圆 算 子 L(x， 
D.), 并 没有 证 明基 本 解 的 存在 , 因此 , 我 们 根据 上 面 所 讲 到 的 理 
由 ,将 称 4fKy@8)|。 为 多 层 位 势 一 一 或 盟 面 位 势 . 这 里 4e 
L*(R*) 是 一 个 适合 条 件 (R) 的 经 典 拟 微分 算 子 ,ze ep C00), 而 
体 估 势 将 定义 为 A. 这 样 ,我 们 有 以 下 的 结果 . 
^ E 7.22 (关于 曲 画 位 势 的 正则 性 》 设 4€ LU) 是 一 个 
道 会 条 件 《R) 的 适当 的 经 典 所 微分 算 子 , 则 有 . 
G) 算 子 K:C“(80) 一 C“(9),zH> A(v@5)|g 是 连续 的 3 
而 车 ve (80), W Kv 具有 一 切 阶 的 迹 . 
i) 算 子 rH r (Ke) 是 L*(90) 的 经 典 氢 微 分 算 子 ,其 
在 局 部 坐标 系 x 一 《x’,x。》 中 的 主 象 征 是 


Gg) Q7 G0: E £4)dE,, 


nd 的 主 象 征 , 是 8 一 一 复 平面 上 包 图 了 2,98: En) 对 
F E -RAER Im i, 7 0 的 极点 的 闭路 。 
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Gii) HFH E R, KEH Hz (99) 到 HZD 的 连续 
XT. | 

UE. CO. 如 同 证 明定 理 7.2.1 时 一 样 ， 我 们 用 B-—4—R 
来 代替 4。 在 (7.2.11) 中 令 u = ox)@8(x,), 因 为 00 是 紧 集 ， 
所 以 在 用 一 的 分 割 后 , 可 以 将 e GO 分 为 有 限 多 个 vi(x") 之 和 ,而 
每 一 个 (Ge CER). 因此 以 下 恒 设 ve cR), XR 
AE) 一 2(#')， 我 们 得 到 

(BMG) 一 Quy t | | ent Ks PAER’, 

(7.2.13) 

KG) Qu)? È etaGsE Ede. 


这 里 如 已 在 定理 7.2.1 的 证 明 中 指出 的 那样 ,是 变形 后 的 积分 路 
径 , 可 以 规定 它 不 经 过 EEEO, Wi Kle, gE s W C 
eR, M (Bu)(x) € ceco). 
着 ve g'(DO) 则 直接 应 用 定理 7.2.1 8nAm (Bu) e) 具有 一 
切 阶 的 迹 . l 
现在 证 明 Gi). EPRA ve C*(89)， LEE A, 不 失 

一 般 性 可 以 设 we CER) 将 4 按 条 件 (R) 中 的 渐 近 展开 式 展 

JF ,JERLEUBSE — Ra GE), a 是 在 的 有 理 函 数 而 且 是 * 阶 正 齐 
性 函数 ， 仿 照 ( 划 的 证 明知 道 


O TAKONE) 一 (Oy |, e ERG 0, EIA JAE, 
其 主 象征 是 
K(x,0,£) - Ql aX x, 0, E's £,)dE,. 


rit) 


D H2) dE wceZ'(9) 而 县 对 任 一 pE) gu e HL(R*) 的 :之 集 


f£. 因为 supppfióQ 可 能 非 空 。 所 以 HC2) 与 HoLa) RA, ER PE. 


90 的 附近 为 1 易 见 上 ie( 问 ?实际 上 是 指 可 以 越过 O0 拓展 到 民 * 之 任 一 紧 子 集 
CEKER R LOTRE H 中 的 # mE. EUER, 有 时 在 一 些 文 
献 中 也 用 到 HCO) ARTURA HR) 中 的 uep (a) E94. 在 本 
区 中 的 4 都 是 第 三 章 的 正则 开 集 ，、 因 此 由 拓展 定 理 (定理 3.4.3， 系 3.4.4)， 
HO) 由 的 元 都 可 以 连 线 拓展 为 HR 之 元 、 AH, H0) 和 HĀ) 是 
BAR SN HiL) 与 Hoka) RHA. 


H0. 


我 们 现在 只 需 证 明 K(x',0,6') 是 wz 十 1 阶 二 并 性 函 数 即 可 。 事 
实 上 
KG',0 E) = Qu)? | ase EDdE, 


~ (arh oes EDI. = ra) 

zVyUKR(,D, E»), 

Bibl Ke 是 产 十 工 阶 经 典 拟 微 分 算 子 。 

最 后 证 明 Gi). HFA = B+ R, RR 是 正则 化 算 子 因此 对 任 
AH, Re L"(R'), Bii veci) 和 ec ciao, R 
iTA”? 

leRGrQ2)l 4 < Cho Bela pa 
< Cllel um 
< cll. 


这 里 需要 s 一 yp 十 一 < =a ELE «C n. 但 前 面 已 指出 


Re L*《R”), ww 是 任意 的 ,因此 总 可 以 满足 以 上 的 要 求 ， 
余下 的 内需 证 明 存 在 常数 C > 0 使 得 : 
Bul all s-4 s Ciel v = 288, ve cia) 
BIj. (Bu); Hi Q.2.13) 给 出 , 同时 假设 了 a, E) XE CNN 
售 ， 此 式 的 证 明 归 结 为 汶 下 几 个 引 理 。 
818 7.23 对 于 一 切 重 指标 o, 8 均 存 在 常数 C C >b, 使 得 当 
0H 
D 这 里 我 们 用 到 有 关 迹 定理 的 以 下 结果 ; 
定理 . o6 2 (R77),»2-0, MERN z tjl BOTE È 
00 Ho +@D'5 € H'(R*), 这 时 
HBD5 = Ceres diei T MELLE 
TA 
banoi = Qu)" í (i+ IEPYEPIKE' dE 
= Qxy* [G+ igda S A t EPHE pag. 
这 时 我 们 作 了 变量 变换 E, = (1 十 E 1a. 
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Ix*D2KGe E )|  CCI 十 [E Jeita en, (7.2.44) 
证 ， 由 《7.213) 中 关于 Kr) 的 表达 式 知 DIK( B) 是 
以 下 形式 的 积分 的 有 限 线性 组 合 


Gay*| 


这 里 Po, 而 a — & = (0,--*,0,&,), à, Ze 0, XU 
xue žno — D, cfrnsa。 5 


所 以 对 En 作 分 部 积分 ,注意 到 TCEO 是 一 个 闭 通 路 即 有 
zaDYK(zyE) = x” f e Dla EtDia(x, E', E.) MES 


之 有 限 线性 组 合 ， 
但 是 因为 4 € LR), AA | 
|DEsCE£DSa(x , E, ED] S CU + [E] nto» 
s Cb [E E, 
前 而 已 经 说 明 , 在 E)E, lE s CCo + | 二 |)， 代 人 上 式 有 
s CC T [E | nts, 
Su St TGE) 298.48 C |£' CC 充分 大 ) 的 弓形 弧 ( 在 $6。 > 0 处) 以 
及 充分 接近 E, 实 轴 的 直线 眉 , 知 (#8') 之 弧 长 也 小 于 菜 个 CC1 十 
IEI), Fs 


eH bERDIs (n, E'S E, E, 


Kt 


xr] rte DisGiDiaG E" 8). 
« cQ (E|) na 

而 引 理 得 证 . | 

现在 用 Seeley 拓展 (第 三 章 定 理 3.4.3 与 第 六 章 引 理 6.2.12 之 
注 ) 将 Kle, EO) 拓展 到 r, <0 处 : 

Kles) = D KC, — Pn, E) on. < 0, 

使 之 对 * 仍 具有 紧 支 集 , 而 且 上 述 引 理 中 的 估计 (7.2.14) PRY. 
KKC, E) X4 x lE Fourier 变换 ; 
RGE) = | eK, E dx, (7.13) 
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我 们 有 
92 7.24 对 任意 非 负 整 数 9 与 7 均 有 常数 C 存在 使 


r + r] d -2 LAN 
IREE] & c+ ENG Ig (+ F 
(7.2.16) 


WE. C214) CE x, < 0 也 成 立 ) 有 
IRG ED] < || DKC, Edr), 
但 是 由 (7.2.14》 
|a^DzK(xr, E) S C H LE p na, 
因此 对 任意 非 负 整数 p 与 9 有 
(A + 1x, ECOL E [E DIO + |r PDK, E| 


< 2 | C435 + [E DG! DzKG, 8 )l 


< Call HJE O, 


ID2KCx,E)| < Cos t JEE + d! ] 08H 
十 Jal 十 i£». 
AR P. 4 充分 大 将 有 


IEG, j | e "DiK(x, £')dx 


«ca 全 Does i oe Te Doe 


: Face lol1G + peti 
«cO + IpI, 
利用 上 面 完全 相同 的 方法 来 估计 
(Q + 18O HIED + 15° 1)RCE, E) 
< » 1C4"6 5, lG 十 LIO GO)0KG, E) 
« cC + |g). 
因此 有 


”450。 


RGE < ca Ie Da e eor (1e eL)" 


1 十 15。| 
这 里 C 当然 与 9,，+ 有 关 。 引 理 证 毕 . l 
定理 7.2.2 的 证 明之 完成 。 现 在 用 Ka, EN) 表示 已 经 拓展 到 
x, 过 0 处 的 KC, E). 因此 我 们 有 一 个 新 的 算 子 Tu, UERR 
了 (8z)1o, CRE 
Tula) 一 Qxy*? | ERG goa. 
这 里 # 一 v(x")@85， 而 我 们 只 需 证 明 对 一 切 :sé R 有 
和 re < Callell, 
即 可 .也 就 是 说 ,只 需 证 明 对 一 切 pe C?(R") 均 有 
ICT, pi < Cilelilol sats. (72.17) 


但 是 很 容易 证 明 Tu) = COD) GS E, EEE, 这 


Ez TESE, 0s EAR. — 从 而 由 Parseval 等 式 有 


(Tu, p) = Q2) | RC — f £o GO Colt, 
因此 ,由 Schwarz 不 等 式 得 
KTu, eyl s Ce 二， (7.2.18) 
VG) = SIRGa — ££) + aAA. 

由 引 理 7.24,|&(4 — £,£0| & CA + IETA + l — g” 
+ Inl / e LE DOCS RA ERNE IVi <W KE 
Wean) 一 C | xCy, EDC + IEI IAEN a, 

Xm £) = C+ EIDO + l — PA + 1a Yn 
(oe Le y", 

i+ ET 
r 与 9 暂时 不 定 。 
因此 为 了 证 明 (7.2.17), 由 (7.2.18) 以 及 QV, < ll, pint 
证 明 Dl < Cel, 即 可 ， 为 此 , 作 变 量变 换 
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qI— 3, q,*—7 CH 十] lus 
有 . 
Ili = [tace DWG, O + iala) Pardoe. 
应 用 .Pestrs 不 等 式 ( 定 理 2.1.10) 有 
C 十 12 DÉXGS 1 十 dy Ds; x COL H | | 
Oc dy DUO Rs D + dy — ED 
(1 + Lt daety" 
1 十 | 
«& CO In DTI + Ig! — gore 
. t EN 一 二) A 
I [y — £I 
因此 


belts cS GHD didn (72.19) 
Yrs) = | ZG — £ n0 + 17D eG) ag 
e —àar*|is-u du T 
2 a ore (re ey 


< Deme e fai 
然而 由 Hausdorff-Young 不 等 式 ( 视 t. 为 参数 ) 有 : 
I YC- »n, )llo < Cle 2224)» 


Ela) 一 | ACET DCE 
所 以 着 取 4 > ”一 19 >s pHni 2r > 一 了 +g} 
得 
EG) < c| à + Inr 
= ca Is Dorm pace qr Dos 
= Cc |l), 


依次 代 人 (7.2.19) 即 有 
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wR< cin (1 + Dg, Adn, 


其 此 定理 证 毕 .。 
前 奋 讨 论 了 相当 于 分 解 式 (7.2.5) 的 后 一 项 (E 米 上 7Yw)|g 的 多 - 
层 位 势 4(v85)1o, 现 在 婴 讨 论 相当 于 (7.2.5) 的 前 一 项 (E 7) a 
的 体位 势 AC) 的 正则 性 。 这 里 我 们 有 议 下 的 定理 。 i 
定理 7.2.5 (关于 体位 势 的 正则 性 ) 设 适 当 的 经 典 氢 微分 算 
TOA € L*(R") 适合 条 件 (R), 则 算 子 1 Ala & c) 到 

C*(D) 的 连续 映射 . 

”证 .忠于 定理 中 只 用 色 孔 ,不 妨 设 TL 
ADEF A f ZE R^ 中 的 c 拓展 可 以 设 了 E C?(R"), 而 且 拓展 算 
F: C~(2) 一 C8(R”) 是 连续 的 。 记 g= leno 《一 8 在 如 二 
(R2) 中 , 而 在 8 上 “一 0 则 一 了 一 x，8 和 w 都 具有 紧 支 
集 , 但 不 一 定 光 湖 , 因为 在 OO. 上 可 能 有 闻 炸 性 .我们 已 知 送 当 
的 拟 微分 算 子 是 C“"(R*) 到 COR) 的 连续 线 竹 卫 射 ,所 以 AF 对 
73《 从 而 对 于 站 是 CoD) -> c7(0) 的 连续 线性 映射 ,而 我 们 的 定 
理 归结 为 证 明 g C4u)|o 是 CAT) C~(98) (3k A, 
RA fs 由 拓展 的 连续 性 是 C”( 五 ) -> CeO) WER 

和 定理 7.22 SIWEWI— 86,4 4 — B 一 R, 对 于 Bu 我们 有 


CBusp) = Qa) ,dE |. AGI EDFG'S E45. 

? (7.2.20) 
FCG’, Ea) = | cse(z, DoGOd. 
各 定理 7.2.2 的 证 明 一 样 , 当 研究 Bulo Ed RB u 3 r ER B 
具有 紧 支 集 , 即 e CF(R"")， 这 时 在 

AE’, En) = | cm 人 (ed 
TAARA LATAM 对 一 切 ENGAR RC H 
得 

ICE, £,)| « CO 1817, E e R7, Im£, > 0, | 

由 (7.2.20) 知 道 , 当 x。 之 0 时 
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(Buy) — (24) Is ede! NELLO E',E,JACE' E,DdE, 
(7.2.21) 
因此 Bujac C^(0). 定理 证 毕 . 

在 定理 7.2.2 中 出 现 了 算 子 天 ,我 代称 为 Poisson 算 子 ,同时 、 
f— "E AQ o] 称 为 迹 算 子 记 作 。 由 于 这 两 个 定理 中 的 4 是 
适当 的 ,天 可 以 拓展 为 B 《89) 到 (00) 的 算 子 而 我 们 有 

定理 7.26 设 4€ LIR 是 适合 条 件 (RO. 的 适当 的 拟 微 
分 算 子 , 则 拓展 了 的 Poisson 算 子 

K: . Z'(80) — gB) 
2 (ADS) aF (stia) 
的 转 置 算 子 就 是 算 子 
T':C*(Q)— C*(00) 
Fi YCAC(P)0 o0, g = RAD, 
证。 这 里 需要 证 明 的 就 是 对 一 切 feci) 和 vreca) 
有 . l E 

; (f, Ko)  (T'f, v). 

*RH 91658) Ri S fecil) HERA T PE X LX d 
然 的 。 对 一 般 的 jc Co (2), WARNE o, 将 1 磨 光 : ps*1E 


Ci CQ) E e JE se B CT DER CIC ra > 0 b oco n 
TR ] 


(7.2.23) 


(j Kv) a (f, A(v»8621a) 
一 lim p, * fACE) la) 


= lim(p xf, A(098)) 

= lim(r/AQo kf), v). 
BER TRE REHE C" 拓扑 下 imr’ Alot f) = CAC k 
P)s WH. BÆ Ai < 一 ”时 ， 
T/ACo, kf) = (2x)7* i cmm, 0, EX pex P)GOdydg, 
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x 一 y= £7 C7 Yi tit. X. Vey —3,5. 直接 求 极限 即 可 ， 对 
一 般 的 4 利用 4 一 也 一 RREeEL ga) 而 可 以 利用 直接 求 极限 
处 理 ， 对 于 B， 则 利用 8 的 表达 式 (7.2.21) KRRIT. ?定理 
证 毕 。 

3X 7.2.7 在 以 上 假设 下 , 若 p<- WT AERE 
为 相应 于 'A 的 迹 算 子 T: mer fe c(a). 

W. MEEA T — 'K, 而 K 是 C^(89)— C*(O) 的 连 
续 算 子 ,因此 由 对 偶 性 知 T' 可 以 连续 拓展 为 由 DDE (09) 
的 连续 映射 。 当 fe C"(D) 时 , PEHR), Mom 4050€ 


HR )， 当 p<- LM. am 而 YCA) Ja HE€XH 


由 定理 7.2.6 知 T'f — ri 

最 后 证 明 一 个 关于 迹 的 存在 的 定理 : 

定理 7.2.8 it P(x, D.) E R^ 上 的 适当 的 2m REAL 
DAT we D(A) TURD D'R) 之 元 , 则 

G) Æ Pue C(O), zx 在 09 上 有 各 阶 迹 . 

Gi) 若 Pue HiCO), WH k «s 2m — 1/2 kj, «35909 
上 有 直到 天 阶 的 迹 . 

证 ， 设 x 拓展 为 e DR) 不 失 一 般 性 , 可 以 设 žE 
4'(R'), ii Pu =f, P&—f-—8&g 车 0 是 P 的 适当 的 左 氢 菇 本 
X, ENS GP —I-c- R, REL "(R) A u =(9)+ Qg + 
RZ)|s. 由 拟 基 本 解 的 作法 。 吕 应 适合 条 件 (R)， 因 而 出 定理 
7.46, Q(f)lo€ CD) 自然 兵 有 各 阶 的 迹 。 HTF REEE 
子 ,REE C"(R), 从 而 RG|。 也 有 各 阶 的 迹 ， 余 下 的 只 有 .Qg1s; 
很 明显 eec Z' (R^) (事实 上 是 ge 4" (R) 而 且 在 9 Ee — 0, 
故 击 定理 7.2.1 知 0g1o 也 在 88 上 有 各 阶 的 迹 。 CO) 证 毕 。 

为 了 证 明 (ii), 记 Pw = f, 于 是 可 以 拓展 为 7e HORA E 
面 -一 样 作 @ 为 一 2m 阶 适 当 的 报 微分 算 子 ; PO 一 了 十 是，: 令 
v =u — (QPlos W Pv = Pu — f — RTe C"(Q). Mitt CO, 
在 680 上 具有 各 阶 的 迹 。087€ Hiz"7(R"), HEER, 5 £F 
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2m 一 172 时 , 它 有 直到 无 阶 的 迹 。 定理 证 毕 。 

3. Calderon 投影 子 .现在 回 记 本 节 的 开始 .在 那里 ,我 们 就 常 
系数 椭圆 算 子 工 的 情况 作出 分 解 式 (7.2.5)， 并 通过 求 迹 将 原来 的 
边 值 问题 归结 为 00 上 的 方程 组 (7.2.7) 一 一 这 是 一 个 拟 微 分 算 子 
的 方程 组 .这 就 是 我 们 解决 问题 的 基本 途径 .现在 我 们 要 对 一 般 
的 变 系数 的 种 圆 算 子 L(x, D.) 作出 分 解 式 《7.2.5) 雇 及 得 到 相应 
于 (7.2.7) 的 方程 组 .这 里 的 核心 语 题 是 给 出 定义 并 讨论 其 性 质 ， 

对 2 仍 作 前 看 一 样 的 规定 ,可 是 对 算 子 荆 有 旺 瞩 公式 (7.2.47) 

LCW) = (Luy + Èru = f + Eva, (7.2.24) 
> 1 


Eru 一 一 Ð} Lien(xsDe)rmO Do(r,), 
. E o pRRktl«um 


这 里 rw — (L0 Di “loa = Diu(z',0), Luau(r De) Du B 


2m — (| k - D VEDI, SETPAEURCT- L, 二 以 作出 其 拟 基 
本 解 9， 使 得 8 是 一 个 —2m 阶 的 适当 的 经 典 拟 微 分 算 子 。 而 且 
LO —I1I--R,0L-—I--R', 

R, R'E LOR”). REMO NZSTEHTOA241 
u = (QÈru)j o + (Q()5 — (R'(#Y)a» 
再 在 60 上 取 迹 即 得 相应 于 式 (7.2.7 ) 的 
(Tu = YT(QLYwu)s + Y(QUP))o — v(R'GP))o, (7.225) 
gi rw v, *(QEv), = C,, 我 们 有 
(0 s Cu + Y(QUDDa 一 7CR'Cz))o。 (7.2.26) 
现在 可 以 给 出 以 下 的 定义 : 
OETZI 由 式 (7.2.25) 所 定义 的 算 子 C: c(a, C) — 
€*(80,C"), vi> v(QL.v)g 称 为 Calderon DET. 
这 里 我 们 要 注意 "0 可 以 认为 是 征用 在 v605 上 的 : 
Qv =: > OLiranlr, D,2v, Di Ta) 


: 5 pix 
n ao EZ m 维 向 量 p Costis” s * »U2m1) 的 第 1 ^E. 
当 # 一 74 时 ,vi = Diez. 0). Gib iE T HU TRE REB UTE RUE 
的 定理 7.2.2 知 ,可 以 视 OÈ 即 其 中 的 算 子 4 ,而 C 即 其 中 的 YoK， 
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它 显然 是 C"(00,0") — C*(09,U") 的 连续 算 子 ,因此 定义 是 
合理 的 . 

由 氢 基本 解 的 作法 可 以 知道 8 节 象 征 之 浙 近 展开 式 的 每 一 项 
均 为 5 的 有 理沙 数 ,因此 9 适合 条 件 (R) 一 一 条 件 (R) 的 设置 正 是 
这 个 目的 一 一 而 且 由 所 微分 自 于 的 运算 知道 0 与 一 切 微 分 算 于 的 
复合 也 适合 条 件 (R)。 因 此 前 面 的 定理 均 可 活用 于 此 。 这 样 我 们 
得 到 关于 Calderon 投影 子 的 基本 定理 如 下 : 


定理 7.2.10 (DET o (Ole) 是 由 [] 8773000) 


-H LD) 的 连续 映射 ,oe BR 可 取 任 意 值 . — 
Gi) € 2 (CD (11 — 0,4, 2m — 1) $ 2m Ur f P 
算 子 ,其 中 Cue L7'(00) 是 适当 的 经 典 所 微分 算 子 ， 
Gi) C 是 modL-” 意义 下 的 投影 算 子 ， 
CI—CéL (00), 
证 ， 由 写 的 定义 (7.2.24) 有 
(2Zo)|。 = S^ OL DeD nD) la» 


Etk gim 


v(QLo)o = ES 2j YKDLAUQ Lud. Do) 


fopekti«in 
* DOBEC ra) la. 
前 面 已 指出 , 8 适合 条 件 (R), 所 以 QLi44uDS DiQL,,,Di 都 
是 适合 条 件 (R) 的 经 典 氢 微 分 第 子 , 其 阶 数 分 别 为 一 一 1, 1 一 
1 一 1。 所 以 2 之 是 由 
TT H+ (00) — Hald) 


ay. GEH 7.2.2 (0). TÆ O) 得 证 ， 
关于 (ii), 则 注意 到 
Cin = vl): 一 S ADOL D.) 


k-1X«2m-t 
: DG 88(x,))1] o. | 
由 定理 7.2.2 的 Kii)， 应 为 芥 数 为 了 一 工 的 适当 的 经 典 氢 微分 算 
e 457 。 


T. 其 主 象征 为 
at ^ L^ (x',0,£', E.) 


22i 


2 L'oau(x , 0, EET E, 


kki«2m—| 
这 里 是 包 图 了 Lx’,0; ES.) XT E, 的 一 切 具有 正 虚 部 的 堆 
AA, Lisa 与 分别 表 示 Ln 与 三 的 主 象征 。 
最 后 证 明 Gui), A68 ve cea, C), JFE u — (QEv)lo. 
则 有 < 的 定义 有 Cv = yu, 然而 
zz 一 二 $5 Lua DADC) o 


FopkkEl«Im 
所 以 当 z, > 0 时 , 亦 即 在 9 中 应 有 了 一 0。 于 是 由 LO-I-c 
R, Ré Lœ RJA 
Lu = (LOLv)|5 = Lv|o + (REv)| o = (RÈo)a. 
于 是 对 ru RzHC7.2.26) , E ESSERE n Bg P — (Luy, 即 有 
Yu = Cru) + YOI(RL»)5]! — R'a). 

由 yu = Cv, u” = (QLv)|5, 5 

e (6 — C» = vrQI(GL»)| ol — vR'ICOE)2Y. 
记 上 式 右 方 为 rv, 我 们 来 证 明 +€ LOA). ERER, A 
A R, R'e L(a), FRUI EACH E v € z7' (00) 到 Cm(68) 中. 
定理 证 毕 ， 

现在 用 c(x’,，#') ii Calderon 投影 子 的 主 象征 : RIE 
CCED, R CE) RET. Cu, De) 的 主 象 征 . 
因此 ，c(x', 8)€ C~CTX60Q)，L(C”"))， 以 后 我 们 将 需要 讨论 
它 的 象 : c(x. EC. A LG. x, EVE) 表示 算 子 工 的 主 象 
征 , 并 作 常 微分 方程 

L'(z',0; £', D,)U = 0, 

用 SEE) 表示 它 在 n20 处 为 有 界 的 解 的 空间 ,由 于 LG’, 
0,5, £,) = 0 对 于 名 没 有 实 根 ， 这 个 方程 的 特征 方程 没有 纯 虚 
根 , 从 而 其 基本 解 系 可 以 分 为 两 组 一 组 在 r, > 十 co 时 趋 于 0， 
男 一 组 在 r, > —oo RAT 0。 用 YU XEZREU 4E x, 一 和 处 所 取 
的 初 值 : vU = (DU(0)), 1 — 0,1,…, 2m 一 1, 并 记 Dt(x’， 


。 458 。 


E) 一 {7U; U ESI, E), WE 
C" = D'(x', E)0D (x E). 
现在 看 D*(x E) 的 维 数 ， DIEL GOE E) = 0 XT E, 的 适 
f£ mi, > 0 与 coRE RA EA, n2 3 RT, 
T*(0Q)N0 一 T"(R'')X0 是 连通 的 ， 所 以 dimD*(a', 5') 是 党 
数 。 又 因为 当 E 变 为 E 时 适合 Imi, > 0 的 很 变 为 Img, < 0 
的 根 , 所 以 
dim D*(x',£') = dinD'(x',E') = m, (7.2.27) 
其 实 这 就 是 定理 7.1.5 的 内 容 . M65 — 2 时 , 上 式 不 能 得 证 , 但 我 
们 和 恒 假 设 工 是 适当 和 焰 男 算 子 ,所 以 这 时 它 世 成 立 , 这 样 我 们 可 以 证 
BB 
定理 7.2.11 若 工 是 适当 椭圆 算 子 我 们 有 
[mecfx £') = D'(x', E), dimIme(x', £') = m, (7.2.28) 
üE. RUES), XE x, < 天 0 处 补充 定义 它 为 0 而 得 U*, 
则 容易 看 到 有 以 十 的 跳 婚 公式 成 立 : 


L*(x',0, £', D,)U? a X 21 Lhaua(x',0, ENU X Dió(x,). 


fopRATIEMI 


Linn E Liga 的 主 象征 。 因为 拓展 后 的 U'e SR) EER 
方 作 Fourier 变换 ,有 


L'(s',0,£ s E. )UE,) 一 上 D, Has 0 Dir. 
Í Lek l1«im 
作 道 变换 ,并 且 在 f 复 平面 上 改变 积分 路 径 如 Ci 的 主 象征 表达 
3k OE 7.2.10 (i) 的 证 明 ) 中 的 也 即 有 
Uere a | L(x 0 ,850) 


Lia, 0, E JERY: U -dE,, x, 2x 0, 
4 十 大 十 1eG2nmF 


| (7.2.29) 
TE, RER ME 7; 一 E Oleo B 


-4590 


riU = >| Ls, 0,£', En )EL t 
2m; r 


D) Lian 0, E)r U dEn, 


但 由 上 述 Cj, 之 主 象征 形 达 式 即 有 
YU = c(x', E')vU 
亦 即 vU € Imc(x' ,£^). : 
RZ we C^ mH w € Imc(x',E).. 1607.2.29 )m DÀ. w 代 
t£& UQ =0, 1,17, 2m — 1) 以 定义 一 个 向 量 , 记 作 UC DER 
容易 看 到 U(x,) CE x, < 0 处 补充 定义 为 0) 是 常 微分 方程 
f L'(z', 0, £', DU = 0, x, 250 
的 解 ， 而 在 x,— 十 co 时 为 有 界 ， 这 就 是 说 Ue S*(x', E') ifi H. 
TU =v, 所 以 we D+(x', E). Wt. 
ESCIIPREdULI MEL LU S 
AT LCx, DD,)， 我们 已 经 提出 了 它 的 一 般 边 值 问 题 是 
L(x, Dr)u =f, 
Byu =g, 
这 里 B = (B4), 而 BrE LIOA) 是 适当 的 经 典 拟 微 分 算 
T. 至此, 我们 已 假设 了 工 是 适当 酉 夯 的 从 而 知道 <C*… 5 ) 的 象 
维 数 为 m, Bra 则 可 写 为 一 个 向 量 《Boz: rS Busca) 而 成 为 一 个 
J 正规 系 , 因为 有 若干 个 Bi 可 能 为 0， 所 以 实际 上 有 e 个 演 值 条 
性 。(《7.2.30) 给 出 了 一 个 算 子 
&S/:C*(Q) — C"(0) x c"(890, C^), 
uI— (Lu, Byu) 
CE ue C~(B)). MER b = (Quid BZXxSde Eu b, 
E) 为 Bj, 的 主 象征 ), 它 对 每 一 个 (x ,58)€ T*COQ)NO B C 25 
C 中 一 个 向 量 ， 因此 当 G, P)e TOON 在 变动 时 ， 其 象 是 
T*(89)N0 的 一 个 向 景 从 : 《7T*(698)\0) X €^, 以 后 我 们 将 在 
Ime(x', E) 上 考虑 Br 时)， 并 记 文 样 得 到 的 限制 为 SCx', E): 
Imc(a', £) — (T*(Q99)N0) x C, 的 性 质 将 决定 算 子 Z 的 性 
。460 。 


(7.2.30) 


(7.2.31) 


质 ， 为 了 讨论 这 个 问题 , 我 们 要 引入 Douglis-Nirenberg WX FË 
381 LS EA. 
仍然 从 -个 椭圆 算 子 的 情况 开始 . 在 第 五 章 中 已 证 明 、 凡 本 
贺 算 子 必 有 拟 基 本 解 .其 实 这 个 结论 的 逆 也 成 立 . 这 是 因为 车 适当 
的 经 典 氢 微分 算 子 46 L* 有 拟 基本 解 ( 左 或 在 ) BEL: BA = 
I(modL-), WI 4,B 的 象征 o(4), o(B) MEDERRA: 7 
oA) ~ Pair, E), o(B) ~ 2; bi(x, 5) 


应 有 B.£)aG.E)—1,£5€R"0, 因此 对 于 £€ R'N0, 4 的 
主 象征 a (s. E) Æ 0， 因 此 4 是 椭 贺 算 子 。 同样 ,对 于 mw x nii 
阵 算 子 4 = Lu. Air 是 适当 的 经 典 拟 微分 算 子 ， 其 阶 数 为 
Big — f, — 5, TRUE ERED X29 o(4;, D 5d. TER 
T 4 B3 3e QE 5s dE e E AY PH: 
l ol 4) = (a( 4;, D)» a = Caha), 

若 a:C" C" ERRA m Zn HATRA 46 LE 
m 时 才 可 能 ) BEER 420 Dovglis-Nirenberg WN FERA RU 
子 ( 或 者 准确 些 说 是 (5,2) 精 圆 组 ,这 里 .一 (st Sm)aë = (to 
1))。 特别 是 在 坟 一 # 时 ,2 可 能 是 单 全 射 , 这 时 就 简单 称 4 
是 Douglis-Nirenberg WN FI) (5,2) WMA (PAIS 

. MAAAR T — EE LIXLEE. A ER f 

定理 7.2.12 A 是 (s, 2) ECLOWBIR ESI E ERE 
CE) WEEB, BEED Cs) A CE) REH, -84 — 7 
(inodE-”》 [4B = I(modL "*)]. 34 m = nht, NRPNENE 
WE EEUU 3E AE. ,! 

WE. 4p 4 是 以 (1 + [E127 25 8 1E B EMRAT, 
4-- 是 它 的 氢 基本 解 《 显 然 4, ERRARE). 作 办 阶 对 角形 矩阵 
BEA A EBD 4i = A, G= E) 或 0, 以 及 作 n rA 
ERBE A 其 元 Hm An GARRO FERATE 
阵 算 子 4 有 . 
; A = AAA = (Aug A A n). 


4 的 元 案 是 适当 的 0 阶 经 奥 拟 微分 算 子 。 为 (0,0) 左 ( 右 ) 糖 贺 绩 
与 4 为 (:, 李 罗 组 显然 是 等 价 的 ， 因 此 我 们 可 以 限于 讨论 4 
设 4 是 左 椭 基 组 ， 作 字 的 伴随 算 子 A W A*4 是 左 酉 国 


ME P D: EPI PT PNE. 


fep dms xn HE Qu. VERUM). FWA 
"E29 fe VERS LT- 26 8. 则 8 也 是 椭圆 弓 而 且 

Bo =I +R, REL”, 
因此 2 Rì) ofoa = i(modL^*), AREN 


k- 


(x R’) po 人 ja = [(modL-7), 


是 一 人 


k-n 

FAR. | 

. 反之, 设 如 有 左 拟 基 本 解 ， 则 容易 证 明 4 的 主 象 征 是 单 射 。 

， 到 此， 为 左 桶 别 组 的 充分 必要 条 件 是 : 4 有 左 拟 基本 解 ， 

对 有 了 为 右 椭 回 组 的 情况 , 可 以 直接 作 其 右 氢 基 本 解 而 不 必 通 
过 伴 帆 算 子 .定理 的 其 余部 分 是 朋 亚 的 。 定 理 证 毕 。 

现在 再 加 到 映射 S^ (7.2.31), 并 且 先 讨论 相应 的 映射 $ 为 全 
HRA RAER. 

pi 7.2.13 .$ aei Z 有 右 氟 基本 解 .到 。 lar 在 
€'(0) x é'(80, C^) 中 的 正 交 补 合 Fe) cn(09, C) 
rh, 3€ o XU RUD 3 Imse 为 闭 且 有 有 限 的 余 维 数 ， | 
DOCE. JB ACT BC, C% Calderon 投影 子 ， 它 是 一 个 产 X 2m 
知 阵 、 其 元 素 (BC), € L' 00) 是 适当 的 经 典 拟 微分 算 子 。 
因为 6 的 主 象 征 c( E B C" 到 的 定义 域 D+(x',5) 上 ,所 以 
BC: 的 主 象征 之 全 射 狂 就 相当 于 的 全 射 性 。 故 由 定理 的 假设 知 


D 直人. 为 有 E 8 不 是 有 界 的 、 类 似 定理 昌 仍 成 立 > "— n 


所 以 (2 R*) c822* 是 ARDEREA AE DO Ri 按 渐 近 展 
k-D 
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BC 是 Douglis-Nireoberg 意义 下 的 右 构 贺 组， 从 而 有 右 氢 基本 解 
4 (A), 444€ LUGO) 是 适当 的 经 典 拟 微分 算 子 : 
BCoA = I + R,, R€ L'7(80, C^), 
、 现 在 定义 24 :C(0) x C80, C) > CD) 如 下 ,并 证 
明 它 是 c Wadi. 
€ d. = (QO + OČA 一 By[oC71o)yo。 qa. 32) 
Q 是 工 的 拟 基 本 解 ， 它 是 一 个 适当 的 —2m 和 阶 经 典 拟 微 分 算 子 .。 
宙 前 述 关 于 体位 势 与 曲面 位 势 正 则 竹 的 定理 7.2.2,7.2.5 可 知 这 样 
定义 的 算 子 A 是 一 个 连续 映射 . 
为 了 证 明 2-4 Rom DEWEKE, EET E LOREK 
解 , 从 而 LO =I + R, A 是 BC REMER GEERT) 从 而 
BCoA 一 上 十 Rs R 与 Ri 均 为 正则 化 算 子 CL” 算 子 )* 不 过 RA 
矩阵 算 耶 而 及 则 否 ， 于 是 作 多 .好 ,并 和 由 v 的 定义 (7.2.31) 有 
dedii) = (Los + L(QLACG—BvQIUPl12))0 Br(Q(CfO 
+ [QEAQg — BYOLPIo Hao). — (7.2.33) 
LOG) =P + RCP), LtoZA(g 一 BrQUf1,)]o = Lag 一 
ByO[f12) + REACg — BrQUPTD. Ei4(g—BrQiflo- 
te, lij we c7(90, C") 而 
Lw 一 ze 2 Las (x, Dj )w;DEe(x.), 
$ ARAL Gm 
Am Ewlo 一 0， 再 由 Calderon 投影 子 的 定义 ,Co — = "GLO 
GE X 7.2.9), 故 
l BL — BrOÍf'12)1o = BC - 4(g — BrQifio 
` > =g — ByOQlflo- Reg — BrOIP12). 
代 大 (7.2.33) 邵 有 
(人 一 (人 二 RD)lo 十 RZ4CE 一 B7e[P]lo)1og 
+ Rg — BrQUP12)) 
- (f, 8) + S.D. (7.2.34) 
这 里 
(fg8) = ((RELACE — BrQIf12o) + RCPDs, 
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Rlg ~ BvO(12)). (7.2.35) 
 méthneus R 是 正则 化 算 子 ,在 (7.2.35) 中 Rig, RLAg 
KRO 分 别 是 由 多 "(80,C”) 与 名 《9) ~ (9) 的 连续 映 
3j. 这 是 容易 看 到 的 。 此 外 fi->7C0[f]o》 则 很 容易 拓 轩 为 
Z'(9)9i ZOA, C) 的 连续 算 子 《定理 7.2.7 的 证 明 )， 因 为 
v,20 的 阶 数 为 j 一 2m 委 一 1 G= 0,1,-**,2m — 1). Mati vo 
与 RB HESA RBY 及 以 与 REA4B 的 左 复 台 都 是 由 DA 
3j cw~(89;Cr) 3 CRY 的 连续 映射 。 所 以 9 是 正 刚 化 短 子 ， 
而 m4 —144,.20€ 9 ISBXUEXW. 

最 指证 明 有 关 MY HER. BERS I8 — S RURCRI A. 
(mt )*Bf ker. Ame oue oc 1-- EH wg =R, 
Bias e. g)€ker' ， 应 有 

‘(+ ‘BX, 0) = 0, 
Hl (og) 一 /入 (jyg), 但 ' 缠 与 统一 样 是 正则 化 算 子 。 所 以 
(fg 一 —'X(.,g)€ COCO) x C*(89, C^), Zi Qo RI 
SEXO RE ERCIDEBS EUSECTUEOO ECCE, 由 Riesz-Schauder 
理论 知 dO 十 ASIBECSURTR ABC, o 1c 92 UR 
Im£ —Im(1 + R), AA codim(ImsZ ) s& codim(Im( 1 4-22 )), < 
+o. Ims JHE SORORE RENS PA RETE. 0 

现在 在 Sobolev 空间 上 考虑 边 值 问题 {7.2.30)。 设 有 m S 
2m 使 得 如 果 km m, j=, 1 天 一 1， 则 Bi 一 0， 因 此 
(7.2.30) 898. ; 个 边 值 条 件 对 D, 的 阶 数 不 超过 m' (而 对 一 切 Dis 
… 对。 的 总 的 春 数 本 超过 .2 )。 因 此 ,只 要 ue D(a) 在 99 上 
有 直到 m' 一 1 阶 的 迹 . Brw 总 是 有 定义 的 ， 因 此 , 若 xe D'a) 
可 以 拓展 为 多 “(RBR") 中 的 元 ,而 且 Pu EHL), s >m — 2m— 
1/1, 由 定理 7.2.8 89 Gi) 知 Bra 是 有 意义 的 。 这 样 我 们 可 以 考虑 
£T 
L not Hol) -> Hil) x HECA), 

ul—(Lu,BvYu). . 
这 里 我 们 假设 s > m'— 2m 一 1/2 使 Bra 有 意义 ,而 且 记 


EXT 


H'-*-(890)-— Ti H4; (80), 


XT VRAT | 
定理 7.2.14 设 是 全 射 ， 若 :5oeR 而 :> w — m, 


a € s d- 2m, WZ, TORRE o uus 
td LL IU) x Ho 3089) 9 m) 

是 连续 映射 ,而 且 Loak ia — VR Rrr Roa EH HOD) X 
H'-*-$(89) 到 C7(9) x C"(89, C^) WER. MS s d 
Hg, l R’) X H7*4*5(89) 中 的 正 交 补 与 Im HEZEA. 
当 如 为 有 界 时 mf. JAMES Ims 有 相同 的 有 限 余 维 数 ， 

d. 设 feHt (OD) 可 以 连续 拓展 为 JE His(R")。 08 
《7.2.32) 定义 A no EX P DAT. 由 定理 7.2.10 的 (以 及 5 — 
sd-2m 可 得 .2,,。 的 连续 性 。 重复 定理 7.2.13 的 证 明了 又 可 得 
S EKR, ME (7.235) m E f A}, EREMO ME 
C"(Q) x C"(09,C^) H, 

再 看 Img. 荐 (F ,CGC) ECL EUR WS AUS SZ LC, 
G) ='Z (F , G), REM 7.2.10 的 证 明 中 已 指出 B 

(00 keg CC) x C*(99,C) Cg, zm RE SUR. 

因而 kerZo = ker' 绑 ,定理 的 其 余部 分 自明 . l 

上 面 两 个 定理 指出 了 ,3 的 全 射 性 意味 着 Z 有 右 氢 基本 解 存 
在 ,的 单 射 性 又 意味 着 什么 ?9 这 里 我 们 有 以 下 的 正则 性 定理 。 
”定理 7.2.15 (正则 性 定理 ) 设 5(x',5) EAS so 《BR 适合 


em — 2m- Z, o & s -+ 2m , I 


O X ue D(a) TAARI D'R) 之 元 且 使 Lue 
H (D), Bru eH (G0), 必 有 «veH'(0), 而 且 当 0x; 
s— 2m — 1/2 BE vj« € HCO). 
Gi) 令 o' «co, KA ORE FS RUE EECC 使 
Vul, + S Irae jaa & Ci Lal E Br«ll aia lehet 
9ei eiim (7.2.36) 
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这 里 * 适合 《iD "mit ig B. suppxC 天 。 
(ii) ker = ker CC HD), | 
(is) AIAR, krf o = kef 的 维 数 有 限 . 
WE. dd Ls —f€HQ(Q90), Jtr 6inBOS 了 E Hio(R*)， X 
& v =u — (Qf)os 有 Lv 一 1 一 L(07)o 一 一 (Rj)g — 9. BW 
为 RAE C“(5), 由 定理 7.2.8, v dE OQ 上 有 各 和 阶 迹 ,而 且 Le) 
%9 十 人 (yy)， 用 马 从 左边 作用 于 它 即 得 
v = (QCg'))o + COL(ve))o — (R'G))a, (7.2.37) 
这 里 OL 一 了 十 R', 由 Calderon. 投影 子 的 定义 ， 
( — C)» = Y(Q(o)Do — YR'())o. — (72.38) 
因为 eec^(2), 所 以 rC) € C7(899,C"), Mif Ex 


HEF c9, 07), (' » ^re c C*(89, C")eH-*-«(02), 


(^, ys (^ moo (注意 Calderon 投影 子 的 
对 角 线 上 之 元 是 零 阶 的 )， 它 的 单 射 竹 意味 着 若 we Cm 适合 
1 一 er) pM I= ewh 
( TERS) jemo ga w= o 但 由 人 LERS, n 
首先 有 《1 一 ex, 如 ))w 一 0 或 w = ela, Jw Clme( E), 
而 bw 一 3w. 而 由 Sw 一 0 有 w OREL EOM. ELA 

1—€ x 
成 立 的 。 所 以 (”。“ ) 在 3 为 单身 的 假设 下 是 Douglis-Nirenberg 


意义 下 的 左 椭 回 组 ， 因 此 它 有 左 拟 基本 解 存 在 ， 由 此 很 容易 得 知 
rv € [[ Ona). 由 《7.2.37) 以 及 定理 7.2.10 H G) 即 知 


v E HiO). fiie 一 v — COF) |a € H2"(0), AT u e Hz. CO), 
关于 ov 的 结论 则 得 自 迹 定理 . (D 于 是 得 证 . 
为 了 证 明 Gi), ANE Z EMERE AMA, di AL = 
14E, 9) 为 正则 北 算 子 ,有 
u = 0€ Su + Ru, 


利用 拟 微分 算 子 的 性 质 即 有 
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lal. + b» Mrs 4-2 X CC] El. am 


+ ||Brall, pe Hull. 
因 0 一 2m x s B4 (7.2.36), 

(iu) 可 由 G) 得 出 ,因为 这 时 Px 一 0 从 而 对 一 切 * 有 Puce 
HiCQ), IB USE—U) o s d-2m 有 Bru = 0€H" ^""(89). 
于 是 «€ Hu) 对 一 切 o moz Bits A E SRBU QS. 

Giv). 由 HL =] + R, XP wCker£É.,— kertZ, d 

u = — Bu, n € C”CŪ). 
但 对 于 有 界 的 0, R 作为 一 个 具有 CT 核 的 算 子 是 一 个 紧 算 子 ， 
从 而 kerS RUE IRAE, 证 毕 . 

”在 进一步 讨论 达 信 问题 的 可 解 性 之 前 ， 先 要 作 一 点 重要 的 说 
明 。 不 等 式 (7.2.36) 对 于 椭 辐 算 子 有 着 基本 的 重要 性 。 它 就 是 
$ 1 中 的 整体 正则 性 定理 (定理 7.1.6) 与 不 等 式 (7.1.24) 的 精确 化 ， 
不 等 式 (7.1.17), (7.1.20), (2.1.24). 53 (7.2.36) 都 称 为 粮 园 性 不 等 
式 , 用 拟 微 分 算 子 来 证 明 是 很 简单 的 ， 因为 设 酉 圆 拟 微分 算 子 4 有 
EMAKE B LA ZRO k Nj Bd —k MRF RHE we Hr 
《例如 设 we CF(9)) 应 有 

u = Bu + s, 
Viet Re Sobolev 空间 上 的 作用 定理 
]Pel S Chol VEC, s ER, Pe€r*, 

有 l 

lad, < CO Aul. + ul. ts. (7.2.39) 
可 见 酉 贺 性 不 等 式 可 以 看 作 是 与 执 微 分 算 子 在 Sobolev 空间 上 的 
作用 定理 相对 应 的 结果 。 更 重要 的 是 ， 查 圆 性 不 等 式 实际 上 刘 刘 
了 椭圆 算 了 于 .确切 一 些 说 ,由 (7.2.39) 可 得 出 4 为 椭圆 算 子 。 事实 
上 上 ， 令 4 的 象征 为 alr, E), ERIE XK alx, D. 令 u(x) 一 
s(r)e UE ER',A€R,. ACE) — €(5 — AD. 因此 


"EL CHE | eta talx, DAC — 站 Ja 
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e (ste 7i ier + AE) Vim 


= Gi eitn tale um + ADD. 
用 a 的 渐 近 式 代 人 有 
eU Aule) = a(x,U)v + O(17), 
再 将 dn 代入 (7.2.39) 易 得 


£P feas < C | Lee as. 


由 的 任意 性 立即 有 Cla(, g) > |51* BL ADOBEIRET. DÀ 
上 的 讨论 虽然 不 是 很 严格 的 。 但 容易 由 此 理解 上 面 许多 定理 的 基 
本 思想 。 特 别 是 由 解 的 先 验 估计 转 到 算 子 象征 的 估计 ， 我 们 这 里 
直接 引用 了 Harmander 的 文章 [6] 而 未 作 详细 讨论 。 建议 读者 就 
这 类 问题 读 一 下 Fefferman 的 极 有 启发 性 的 文章 [2]。 以 及 Fef- 
ferman, Beals 等 |1]. 

现在 青 回 到 过 值 问题 (7.2.30) 上 来 。 上面 已 经 看 到 ,2 为 单身 
HAS. S 都 具有 梢 贺 算 于 的 一 些 特征 福 质 ,自然 应 该 把 为 
单 全 射 时 的 边 值 问题 分 出 来 作为 一 类 ,这 一 类 就 称 为 椭圆 问题 ,或 
者 在 有 的 文献 上 称 为 强制 问题 或 Monari 类 型 问题 (因为 首 
先 这 样 区 分 的 , 隐 Jlonaraeckwik[1)). MA E viaa S], P AM, 
必须 x 一 吉 , 因此 椭圆 问题 中 边 信条 件 的 个 数 愉 为 算 子 阶 数 的 一 
x. 

现在 讨论 (7.2.30) J& WS ESTO 2E EAR VE. SRE 
标 使 9 在 89 -一 点 ( 设 为 + = NEE x, > 0, 而 0 是 x 一 10， 
WAF LERE LKx,5) = Le, ras 8.5.) (OQ 上 可 以 作 
因子 分 解 
LNA, O, E's En) m e IT 0. 7 068001 T és 707.1 


= cp'(' E EnD (X EE). (7.2.40) 

这 里 Imr; > 0, Imo; < 0。 HF ELE LES ABL T, 所 以 

vj 530; 各 有 普 个 。Bix 的 主 象征 记 为 biles E, 则 边 值 条 件 的 
a 468 * 


形状 成 为 
Bu = 5 bale De)Dtule 0), j = 0,1, m — 1,(7.2.41) 
其 主 象征 为 
bC, E, En) = m ban E ER. 
将 5; Ao ERED 5, T ; 记 其 余 式 为 
| BG ELE) 一 Die, EERO (7.2.42) 


由 “的 定义 以 及 Imc(x',£) 一 D* 6,8) I0, P6 A R76 
分 必要 条 件 是 ,下 述 问题 

L'(z', 0, £', D)U(x,) = 0, 

bx, E, DU Cen) ane = 0, 0,1, -—1 
在 x 之 0 处 为 有 界 的 解 必 是 U — 0. {8 (72.43) 是 关于 r, tI% 
系数 线性 常 微分 方程 ， 所 以 可 将 L 分 解 因 式 而 知 ; 所 述 有 界 解 即 

pC, 0, 8, DU— 0 
的 解 ， TA b, 用 p* 去 除 , 则 定 解 条 件 化 为 
D(x’, E, D JU, = 0. 

这 个 问题 只 有 零 解 亦 邵 ; ££) AX ANEUEDINA T 
(Gu) Gh — 0,1, m-- 1) 为 可 逆 ， RETI CALI) 为 
JIouaruuckuit mesi quisuam üJlonaTuckHE 条 和 件 或 称 
补足 条 件 (complementing condition); 又 , 凡 前 述 冠 以 JIonapssexuit 
的 命名 在 许多 文献 中 也 都 冠 以 Jlonarmackuti-larpo (Lopatiasky- 
Shapiro) 之 名 。 总 结 以 上 的 结果 ,我 们 给 出 

定理 7.216 在 以 下 条 件 下 : 

O BH. 工 是 适当 椭 锅 算 子 ; 

Gi) Jloravmuckmü REER): Jlonammackwiü RET; 

Qi) 8 是 有 界 的 正则 开 集 ; 
定理 7.2.13,7.2.14,7.2.15 均 成 立 ， 特别 是 边 值 问题 (7 2. 30) 有 有 限 
的 指标 ; 


(7.2.43) 
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index Z = dim ker £ -dim coker f 
l = dim ket Z -codim Im < +, 
”5, 一 些 例子 .现在 要 将 上 面 的 结果 应 用 到 一 些 具体 的 边 值 问 
mE. 
(1) Dirichlet 问题 。 仍 设 LEME HALT, Diriehlet [n] 
题 就 是 
Lu =}, Æ a 9 
Yit = gj, ÆA EF, j—0,0,-7:,m— 1, 
FTE n= m,m = m, Bia c BI. RATAR 
定理 7.2.17 Dichle 问题 (7.2.44) 是 椭 贺 问题 , 相应 于 它 的 


L A Lp pae 8 € 2m 9 0 8 FOU RUB TR 


IIRVEIBISES, d$ LIEGEN EVPESRUARERIIU S Q 为 有 异域 时 ， 
183529 0, 因而 Fredholm 择 一 定理 成 立 ， 

. 证。 采用 上 面 的 记号 ,我 们 有 6,4 G-9,1,*, 
m — 1), Pr(x',0,5',54) 是 5 的 次 多 项 式 ,因此 bi 用 p+ 去 除 
的 余 式 仍 为 总 B. j^, E) = E — 2 RES IEA BCE) 一 
1; 它 当 然 是 单 全 射 , 由 定理 7.2.16 即 知 (7.2.44) 是 酉 圆 问题 i 
QAI. 与 经 ,。 有 根 同 的 有 限 指 标 。 

-为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 来 讨论 ker, I 的 定义 是 ， 
(Zu, (F, G)» - (u,'g(F, 6) 

KE a€C"(O), Zu —(Lu,Bv«) € C(O) x c"(00,C^), A 
it G,G)edZ'(9) x £'(009,C), 而 '(F,G)ed' (O0). A 
易 算 出 


(7.2.44) 


L (F, G) —'LF + S,'Bi4G;Dié(s,). 
bk 


'LEÉLEDÉAAORWT, B; 是 Bi 的 形式 转 置 自 子 。 在 我 们 
的 情况 下 ‘Bir 0,1. HL EZ HERE ZU 

'L(P) = LIY + arf), 
局 部 地 
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(ri) 一 2 5 LITE D,OvieoDkis(x,). 


E itk+igim 

这 里 rml) A0, AHL (SE BEBE, H S 应 用 定理 7.2.15 
4E (F,G)€ker SZ, 必 有 Feco), GE C"(89,C*)， 因此 

ker' = {(r,0); ‘LF = 0,g(YF) + 3 gi Dis 一 o}. 
利用 sr F) 的 表达 式 即 有 

yi 一 4 0 I m —1, 
Gj 一 —&(rF) rh Dio 的 系数 . 
这 样 ,我 们 可 以 得 到 一 个 同 构 关系 : 
ke'& c (f€ CAD), ‘Li = 0, vf —0, 0j n—1] 
~ {j€ C"(9):L*j —0,rjf—0,0«j«m-— l}. 

这 里 我 们 用 到 了 “Lf 二 LU. 因此 车 工 是 形式 自 伴 的 : L-L*, 
必 有 dimker 经 = dim ker. Jmm 4g 为 有 界 域 时 ，indexL 一 
0, 

HA LERRA. H Girding 不 等 式 

Re(Lu, u) + A(u, u) Ze celui, u € RCO). 
EHL = L 十 2 代替 工 , 则 由 此 式 有 kerS = (0). HR'L 也 适 
合 上 面 的 不 等 式 , 所 以 kre’ = 10}。 从 而 inex” = 0, (RUE 
记 4 一 m. S. (L 相应 于 L') 有 
dm) — H'CQ) x HAO0), 
f (Gf,0), 
故 由 Relich 引 理 4 是 紧 算 子 。 由 于 对 一 个 算 子 加 上 紧 算 子 并 不 
改变 指标 ,所 以 
index& = index n = index, — index E” = O, 

2. 解析 函数 AME. 为 篇 单 计 设 2 一 R EAM lele 

1, L= -È = (0, 十 i9,)， 它 是 一 个 本 网 算 于 ,但 不 是 适当 精 


贺 的 ， 我 们 现在 对 它 也 重复 本 节 的 作法 ， 并 且 每 出 一 些 重要 的 结 
论 。 
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&—34 55 证 明了 2 Ê. ô + 的 基本 解 是 z-Au 的 基本 解 是 
一， 并 且 得 出 "aud (i 5.19), 
因为 部 不 是 适当 检 贺 算 子 。 本 节 的 建 论 不 能 完全 适用 . 但 
arene T 各 焉 中 我 们 并 没有 用 到 适当 榴 圆 性 ,所 以 那里 
的 结果 仍然 是 适用 的 。 
首先 来 看 胱 婚 公 式 。89 的 外 法 线 方向 是 n, DEE s= r6, 
于 是 


8 1 elð 8 
了 一 一 一 一 »(8- .- 2). 
Əz 2 3 Br ir 


因此 ,注意 到 D, — D,, 有 
Iru Morum > Liari 四 (一 D talr) 


F ts el 
:一 f v698(r), Lies ule 
所 以 曲面 位 势 应 该 是 
V(s) = CEx Lvu)lo 


En Md 


2m: J90 1 
-工人 zw ,se 
Zwi 90 1— x 


为 了 定义 Calderon 投影 子 C. PHAR YV(z). 4 n € 02» 
我 位 有 


V(2) = «G) 十 +f noc etad ,, 
2x; Jo9 1— E 
一 p(z) + Limf s) — (n) 5, 
2z1520 |, - rmz P 
C4 是 0Q LEEA z 20h e TTN ELECE 
的 曲线 ， 因此 , 当 有 AERAR 有 


YV (z) -—— zr) + v.p. | s 


Ld 
62 gy 
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这 样 即 司 得 出 Calderon 投影 子 
C.C*(89) > CAA), 


e (T+ H)v = Y|CE* Lv)5]. 


RE Ho) = E vp h SO 称 为 相应 于 单位 加 的 Hilbert 

变换 . | 

我 们 来 计算 CY 注意 到 rE Lo] 是 一 个 全 纯 函 数 

os) = (Ex e)a KRE ATOL Cuucky 公式 有 
(«Livy = + | fM v), 


4 Joa 了 上 一 
BD 
Cv = CV — r[(CEXLV)g] 一 vV 
= r[CE*L»)5] = Ce. 
亦 即 C'— C, WAME Calderon 投影 子 确 实 是 投影 算 子 ， 组 


由 C — o EH. 即 有 


Lcuy-lQ1HH)- eH) 


ZR BB 
HU Em 
这 是 关于 Hilbert 变换 的 著名 公 
ht 人 
R të «e C0), mH 
slao 7 v, v 为 已 给 疯 数 . 
HERR "应 用 分 解 公 式 (7.2.5) 一 一 到 是 第 二 章 中 的 式 
(2.5.19) 一 我们 有 
ulz) = (ExX*Lvu)o, 2 €Q, 
因此 上 述 问题 若 有 解 DE 
v Y[CEx Lru)g] = Cu, 
从 而 


985 


0 + Hy = Cv = Cu~— Cu =v, v= Hv, 
反之 , 若 v = Hv, ije = i 4: Hy = Cv- Y[CE x r)a) fé 


全 纯 函数 CE Lo), 一 二 | 


.01 


LOL C. € 0) 的 边 值 ,而 
-lil[ rd 
l ou zs LSR 
就 是 这 个 边 值 问题 的 多。 
总 结 起 来 ,我 们 得 知 , 上 述 忆 题 有 解 的 充分 必要 条 件 是 。 一 
Hv ,而 这 时 它 有 唯一 解 
u) = È | 1695, Le o, 
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C"(2)). 这 里 我 们 看见 , Fredholm $& — EE A sr 8g. 


$3. 椭圆 算 子 的 指标 


1. 指标 的 一 般 知 识 .。 上 节 中 我 们 已 看 到 ， 祷 圆 算 子 的 边 值 问 
题 的 可 解 性 是 一 个 很 复杂 的 问题 : 对 某 些 边 值 问题 Fredholm f& 
一 定理 成 立 一 一 即 指标 为 4 一 一 称 为 具有 Fredholm .可 解 性 ; 另 一 
些 则 使 得 index5 < oo 但 没有 Fredholm 择 一 定理 , 称 为 Noether 
可 解 竹 (但 所 这 时 是 Fredhoim 算 子 )。、 当 然 还 有 其 它 复 杂 情 帝 , 例 
如 $1 中 指出 Buoan3e 的 例子 ,其 核 的 淮 数 为 %, 从 而 指标 不 存在 、 
在 这 种 种 情况 中 指标 是 一 个 很 基本 的 概念 。 实际 上 、。Noether[1] 
在 1921 年 就 已 对 奇异 积分 方程 指出 了 这 种 复杂 情况 .Hausdorff 在 
[11 中 第 一 次 试图 对 此 建立 系统 的 理论 。 以 后 ,联系 着 奇异 积分 方 
程 和 解析 函数 的 边 值 问题 ,计算 了 许多 关于 指标 的 实例 (这 方面 的 
工作 可 见 Mycxemuusmaa (Muskheishvili) [1] 和 Bexya (Vekua) 
[1]). 这 样 Terpana Æ 1960 EHT 38 Pr XE -Ae 
不 变量 ， 并 且 提 出 了 梢 网 算 子 的 同 伦 分 类 这 个 深刻 的 思想 。 当 时 

LE 


有 很 多 数学 家 考虑 这 个 重要 问题 ,后 来 终于 由 Atiyah, Singer 在 六 
二 年 代 中 期 取得 了 突破 ,得 到 了 著名 的 Atiyah-Singer 理论 , 见 
Atiyah fii Singer 11, Shanahan[1]. 

在 以 下 ,我 们 将 把 PsDO 拓展 到 某 些 Hilbert 空间 中 ,这 样 拓 
展 后 的 算 子 将 是 闭 算 子 ， 因 此 在 第 五 章 定 义 5.5.13 中 我 们 就 比较 
一 般 的 算 子 而 不 只 是 有 界 算 子 的 情况 给 出 了 Fredholm 算 子 和 指 
标的 定义 、 现 在 我 们 来 讨论 其 一 般 的 竹 质 。 

定理 7.3.1. iE H,,H, 是 Hilbert 空间 。 4:H, >H, 是 闭 算 
子 , 则 

kerd = (1mA*)*, ImA = CkerA*)+, (7.3.1) 
ker.4* = (1mA4)*, ImA* = (ker), 

证 . id4 5 4* 的 定义 域 为 多 (A), DCA), W 

(Au, v), — (u, 4*, v), uE DA), v € Z( A). 
G2. 与 (分别 是 已 5s Hi 中 的 内 积 。 改 若 € (1 4* )^ Bi EX 
H (Au, oz) 一 0。 但 是 CAT) EH 中 称 密 ?, 故 du 一 0 BO 
u €ker4, FÆ (ImA*)^ Cker4, kerc (ImA*)^ 是 显然 的 。 所 
VÀ ker4 = (Im A*)7. HÆ ker4* 一 (Im4)*。 双方 取 正 交 补 , 注 
意 到 Im4 与 ImA* 不 一 定 是 闭 子 空间 (但 ker 和 ked" 一 定 是 )， 
可 得 (ker4)+ = ImA*, (ker4*)* = Imd. 

与 求 拟 基本 解 时 过 到 的 正则 化 算 子 刃 相 类 似 ， 在 这 里 引 人 
“正则 化 子 ” 的 概念 是 有 用 的 .这 就 是 : 若 4;: 吾 一 已 为 闭 算 子 ， 
B .Hi 一 H, 为 有 界 算 子 且 B84 —1—K, K;H,—H, EKAT, 
则 称 为 4 的 正则 化 子 ， 

正则 化 子 的 作用 表现 在 以 下 定理 中 : 


D 为 了 使 4* 有 确定 的 意义 必须 要 多 (4) 在 开 HAE. AL, ox SNC BE 
T (4) dEH, PRE. CA) E H, HAt NERT: Wb ei) 
H,rpoRRAm, WLEG (+wEH, 使 

(w, A*u), = 0 = (0,4*9),, e € 2C A49). 
HR GCA) E ARIES GAY) 一 (C7 *v,0),» € (4*)), WI CO) ETG 
(49), BÆRI HXH, 一 GCAYOG*CAS), i Cow) ECCA). T w = 
da = 9, 这 上 与 wE F. 
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定理 ?7.3.2 HAF 4: H, 一 H, 有 正则 化 子 B 存 在 。 则 
dim ker < 十 co ME ImACH, 29D). 而且 有 常数 C 存 在 使 
luih < ClAuls, «€ BA ert). (7.3.2) 
TE 4* 同时 也 有 正则 化 子 B' 存在 , 则 4 为 Fredholm AF., 
证 。 设 若 dim ker4 = oo, 则 由 Schmidt 正 交 化 手续 ,可 雇 找 
到 ke4CH, 中 的 一 个 就 范 正 交 系 leg 一 1， co)， 由 正则 


化 子 B 的 存在 有 
0 一 Bu; — Hj — Kuj. 


但 {wi} RARE elh — 1)， 故 由 大 为 紧 算 子 ， 不妨 设 {wj} 收 
S: uj, leh = lim ull, 二 1。 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 [n — 
mli = lli + Hali = 2 所 以 dim kerd < co. 

Zi (7.3.2) 已 证 ， 即 可 推 知 Im 为 闭 。 因为 取 imt 的 一 个 
Cauchy 序列 [4w]p-v€H, 有 u= utu, uc A)0 
(kerd), uj € PCA) (Aer A^, 而 Aui = du]. 但 是 

lu? — we ls Claus — Augl 0, 
从 而 s, —> wE H, Au; = Aui —> v E H, AF ADOBE v 4 BD 
v €Im4, JAifg Im4 ŻA. 

”最 后 用 反 证 法 证 明 (7.3.2》。 设 它 不 成 立 , 则 必 有 序列 {wi} 忆 
GOD NA ker )* 使 juil, = 1 4E aulam 0. 应 用 正则 化 子 有 
Wi — Ku; = Báuj— 0. 因为 玉 是 紧 算 子 |lel] — 1， 所 以 不 妨 设 
Ku;— e € H,, FJ Wj; 一 w E(ker4)!。 但 男 一 方面 4z; — 0,0 
由 于 4 是 闭 算 子 有 Aw = 9 即 w€ ker4， 因 此 w € ker PY (ker4)*, 
w 0,iX 5j a; 一 w 从 而 lwll; = tB. 

对 4* 应 用 同样 的 推理 又 有 dim kerA* < oo .从 而 

codim ImA = dim (ÍmA)^ = dim kerA* < oo 
而 及 为 Fredholm WF. 定理 证 毕 ， 

其 实 这 个 定理 的 道 也 是 成 立 的 。 

关于 Fredholm 算 子 的 积 则 有 

定理 7.3.3 JXbH,, H,, 局, 都 是 Hilbert 空间 ,Pi:H, 一 H;, 
P,.H,— H, 都 是 有 界 的 Fredholm 算 子 ,而 且 P;QPT 都 有 正则 化 
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Ta 040; — 1,2), iXX] P,,P; ZE P = PiP, H,  H, 也 是 
Fredhoim 算 子 , 面 且 
index P == index P, 十 indexP,. 、 (7.3.3) 
证 . 4 8 — 0,0... 0' 一 0291， 很 容易 看 到 8 与 8 分 别 是 
Pt P* == P+P# 的 正则 化 子 ,。 由 定理 7.3.2 PÆ Fredholm 算 
d. 现在 兵 需 证 明 式 《7.3.3)， 为 此 年 以 下 空间 的 正 交 基底 
kerP 一 (ImPy) = [pis 04t 91), 
(Im P,)* = ker PI = (pr, cc pr}, 
ker P, = (ImP)* = (4i, «ds, 
(Im, = kerP? = (f, ns D 
注意 到 
kerP = kerP, + kerP,N\(ImP,), 
而 且 因 kerP,f|lmP, = {0}1， 上 式 是 直 和 分 解 ， 因 此 我 们 只 需 研 
究 第 二 项 的 维 数 即 可 得 出 dim kerP. 因为 
H, 一 Im P,Q(ImP,)* 
将 kerP; 的 基底 中 之 每 个 元 d EHM HRF. Ha mP) 的 
Fourier RAE (4, pu. 如 果 由 它 所 成 抢 阵 的 秩 为 1、 则 lo, 
t, dn) BE h 一 2 个 线性 组 合 对 g 灶 的 Fourier 系数 为 0, 而 其 
它 的 独立 组 合 均 不 如 此 。 所 网 l 
dim ker P, (1(ImP,) = h — rsnk(($;, Q1), 
dim ker P =} +h — rank (b př). 
对 P* 一 PIP? 应 用 这 个 推理 又 有 
dim kerP * = if + if — rank((gf , Pha). 
因此 l 
index P == dim ker 一 dim(Im P)* 
= dim ker? 一 dim(ker P*) 
= (1 3-5) — «HH 十 I) 
= indexP, 十 inoex P;, 
AFRIKE TET HUM ACT. 4€ LLQRO, R 
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们 要 把 它 拓展 到 一 个 Hilbert 空间 所 上 去 ,使 之 变 为 H — H BS 
射 ， 这 个 招展 就 记 作 (47)6s，(4)a 一 定 是 闭 算 子 , 因为 假如 原来 
4 定义 在 锣 (CR 上 ,所谓 可 以 拓展 到 一 点 « € H , 即 设 有 一 个 序列 
«€ DR), du; 一 ze 一 0 而 As — wlls 0, sw € H, 则 定 
X du= w., U FRIK ARE LR) 一 H 上 去 ,于 是 所 得 
HARIS (es, 其 定义 域 是 {u € L'; 4u € L*). 

A 4* 是 4 的 形式 伴 算 子 


(4*0 AC) = Q7 (È ea, Dit, 


则 我 们 有 
定理 7.3.4 若 AEL), M A*L pR Aae 
是 4 的 伴 算 子 的 拓展 。 
(Ap CCA"D), (7.3.4) 
UE. E294 (R')C ZA) C L'GU), KAH € 2 ( 4209 
(u,4*») =: (dAu,v) e (u (Aer), uc DCR’), 
这 就 是 说 在 D (R) 中 4*v 一 (4)*v, 但 由 此 即 知 。 若 (40:)* 
veL’, JH A*v€L', B. (A*)pe = A*v 二 (Ax)*v。， 因 此 
£C Av)C d (7*0), 而 且 (7.3.4) 成 立 . 
现在 要 间 何 时 (7.3.4) 中 有 等 号 成 立 ? 这 恰 与 也 的 亚 猜 加 性 有 
关 : 
EM 7.3.5 若 AEL) EA 
loCAXx, £)1 ze C1 十 1E, m' m, |El 充分 大 
[0:0:a( 4)(x 8) /oC AX £2]  CCIH- LE |n 0*9. LE] 3g XE 
(Bx XE 5.4.15) 的 条 件 (H), CH), MAR 
(A4,* = (A*t, (7.3.5) 
特别 当 ACLL/(QR) 时 上 式 恒 成 立 . l 
UE. 3ERR 7.34 中 已 证 明了 《4u)*CCC4*)i,， 所 以 只 要 证 明 
相反 的 包含 关系 即 可 。 在 定理 的 条 件 下 。 可 以 证 明 4 有 Liz 35 
(MPRE L 类 ) 报 基本 解 8 存 在 ，1 一 B4 十 RCREL-”)， 今 
Hi oe DUANE XDes" BA lg] s 1 时 XC(8) 一 于 于 
24785 


是 有 Z= eD) EL, AHER we LH Xwe HCR?) EL 
在 取 uE DAt), 
(Gu ,A* v) = (Až, v) = (AX {BA + R)u,v) 
= (AX,B(du),v) + (AX,Ru,v). 
由 乘积 公式 ， 


oC, B) ~ D) 3 ez GODIGE) * DICB Xa E). 


但 是 当 &— 0 时 很 容易 证 明 当 x € K (K JEAERE'ERAEO mi 5| «C 
(C 是 任意 常数 ) 一 般 地 有 

OF Do( ALB)— 8tDfo(4B),. 
同 祥 olAX。R) ELBE ES T CAR), FATER L^ 意义 
F Xt >u, AX.B( Au) — AB(Au), AX Ru > ARu, 而 由 (7.3.6) 
可 得 


(u, d*v) = (AB(Au),v) + (ARu, v) = (Au, v) 
对 于 we 2B(4o) Har. 因此 ve 2(C4)*) 而 得 
(AJEA. 
在 AELS 的 情况 下 , 则 利用 交换 子 关系 
(Xu , 4* v) = (X du) + (( AX, — X,4)u,v) — (Au, v). 
同样 可 得 (a, 4*v) 一 (4w,v)。 定理 证 毕 . 

系 7.3.6 着 4 适合 定理 7.3.5 PREE eC (E) 为 实数 ， 

WE R = 二 (4 十 4*), Re 是 自 伴 算 子 而 且 
A — R E LZZ ^ (R), 

d. oO ~ E - O:DtpCe, D[2 也 适合 上 述 条 件 因此 
(Rp 一 《Rae)*， 但 RR 的 形式 伴 算 子 R* =R, MA Ru 是 自 伴 
的 。 其 余部 分 易 证 . 

2. 指标 的 稳定 性 ， 若 4:F -> H, 是 有 界 的 Fredholm Xf, 
其 指标 在 以 下 意义 下 是 稳定 的 ， 4 + eB 当 了 是 有 界 算 子 而 s 充 
分 小 或 当 s8 是 紧 算 子 时 与 4 有 相同 的 指标 。 这 个 结论 可 以 在 一 
般 泛 画 分 析 书 中 找到 ， 但 现在 我 们 将 对 闲 算 于 证 明 一 个 类 似 的 结 
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论 , 对 于 有 界 算 子 上 述 结论 可 以 自然 地 看 到 . 

定理 7.3.7 设 {P,},0 EEATT: P, H o> H Hoth 是 

Hilbert 空间 , (P,) 的 图 象 

G = {Gu Pn) t€ l, u € H,, Pu € Hi) (7.3.6) 
f IXH XH Hp, 1—(9,1. 车 有 一 族 有 界 算 子 10::H, 
He 和 一 族 紧 算 子 {KH — Hh 存在 , 且 OQ, t 为 强 连 续 
且 一 致 看 界 ; [QIS M, K: xr ESTHER, Q,P,CI—E,, 
Wi P, 必 为 平 Fredholm $F, mE. indexP, Æ: EF 85 E2£XESEDR 
数 ， 若 对 {P*} 也 有 适合 类 人 羽 条 件 的 QK 存在 , 则 P, 是 Fredholm 
算 子 ,而 且 indexP, 一 一 indexP* 与 + 无关. 

WE. O, 就 是 P, 的 正则 化 子 ， 疏 由 定理 7.3.2 ImP, 为 闭 而 且 
dimker P, 一 co 《ee D), 这 就 是 P， 为 六 Fredholm 算 子 的 意义 。 
余下 要 证 明 的 只 是 indexP， 为 上 半 连 钱 。 所 谓 一 个 函数 00€ 
1) 在 := 4 为 上 半 连 续 , 即 指 limfC) 一 一 oo ghlimfG) < f). 


在 我 们 的 情况 下 ，index P, FEE HUE (< dim kerP,)， 所 以 只 
需 证 明 对 性 意 整数 M, indexP,, « No < dimkerP:， 恒 有 
YmindexP, <No (7.3.7) 
即 可 ， 现 在 dim kerP, — No = N > 0, N « dim cokerP, = codim 
mP, RUTAR (im P,)^. RIN 3E T-25 [I 本 ,并 对 变动 的 
1 令 
N, = [ue (P), Pue Wy, 
WIES dim kerP, < co, dim W = N 一 co。 有 dimN, « dimW + 
dim kerP, < oo, 53—3 ili 
dim(ImP NW > N — dim(1mP,)*. 
从 而 
dimN, = dim ketP, + dim (ImP,) N W 
> dim kerP, + N — dim(Im P,)* 
= indexP, + N. 
[BRA : = n BE, dim(ImP, 9) NW = 0,dimN,, = dim ker Pu, RR 
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dimN, 之 limdimN,, (7.3.8) 
Tm 
即 有 dim ker P, > limindexP, + N, Jy 
€f 
No = dim kerP,, — N > lim indexP,, 
m 


因而 定理 得 证 . 

现在 证 明 式 (7.3.8)。 为 此 ， 先 用 反 证 法 证 明 存 在 一 个 与 :无 
关 的 常数 C 使 当 w cm, 时 

| Pa < C IPM (7.3.9) 
设 若 不 然 , 必 有 一 串 imi EN; ^ li 让 一 0 而 IPs; = 1. 
RAW CB LER, I = [0, 1] 又 是 紧 集 , 必要 时 几 子 序列 ,可 以 
设 
g—1€1, uj—9, Pu; —> we WW. 


但 四 G 是 闭 的 ， 当 有 Po 一 w, 这 与 上 wb 一 im [Pile 一 1 F 


IB. 于 是 知道 (7.3.97 成 立 。 
现在 即 可 来 证 明 (7.3.8) 了 ,这 里 也 用 反 证 法 . 设 有 一 上 串 n 
使 
i = dimN,, «C i l x dimN,,. (7.3.10) 
对 于 每 个 6, RN 的 就 范 正 交 系 sas zt RU (Dona) 
VEU W cB RURSUS ,因为 本 只 有 有 了 根 维 , 在 必要 时 取 子 序列 可 以 设 
Pp, > wi G= 1,2, +1) 于 是 用 正则 化 子 有 
Q,, Pini = s 一 Kun 
= uy; — ((K,, — K, usi 十 Kot i). (7.3.11) 
但 是 一 方面 i 
Q, Paoi = Q CPi tni 一 wi) 十 Qw Qu Wis 
另 一 方面 由 于 [EK,— K 一 0， 又 由 天 是 紧 算 子 可 以 认为 
Ki “vi >r EH, 代 人 (7.3.1 1) 求 极限 有 


Q wi = lim(u,,; 一 Kwi) = lims,; — vj, 
id limus, = Hj; Au Quwi d vi, 很 容易 看 到 ICTE $t uu) 
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是 H PARATZ AAAGH, 知 € (P), Pwi 一 
wi€ W, BEL wj EM， 而 dmN, 之 1 十 1。 这 与 (?.3.10)》 EP 
盾 的 . 证 毕 . 

系 7.3.8 若 P:H,--H, 是 有 办 Fredhoim i F, P $ P*5 
别 具 有 正则 化 子 9, 0', 这 时 

C) EDT KiH,— HQ ROG) (SE OK, OK JE E BS). M 
P — K 4525 Fredholm 算 子 ;而且 indexP = index(P — K). 

Gi) 车 有 另 一 个 有 界 算 子 P.H, — H, 使 得 

iP — Pi < el, IP*— P*I «o'i, 
则 P 也 是 Fredholm 算 子 而 且 indexP = index, 

W. O 因为 QP 一 了 一 K,, Q'P* —1 K, Ky, KBX 
RAET. $4 P,=P—:K, WU, 0,— 0, 0; = g 分 别 是 
P, 与 PT 的 正则 化 子 ,而 且 K, =K, 十 :OK， 它 显然 按 算 子 范 数 
对 + 连续 ，K; K HOR whut. 因此 可 以 直接 得 到 这 里 的 
结论 ， 

Gi) 4 P, =P +P 一 了 ), 我 人 有 QP, = OP -- :0( P— 
P) — Lc (QCP — P) — RK, B lC — PO « lo :|S 
P| <i, Br. [7 o :QCP — POT PESE. Aie [7 二 :0(P 一 
P) “OP, — 1 — [1  (QCP — P)]JK,, & Q, (1 9 :QCP — 
P)O, K, = [1 c rQ(P — P)]^7 K,, EE 7.37 的 一 切 条 件 显 然 
都 得 到 满足 。0; 是 P, 的 正则 化 子 , 对 于 PT 也 可 煌 应 地 作出 正 浊 
化 子 。 从 而 结论 成 立 。 

这 个 结论 如 果 应 用 到 P, € LR?") 时 ,时 常 是 设 lP, Aeg) 
H sri) 连续 ,而 且 对 一 切 a, 8, 

I1 [851 ana AoC P, xz | « C 
(Q5 x di X— EK fkmmaisl 382 X)0Xx7 48 TF SIDLUEBI G Je xd 
B9. WE P, EMERE 9, 存在 ,而 县 当 x (ETE — KR K rn B IE] 
充分 大 时 有 (lga 8C 9,)(x,5)| C, (QE) 
X Gar ë) 连续 , 则 可 以 证 明定 理 7.3.7 的 一 切 条 件 都 是 成 立 的 ， 
3. Noether 公式 .现在 我 们 就 一 个 经 典 的 情况 具体 地 计算 措 
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标 , 而 且 重 新 证 明 Noethero 所 得 到 的 一 个 著名 公式 .这 个 公式 在 
奇异 积分 方程 中 的 应 用 可 见 Mycxenmiama, 

设 3 是 复 平面 C 上 的 单位 贺 周 : 8 一 {z EC, |] — 1). Br 
谓 Ae) E LCS). 即 指 g(0) — 1(e*)€ LXI),T = [72,2], fH B. 
规定 


Olo = Medeo 一 人 K, 0312) 


AMRA, LA 8 Potete. [7 v amos sn, 


2x 
+2, °), 而 且 je E) dA RTRECZ ROT JE L’ 意义 下 收敛 的 
Fourier 2&3. 
fs) 一 » cnz", ZES, 
sere (7.3.13) 
1 1 fr 
cn 一 了 上 大 zz dz = 元 人 g(0)e inadD。 


[yr] Seit ne Parseval FAWR E: 
Ifl = 2% 2; leal’ 
级 数 展开 式 (7.3.13) 定 义 了 两 个 算 子 : 
Pif(2) 一 2 az" 和 PAC) 一 My as, (7.3.14) c 
它们 都 是 没 影 算 子 而 且 互 相 正 交 , 虽 有 正 交 分 解 : 
f(x) 一 P )DP H). 
WE. (7.3.13) 对 一 般 的 *EC 不 仅 定义 了 一 个 形式 的 


Laurent 级 数 , 而 且 事 实 上 也 是 这 样 : PHG) 在 1x1 «op bul, 
PIC) 则 在 1z1 2 1 MESE E. lim P^f(z) 一 0. f*C) 都 有 积分 
表示 : 对 于 PHG) 取 r 守 1 与 1 之 1 定义 


Pii) ee > as(rz)', r < 1s 
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MEO nme m es Ka on 


Prf(z) = PN aQ(rz) , rZ, (7.3.15) 


则 它们 分 别 在 1z| < L/r 5 lal > I th ARR Parseval 
等 式 ,将 有 
| P*t — Pfliss = 2x > la |*(1 — 7^», 
(7.3.16) 
l| P^f — Pzflis; 一 2 2 la,I(1 — 77». 


由 Abd 定理 可 知 , 当 + 一 1 时 有 
lim PHG) = Pe), lim Prf(z) = P e). 
这 里 的 极限 都 在 LCS) 意义 下 理解 . 
将 o, 的 表达 式 (7.3.13) 代 人 (7.3.15) 有 


Ptf(z) 一 zx 2: f. KOC" zrhdt 
n AOE, xp 
xi f, Po lx (7.3174) 
同样 有 
PAOD = — dM orcweat 


n= 


=— È {ŒE >t 
L| Kot , lel > +. (7.317-) 


在 这 两 个 式 子 中 都 是 沿 5 上 的 反 时 针 方 向 进行 的 ， 
定理 7.3.9 上 述 P*(D.) 是 LXS) 拟 微分 算 子 , 其 全 象征 是 


«crx = itv «xot in (7349) 


,.E£«0 
Hj R*—zP*--P-, R = P* eP 是 L%S) BERTA 
象征 为 


a(R), E) = 


E 


e d ” a(R- Nz, p-[" ec n) 


EO 
SIM 


而 且 
i) dim kerR* = 0, ii) dim cokerR* = 1, iti) indexR* = — 1, 
i) dim kerR^ ~ 1, ii) dim cokecR ^ = 0, ii) indexR^ = 1, 
(7.3.20) 
证 ,因为 5 是 一 个 紧 集 ,所 以 在 其 上 可 以 作 一 的 有 限 的 C" 分 
WI pz),，…:，qpxz); 再 作 WO), -tts We) e CS) 使 在 
suppp(z) 的 一 个 邻 域 上 pl) 一 1， 于 是 有 


一 >, 9i(z)Ptpifz) + D) eG)P*G — (GG). (7.3.21) 
j^71 j«"1 


关于 拟 微分 算 子 有 一 个 很 重要 的 定理 : 车 plr), pl) Ec 
(RELE co 附近 为 有 村 ( 连 同 其 各 阶 导 数 ), 则 当 dist (suppe, 
suppy) Z Co > 0 Bb, gPo € L7, BEEd- (乘法 算 子 ) 也 是 
一 个 报 微分 算 子 :其 象征 为 elr), pP 的 象征 为 px)af P) ,5), 
EERBUAGUGBUÉ c(pPoq)-- 0. 应 用 到 我 们 的 情况 ,四 为 尚未 确 
EPt 是 拟 微 分 算 子 ,所 以 村 进一步 作 具 体 计算 : 设 有 Coe>0 存 
在 使 当 志 一 *| < Co 时 962€) * = 0,81 xj f(s) € LCS), 由 
(7.3.17) 


9(z)Psg(z) 一 + dim " DEO Da 


-21*02mi .5 


-+ eC pu 


Rus 
- |, KCz, DOA, (7.3.22) 
K(s, 6) = — x^ eG — 2)€ C"($ x 5). 


Ken Pt 的 表达 式 前 一 个 和 中 的 每 一 项 ,并 记 作 p(x)P+ 
dix pim pl) 一 1 (s — 0 EHI). pl) 一 1 Csuppp W 
35). 以 下 pd 3528 pUJ EUG € [r,r], s = e”), f) 9S 
为 Ke”) = ga), (PHN) BGA (Ate), 这 样 来 讨论 pato 
的 象征 . 

出 (7.3.17)， 
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ES 


(o4*bg)Y)(2) ES PP TELr) e" dr 


v0 

lim | 
it it 
z-e 1 #0. œ e — re 


2x 
1 lim Ü pleri: 一 rj) 


dx r--140 )— re ™) 


这 里 At) = prdel), YG) € COL m x) 选择 如 下 : M pO 
elr) 天 0 时 7Y(z 一 ?7) 一 1。 因为 不 失 一 般 性 可 以 设 o, JEC 


(1l < 三 ), 这 样 的 > 是 存在 的 ， 对 AC) 作 Pourier 变 项 有 


x rrl1-0j-o(1l — ret’) 
1 


m r. e" SICEYdE - dr 


1 " : ig i | 1 I. -iua 
— lim etmlt) 4> " 
2x r51-0 J- 2x d= 


p TUER qa. ag} A(E YdE. 


1 一 petta 
= 人 ETOTHOLOLT 
r21—-0 2m J-a 
这 里 
HORES | ues Ti) a 
2x 4-9 l—re'" 
el X TED, D ru, 
2x 1-0 
因此 


Jim Emren. 
* ong 
这 里 的 无 穷 级 数 是 收敛 的 。 因 为 了 < S^, MERRY 6€ RCM. 
是 一 致 的 。 因 此 有 i 
(0 (4*9) 一 二 ut ep. — (0.323) 
现在 米 计算 P'GO. KADIG ES. WOWEXN&eNCG 


s 4$6 * 


I£(£— DI «c.a 1 om", 
TOJ «ivy IPED 
7 020 


<2 Sa + jl Do 
开 j=0 

« c(ra4alg2)*5,2«0. (7.3.24) 
而 当 专 之 0 时 , 则 由 l 


»» Vig 5 PE 一 人 一 £ ?(8 — D, 
- t= 了 一 一 吕 


对 后 一 项 可 以 适用 上 面 的 估计 ,因此 | 
PO-L 52] HE- D| «ca 175 E> 0. 


(7.3.23) 
过 25 (E —4) Æ E REL 1 为 周期 的 前 数 ， 其 Fourier 系数 是 
X ja-a 
EEE -amkit 
caf t 25 ?(E — De dë 
一 二 人 ceo 
g k = 0, 
0, k 40, 
所 以 有 
ix 2(6—0-1, > A D) — 0,0 55 0, 
(7.3.26) 


gi (7.3.24), 07.3.25) C7.3.26 BI C7.3.18 8988 — A: 29 T 
延明 其 后 式 , 注 意 到 当 ” > 10 


— 1 rw) = 1 5 r'e "y (qw), 


2rl-— re” 2x sw 
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(pos 一 二 人 ceo(COPCDACD4 


一 工作 sn) S iG DACE)A 
Lip. e() 3) 7G — DAC, 


因为 p+(8) 十 六 人) 一 1， 即 得 (7.3.18) 的 后 一 式 . 
再 看 (7.3.20) 的 证 明 。 由 定义 (7.3.19) 是 显然 的 。 对 e) 一 


D) as'6eL'(5), B P+ 的 定义 


42— 


- -i 
R*f(z) sa 2 aaz! + PA ais! , 
=i I 


dk kerR* = 10], (ImR?*)t = (f(2) = m = const], M mi «i 
《7.3.20) 的 前 一 式 . 〈7.3.20) 后 式 的 证 明 亦 同 。 
定理 7.3.10 (Noether 公式 ) i$ PELS) 具有 主 象征 
a(2)/la(2)], £77 0, 
«XOT. iue 010 
; alz) bla) v 0, 
R|PJEHDELT. "dé Fredhalm 算 子 而 且 


jidi I |. arg( a(e/0)/2(e/))40, — (7.3.28) 


XE. GA s RERA CURT. o) 53 AC) 的 旋转 数 


AALS h, R 
x f arg a(2)40 = h, > Ü arg^ (248 = h. 


& 0, = i arge" +- (1 — t)arga(z),8, = targa" 十 《1 一 Dargb lz) i 
以 及 Pr 一 ciapP+ 十 efoP-， 由 定理 ?7.3.9 4 lP) = eE > 
0), ef (E « 0), a(P,) = P, P, — zshP* + zhP7, 

P, 是 0 阶 椭 阅 型 算 子 ， 在 3 的 每 一 个 坐标 邻 域 上 PP, KAW 
基本 解 Qju€LY;j—1,2,*--, 1)， 和 前 述 定理 一 样 , 作 pile), 
eX; —1,::5,0,9 0, = M ei(x)9,ioi(s) 是 P, H 

1=1 
本 解 。 将 P, 与 9, 都 拓展 到 LAS) 上 成 为 Pu, 5 
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£(P,,:) = L'(S), 
Or T Po 的 正则 化 子 。 再 看 P#。 (Oe Æ (Pre mu 
子 ， 然 而 由 定理 7.3.5 知 (Pre = (Pa2*. 这样 Pa POr 
Qir, CQ) E LS) 一 LS) 的 有 界 算 子 , 而 且 Qur, (Q2 
分 别 是 Pa 与 《Px#), 的 正则 化 子 , 故 由 定理 7.3.2 AD P, 是 Fred 
holm 牌子。 再 由 指标 的 稳定 性 的 定理 7.3.7, 注意 到 o(2,) 一 
CP), CQ = PN :经 过 计算 知 这 个 定理 的 条 件 均 得 满足 ， 
从 而 
index = indexP, = indexP,, 
为 了 计算 indexP,, ABAT R 一 (R'OS(QROP, WA 
a (R) = CRJ oR) = ol PP), 

W R — P EL” fagrF—^4 LORTE LS) 一 LG) (BEN 
子 , 从 而 由 系 7.3.8 知 indexP, 一 indexR。 然而 由 关于 乘积 的 指标 
的 定理 7.3.3 有 


indexR = hindexR+ + LindexR^ = — (h — h), 
从 而 
2 
index? = —(1, — 4) 一 一 2 arg( a(z )/ b(2))49, 
"P 


EHIE, 
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附录 微分 流 形 
51. 微分 流 形 的 基本 概念 


L EX. 被 分 流 形 是 现代 数学 最 基本 的 楼 念 之 一 。 它 的 出 现 
有 深远 的 来 源 ， 一 方面 是 由 于 几何 学 的 需要 。 一 方面 也 来 源 于 力 
学 .经 典 力 学 在 现代 数学 中 的 重要 性 日 益 增 长 ， 在 偏 微分 方程 理 
论 中 时 常 要 借用 它 的 思想 和 语言 。 因 此 ， 我们 宁愿 从 力学 问题 开 
始 来 介绍 微分 流 形 的 概念 . 
设 有 直立 个 质点 组 成 的 力学 系 , 它们 的 质量 和 位 置 分 别 是 m 
70x, (i — 1,2,:--, N) 于 是 运动 方程 是 
miä; = 下 (2 (CALL1) 
从 表面 上 蛋 来 ,这 个 力学 系 的 “ 舞 合 "是 3N 维 Euclid 空间 ,但 实际 
上 并 不 一 定 如 此 : 在 许多 情况 下 力学 系 要 受到 某 些 约束 ， 其 中 最 
篇 单 的 是 所 谓 完整 约束 ,例如 形式 为 
Dx, X, t, X4) =- 0,;7-1,2,--:-,K (A.1.2) 
的 约束 。 同 时 ,因为 有 许多 重要 的 守恒 律 ,例如 能 量 守 恒 使 得 运动 
应 该 在 “等 能 面 ” 
ECX, +s Xn? XR En) = C0 (A.1.3) 
上 进行 。 这 样 。 力 学 系 的 “舞台 ”一 一 即 所 谓 构 形 空间 一 不 一 定 
是 Euclid 空间 ,在 3N 个 益 标 中 并 非 全 都 是 独立 的 而 例如 只 有 
1 个 是 独立 的 . 《这样 的 力学 系 称 为 具有 了 M 个 自由 度 . ) 这 对 个 独 
立 坐 标 义 不 一 定 是 x, cc. xy 中 的 某 一 部 分 ,而 可 以 是 所 谓 广 义 
坐标 4，…-，4u。 例 如 在 研究 有 心力 场 中 的 运动 问题 时 采用 极 坐 
标 系 时 常 是 方便 的 . 这样, 力学 系 的 构 形 空间 不 应 该 是 Euctid 空 
间 , 但 局 部 地 又 应 该 是 Euclid 的 ,否则 就 难以 进行 微分 运算 ; 它 没 
有 整体 的 坐标 ,而 局 部 地 应 该 有 许多 可 能 的 坐标 系 , 各 个 坐标 系 之 
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馈 的 变换 不 应 该 影响 可 微 姓 .这样 的 几何 对 象 就 是 第 分 流 形 ， 

于 是 以 下 我 们 恒 设 对 是 一 个 可 分 的 Hausdorff 空间 UCM 
是 一 个 开 集 , 若 M 之 每 一 点 x€ M 均 有 一 个 邻 域 U 同 是 于 R 的 一 
ical ARA 

Qq;U— R^, 

MSS: —AMBINIUÉ, (pU) 称 为 其 一 个 区 图 《chart) s bbs 
邻 域 . 一 组 区 图 (6m, Ua UU, — M 称 为 M 的 一 个 图 册 
(atas), dg — X EBABISIMCT 3 AIC H 的 R 之 区 域 , 就 说 对 是 
"^ 维 流 形 ， 

设 两 个 区 图 U; 和 Uj 相交 : UNU v9 Q6 则 有 一 个 间 趾 

popr: e(CU,(1U)) CR* — pU NUDER, 

因为 这 是 R 的 区 域 到 R 的 另 一 区 域 的 映射 ,所 以 可 以 谈 得 到 是 
WR CEPPEMS C). 老 它 是 光滑 的 ; 就 说 Cos, 
Ui) 和 《qi, UD RER. 设 一 个 图 册 中 的 各 个 区 图 都 是 相 窑 
的 ， 就 说 这 个 图 册 是 相 容 的 。-- 个 级 天 的 相 容 图 册 就 说 是 定义 了 
M 上 一 个 C” 微分 构造 (简称 微分 构造 ). 


Un o; 


Pje $;' 


p Hal" 


XX ALI 一 个 具有 微分 构造 的 = 维 流 形 称 为 一 个 = HERR 
分 流 形 . 

本 书 中 所 有 的 微分 流 形 均 指 在 无 穷 远 处 为 可 数 的 C 微分 流 
形 . 

微分 构造 使 我 们 有 可 能 定义 流 形 上 的 种 种 微分 对 象 ， 例 如 竣 
上 的 可 微 (再 说 一 次 ,本 书 中 凡 说 到 可 微 、 光滑 等 等 均 指 C? 可 微 ， 
C" 光 江 。 这 一 点 以 下 不 再 声明 ) 前 数 HP), Pe M:M 上 的 函数 
KP) 局 部 地 可 以 通过 局 部 坐标 pP) — (6, o n) 或 了 一 
eG) 表 为 R* 的 某 区 域 上 的 函数 foe (x) ,因而 可 以 谈 得 上 这 
个 函数 是 否 光 涡 的 问题 ， 各 个 区 图 的 相 容 性 又 使 得 它 是 否 光 滑 并 
不 依赖 于 局 部 坐标 的 选择 ， 这 个 问题 还 将 在 以 下 各 节 中 展开 . 

下 面 看 一 些微 分 流 形 的 例子 . 

例 1,R* 本 身 即 一 个 微分 流 形 。 它 只 需要 一 个 区 图 UU = R"， 


一 个 局 部 坐标 9 = id. 
例 2. n 维 单 位 球面 
Sti t oe Rari d, 
这 时 可 以 作出 包含 两 个 区 图 的 图 册 : 
94:5"/((0, e, 0, +1)} > R^, 
Pa: Cais Ss) (s. "qx 


ph Xt Re 
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€ 


xi coL xà X1 
(Qn, tta 2x, +(x} -+ +l) 


MEERTANRRA. oe MORENE. 
3.4 U 29 R" HAJT RE rb 85 48 Hl rf 
HiF(m,---,-,)— 0, FEC’, gradF #0, 


4 U, = (150p FCE) 9 0,F (0) = 0}, DIH = LJ U, ÆU E 
3-1 


FH LEE ARCET. RTL T AES 28 x; AEA ses xn)3 hec”, 在 U, 
上 即 可 用 ras tta x. AARE. 在 U; 上 也 有 类 似 结果 .于 是 
吾 具 有 一 个 由 = 个 区 图 构成 的 图 册 ， 它 们 的 相 容 性 的 证 明 也 留 给 
BUR. 

在 例 2 3I 3 中 我 们 都 只 作出 一 个 图 册 ， 而 没有 去 作 微 分 构 
造 .这 是 因为 只 娶 作 出 一 个 图 册 ， 则 一 切 与 它 相 容 的 图 册 之 并 见 
是 质 需 的 微分 构造 。 所 以 人 要 作出 一 个 图 册 郧 可 断言 得 到 了 一 个 
微分 流 形 . 

仿照 例 3，UCR" 中 的 有 限 个 方程 

Fj(n,-:,,)—0, 1—1,-, Rx mn, 


F;€ C", rank (212) =k 
Ox, 


所 定义 的 轨迹 也 是 微分 流 形 。 这 只 是 隐 函 数 定理 的 简单 推论 。 

从 这 个 例子 看 来 ， 一 个 受 有 限 多 个 不 含 时 间 的 完整 约束 的 力 
学 系 的 构 形 空间 是 一 个 微分 流 形 。 首先 发 现 应 该 在 微分 流 形 上 讨 
论 力学 系 的 是 Poincaré, 

. 这 个 例子 之 所 以 重要 还 在 于 一 一 切 微分 流 形 均 可 归结 为 这 种 情 
况 ， 这 一 点 将 在 二 面 讲 到 . 

例 4. 一 些 经 典 群 ， 以 上 的 例子 难免 给 人 一 种 印象 : 微分 流 
形 只 不 过 是 曲线 ,曲面 概念 的 简单 推广 ， 实 际 情况 当然 不 是 这 样 。 
为 了 我 们 的 需要 ,要 介绍 一 些 最 常见 的 经 典 群 . 

Te GL(R, n). E R' 到 Re 的 非 异 线性 变换 之 咯 ， 亦 即 一 
HER o x # 方 阵 所 成 之 群 。 对 于 方 阵 (az)， 若 视 aii 为 局 部 坐 
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iin, vg) t)i s 


Mpo4e9—M -L UR . eet 


标 ， 则 一 切 # x # 方 阵 之 集 可 以 与 BR” 等 同 ， 从 而 即 可 视 为 R", 
GL(R, n) 则 适合 
det(a;;) = Ù 
的 方 阵 之 集 ， 它 是 R" 的 一 个 开 集 , 医 而 容易 证 明 它 是 一 个 mH 
微分 流 形 . 
2^ 0(o)， 即 = 阶 正 交 群 ; 
O(n) = {A; AEGL(BR, »),'4- 4— I). 
这 是 一 个 二 a(n 一 1) 维 流 形 ， 为 证 肯 这 一 点 对 于 4 m Gu) E 
NIRS . 
; Q4:GL(CR, n)—R 
A> 到 ariki — Dij, 
k=? 
于 是 0(”) 显然 是 有 限 个 方程 
pul A) = 0, IL iszisn (4.1.4) 
所 定义 的 轨迹 ， 这 里 一 共有 地 n(n 十 1) 个 独立 的 方程 ， 而 且 适 


AMIER. toEX A iQ 十 1) o Pn — 1) & 

流 形 . , 

正 交 方 阵 的 行列 式 等 于 +1, 我 们 记 

SO(n) = {ASAE O(n), det4 — 1), 

称 为 特殊 正 交 群 。 它 也 是 了 了 n(n ERWE. WEE, O) 可 

以 分 为 两 个 连通 分 支 ,80(z) 即 其 中 包含 恒 等 映 射 的 一 个 . 
O(n) 和 SOC?) 都 是 紧 拓 扑 空间 。 KERNA (414) AR 

CALA 连同 dad 一 1 均 定义 RT WAR, 而 由 于 OC) 中 的 元 

ZA i = LG = 1,2, ,7)， 所 以 lai| s 1， 因 此 Ofo) 

5 S0C) 均 为 R" BS REA OU ER. 


3* AR UG) 以 上 我 们 都 是 讨论 实 的 情况 ， 如 果 进 入 揽 
域 ， 当 然 也 可 以 定义 复 解 析 流 形 ( 简 称 复 流 形 )}， 这 里 需要 改变 的 
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仅 是 将 区 贺 的 定 尺 下 为 eU — C" 是 UU 到 7 维 复 空间 的 某 开 集 
的 再 是 , MARREN MRO ppor 2o E WEPTERR. MAKE 
与 实 流 形 很 不 相 疝 的 对 象 ,是 专门 的 数学 分 支 。 我 们 这 里 仅 指 出 ， 
由 于 C SR”; 我 们 往往 把 #( 复 ) 维 的 复 流 形 着 做 2s ( 实 ) 维 的 
实 徽 分 流 形 。 这 样 ,我 们 首先 定义 GLa, C) JEn X # 非 异 复 方 
阵 之 群 , 它 是 2m《 实 ) 维 的 微分 流 形 ,而 
U(s) — (2; Z€GL(n,C), Z* - Ze I), 
2Z* 表 示 Z 的 Hermite KHA: Xp Z= (e4) M 
Z* —'Z = (a), 
U(n) 是 wr( 实 ) 维 的 紧 微分 流 形 ， 事 实 上 令 
Q4: GL(n, C) — C, 
Ze 5 SOR c (A.1.5) 


kal 
则 
UG) = (Zi 9KZ) 一 0 1<i<i<n), 
记 zw = ru A — Dus W lZ) 一 0 可 化 为 


M tuzu t Yyy — bj = 0,0] «ixjism, 
t=1 
roy 一 yuxi 一 0， l&jici«n, 
kci 


JUN aat b oon 一 1) AAR, SERENE 


独立 的 . 因而 在 C" e R" 的 开 集 GL(s,C) 中 定义 一 个 24 一 
到 一 入 维 微分 流 形 . 

U(n) 的 紧 性 证 明 同 上 . 

HEX, [dez = 1 Bj dez € S' CZ € U(»)), 然而 由 于 S! 与 
S= (1, —1) 不同， 它 不 是 离散 的 ， 我 们 可 以 定义 特殊 西 群 
SU(n) = (ZiZ €U(n),daU 一 1}, 但 它 的 维 数 低 于 dimU (a) 而 
为 ?一 1， 这 是 因为 ,定义 SUCH) 除了 需要 方程 组 (A.1.5) 以 外 ， 
还 要 加 上 
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n ArgdaZ = 0, (A.1.6) 
” 例 5.Sticfd 流 形 。 OC) 是 一 切 = 维 正 交 单 位 向 量 的 ”元 组 
ZR, Suüefd OU VaR) 则 是 一 切 n 维 正 交 单 位 向量 的 ?元 
HZR, ISPS n BUX Pn AER Cansar au (1 S 
i <P) ATE ERE 
d = (aa), lip, 1S Sn, 
Jus 
VERPESON {A.1.7) 


或 S ausa = bijo lxi,i«b. 
k-1 
PL O(n) uc V CR), S” -- V „a C(R). 
VaR) 是 一 个 np — IG) np S 


YO SUO. EXE% 
PEE UE AND PR 
则 
Vaol R) — (4€ Ms. ,(R), gCA) — 0}. 


MUR) St PX n ABpE AE, IHRER E A Pp(P 十 1) 个 方 


程 ,所 以 了 ,wo( 呈 ) 之 维 数 是 rp 一 二 tp 十 1) 一 zen — pl) 
由 例 3 知 它 是 一 个 微分 流 形 .其 紧 性 的 证 明 可 以 仿照 On)， 
” 例 6，Grassmann 流 形 G(R") 就 是 R" 的 一 切 p 维 子 空间 
的 集 。 为 了 讨论 它 ,我 们 规定 采用 以 下 的 记号 : 
(as -…， cs} 是 R" 的 典 则 基底 . 
O {eite esee) 为 基底 的 空间 R^ x {90} 2826 E; R* TR E, 
VÀ ferns ye 为 基底 的 空间 (0) x R*? 记 作 R”, 


Py:R* 一 Re 表示 以 (” O OANRET, 


Pip: R" >R”? 表示 以 (5 "ub 为 矩阵 的 投影 算 子 . 
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0) 的 形 如 fe n) 的 元 所 成 的 子 群 记 作 0”, P). X 


E A€O(p),B € O(n — p). O"(n,v) PRE OC) 中 
为 闭 而 且 同 构 于 OC) X O(n — p). 
首先 给 GR) 赋 以 拓扑 如 下 : AEA X E Oln) 均 可 相应 
作 一 个 ? 维 子 空间 A:0(n) 一 G(R"), Xt— X(RP) € GR"). 
但 这 并 非 一 对 一 的 : X, Y € O(n) 对 应 于 相同 的 ?了 维 子 空 间 的 如 
上 的 充分 必要 条 件 是 XR Y(R) AK X(R"7*) S Y(R"?), 
这 是 因为 BR? LR"?*。 这 个 条 件 还 可 表示 为 YX €O" (n, p). 
于 是 我 们 有 可 换 图 式 : 


O(n) 
7 V 
0(n)/O'(n, P) —- GR") 


x RE SEU HERZ 0 RAEN REO 0(n)/0" (n, p) 的 商 拓扑 
3&3) Gs(R") 上 从 而 使 9 RAAE, RE G(R) 具有 了 拓扑. 
可 以 证 明 G(R") 是 可 分 的 Hausdorff 空间 ,而 且 是 紧 的 。 

其 次 来 作 G(R) 的 一 个 图 册 。 设 Le GO), X LRg— 
个 基底 V, o fr, RITA 


" 
fi = 5 dieis LSES P. 
jmi 


因而 工 相 应 于 一 个 了 X 二 矩阵 A= (a), RE ,因而 必 有 一 
个 了 阶 子 蝶 阵 为 可 逆 的 .适当 改变 基 窑 {，,'… ,fr]}, 可 设 它 为 和 前? 
列 所 成 的 子 和 矩阵 , MERA Iz， 从 而 相应 于 工 的 矩阵 例如 为 《19， 
qj)。 工 的 这 种 表示 法 自然 是 唯一 的 。 一 般 言 之 则 可 从 (aj) rS 
出 上 列 使 之 成 为 I. 余下 的 aa 成 为 一 个 PX ln 一) 矩阵 ,其 元 
即 可 认为 是 工 的 坐标 。 因 比 若 指定 某 ? 列 使 之 成 为 Po, 这样 的 4 
之 集 可 以 认为 是 GR) 的 一 个 区 图 。 这 样 作出 的 轿 册 将 含有 
{7)p = n(n — 1)-(n — pg 1) 个 区 图 ，Gs(R") 的 维 数 是 
pCa — P). 
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G(R) 的 一 个 重要 特例 是 CR). 如 上 所 说 每 一 个 LE& 
G(R") 的 局 部 坐标 是 例如 〈o， … ao- 24,2 CEA 0 一 1), 而 
例如 坐标 的 第 一 个 分 量 为 1 的 工 移 成 一 个 区 图 U — (On, 77, 
an)}。， 园 样 可 以 作出 U: = {Ca, I TEM aisis" ty 04)]. 而 有 


G(R") = U U;。 如 果 我 们 在 R* 中 引入 一 个 等 价 关系 (x1,*……*， 


x.) 《x 与 3 成 比例 ”, 则 .R"/ BU RECO RACE 
知 的 = 一 1 维 实 射影 空间 RP, R ~ 之 每 一 个 等 价 类 均 有 一 
个 代表 元 例如 O, attra) CR 2,95 0), MA GMR) 一 
及 一 即 为 RP"^, 

以 上 我 们 作出 了 微分 流 形 的 一 些 很 重 变 的 例子 。 有 一 些 朋 用 
的 由 一 个 或 一 些微 分 流 形 生成 新 的 微分 流 形 的 方法 .其 一 是 所 谓 
“AFRE”: 若 对 是 一 微分 流 形 ，VCM 为 一 开 集 ， 则 若 (Cos, 
U} EMARE V; — UIN, b= pilN, (C9, V;)] 
PRENGUEN, Ke N b HUS RUP, RAMAT 
流 形 ， 例 如 例 4 中 的 GLR, n) SUE R” 的 开 子 流 形 ， 其 次 是 
MA RWE”: 设 M,N 是 两 个 微分 流 形 ， 其 图 册 分 别 为 Cos 
Uj) fn ((5;, Vi, NIM XW 也 是 一 个 微分 流 形 一 一 称 为 积 流 
形 ,因为 它 有 一 个 明显 的 图 册 (Ge;cod, U; x Vh RAWHA 
一 些 极为 重要 的 例子 ,如 环 面 (torus). T? =S X 5!， 这 是 一 个 二 
维 流 形 , ” 维 环 面 T” 一 5 Xx Xx X S TNT. 它们 
在 数学 、 力 学 和 物理 学 中 都 是 十 分 重要 的 。 再 举 一 个 力学 的 例子 : 
考虑 刚体 的 构 形 空间 。 在 刚体 内 取 一 定点 《例如 取 其 质心 一 一 但 
并 非 只 能 取 质 心 ), 它 是 R 中 一 点 ,再 取 一 个 以 该 点 为 大 点 的 附着 
在 刚体 内 的 右手 正 交 坐标 系 、 若 以 某 个 固定 的 右手 正 交代 标 系 为 
准 , 则 该 附着 子 则 体 的 坐标 系 将 由 固定 的 右手 坐标 系 用 3S9(3) 的 
一 个 元 变换 而 来 ， 规 定 了 该 点 的 位 置 与 附着 的 坐标 系 的 方位 就 完 
全 确定 了 该 刚体 的 构 形 。 因 此 刚体 的 构 形 空间 是 要 x 50(3), 其 
维 教 为 6. 特别 是 对 于 具有 一 固定 点 的 刚体 , 失 构 形 空间 为 SO(3)，。 
维 数 为 3; 从 而 其 运动 方程 将 是 三 个 二 阶 常 微分 方程 或 六 个 一 阶 
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常 微 分 方程 。 对 于 自由 刚体 (区 无 外 力作 用 )， 有 四 个 明显 的 守恒 


律 
M, = Ci, M, = C, M, C, 《 角 动 量 和 守重 )， 
E = C, (88 E ^T BD. 

所 也 具有 固定 点 的 自由 两 体 的 运动 将 在 一 个 二 维 流 形 上 进行 。 它 
是 一 个 紧 流 形 。 但 是 在 拓扑 学 中 已 经 完全 解决 了 二 维 紧 流 形 的 分 
类 人 问题， 任意 二 维 紧 流 形 必 问 胚 于 共有 7 个 G= 0,1, 2,--) 
“把 手 ” 的 二 维 球面 ， 具 有 一 个 “把手 "的 二 维 球面 就 是 7’, 因此 在 
这 种 情况 下 刚体 的 运动 将 由 两 个 具 反 局 期 的 变量 p(mod7j)(i 一 
1, 2) 播 述 ,因而 是 一 种 ”局 期 的 "运动 、 从 这 些 简单 的 说 明 就 可 以 
看 到 ,微分 流 形 的 思想 能 多 么 有 力 地 帮助 我 们 从 定性 的 \ 几何 的 节 
度 来 理解 力学 问题 ， 

2. 流 形 间 的 可 微 映 庙 。 设 有 两 个 微分 流 形 M 和 入 ， 其 维 数 和 名 
为 和 ww。 & 

fM >N (A.1.8) 


将 Pe M WS IPEN. RMRNBS&& PAIO) 的 区 图 49， 
UJE Co, V) TE 


pojop™ (A.1.9) 

BRA (UnP(V)CcRT" 到 Br 的 一 个 区 域 ， 令 e(U) 4(V)m 

BUS SABERASEIDE xm (m. c xx) 和 了 一 (7 rt 0. BU 
(A.1.9) 可 以 简单 地 记 为 

2 y= fx) R Y; fn,-., x9). (A.1.10) 

XX A12. 3 (A110) rig f£ (REA) ER Gi pR Ex, BU SR 

(A.1.9) 为 可 微 映 射 ; (s s fa) E P AREE (RD Jacobian 矩阵 


Brut 在 * x 点 之 秩 ) 称 为 (AJ) ZP AWP, 记 作 


rankf(P), 3t 与 三: 均 为 可 微 映 射 , 则 / 称 为 微分 同 证 .这 时 nmm. 
这 些 概念 都 是 与 坐标 系 的 选取 无 关 的 ， 事实 上 ， 若 我 们 了 到了 
53 KP) 在 其 邻 域 中 的 另 一 个 局 部 坐标 pi 53 da, 则 代替 (A.1.9) 将 


,有 
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dnofeqi! = (duod! )o(dofeo  eCpcpr) 
= (duod e(dofop )e(p:0p 7), — (ATI) 
PIOS duod! 与 eo p^ MERDE MA doper 与 de 大 在 
TH no 3e Fe 26 n1 68 D BLECG RR IEEE. MARE, RAI 
知道 定义 A.1.2 E Gr PRAS (well-defined), 
在 讨论 可 微 映 射 的 性 质 时 ， 我 们 要 区 分 其 局 部 性 质 与 整体 性 
在 局 部 性 质 中 ,首先 可 玉 从 秩 人 手 ， 若 1 在 PF 点 具有 最 大 秩 ， 
1 将 有 将 别 重 要 的 意义 。 这 时 又 要 区 分 丙种 情况 : 
首先 , 若 m = dimM «n = dimN, 则 最 大 秩 只 可 能 是 mi 若 
m = dimM > n = diN WRABER GAEE n 相应 地 我 们 有 
定义 A.13 Æ rankfKB) = dimM « dimN, Wiik f XE P ja 
是 一 个 肉 尖 Cunmersion); 车 rankfj(P) = dimN > dimM , 则 说 了 
在 王 点 是 一 个 外 置 《submersion ) 。 
kE TRARA RE M =R”, N= R" 而 了 为 线性 变换 
的 情况 。 这 时 ，f 称 为 线性 内 温 与 线性 外 四 。 若 适 当选 定 M AN 
中 的 坐标 , f 将 可 以 表 为 以 下 的 矩阵 


Ea ] 5 
Wa R= s lEiEm»-0onci&n 


Ap (1,,0) R Y= ox; db mien, 
38 SE BA — ED AL CR RE AEA ERR AEF 2E TR URSI. 

ZRUVEU ERI b Fb ATRIA RME, IO EEXETI IERI 
FR BL REUME ES ES EET. iX EXE XU 7H IM BS— 
次 近似 ， 这 就 是 下 面 将 要 讲 到 的 切 映 射 ， 这 是 一 个 与 坐标 系 的 选 
择 无 关 的 概念 。 但 在 目前 ,我 们 用 (4A.110) 来 表示 了 时 ,所 谓 一 次 
近似 就 是 指 由 其 Jacobian 和 矩阵 表示 的 线性 变换 , 车 P 点 的 坐标 为 
x, RIKRATA ERZA Jacobian 和 矩阵， 下 面 我 们 会 看 到 ， 了 了 
BIB iis. 

由 于 我 们 的 考虑 都 是 局 部 的 , MAMAN 当 限 制 在 P 和 1KP) 
附近 时 都 可 以 看 作 是 R” AR, 而 其 中 的 坐标 分 别 为 x 一 《xy 
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MS £m) 利 y = (5n, "en ys). m EAs E (4.1.10) HAH 
也 就 在 此 ， 
定理 A.14 设 MN RPcM 附近 的 可 微 映射 ， 则 以 
下 命题 等 价 : | 
i) Taf 为 单 射 。 
i) 存在 f(P) e N 附近 的 一 个 微分 同 胚 bN -> N 使 hof 在 
P 附 近 是 线性 内 温 . 
i) 存在 KP)eN 附近 的 一 个 可 微 映射 g:N 一 M 为 了 之 
AWEN, BIHE P WNE gef idy, 
20 GE. )e d). Wb k = koj (在 P 附 近 ), 于 是 天 是 单 射 ,这 由 
上 可 以 表 为 (“] BRES, MIETE tei" eu rek = 
idu, 4 g= roh BIB iii), 
jii) 全 切 ， 由 复合 函数 的 微分 法 则 有 Tug: T4 一 了 7。 所 以 
T RESI, 
Doi, TJ m (7), aX) x ore RLECOAESHA, 
于 是 方 阵 
A D 
Sa 


是 一 个 线性 同 构 。 现 在 引 和 -个 = 一 着 维 向 量 * 并 为 简单 计 ， 记 
0 A Q ic 
s=( ) eR, m(7 ) ES 


F(x,1) = feo t 
的 Jacobian 方 阵 。 由 隐 范 数 存在 定理 , 在 (*。0) 附近 是 微分 同 
EMELE r 附近 


FA = (7). 


coxa (^) s, A= aF, BERR. 
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由 定义 A.1.3 易 见 rankf(P) = dimM 的 充分 必要 条 性 就 是 
T 才 为 单 半 ,所 以 我 们 也 就 将 符合 这 个 定理 的 三 个 等 价 条 件 的 任何 
一 个 的 可 微 脆 射 称 为 内 淄 . 

关于 外 密 也 有 类 似 的 结果 .我 们 也 局 样 将 符合 其 三 个 等 价 条 
性 的 任何 一 个 的 可 微 映 射 称 为 外 钾 . 

定理 AA.1.5 设 ji:M 一 N 是 Pe M 附近 的 可 微 映 射 , 则 以 下 
命题 等 价 : 

D 了 xf 为 注射 。 

i) 在 Pe M 附近 存在 一 个 微分 同时 h:M -> M 使 foh 在 
KP) BEL BRE PR, 

ni) 在 f(P)€ N 附近 存在 一 个 可 微 映射 g: No M 使 得 在 
HP) 附近 fog = idy, MME. gof(P) — P. 

dE ii) — iii) E k= fok W & OGRES: kiM — NO 从 而 存 
ERAN” :使 Ros = idy, € g = hos MERR. 

i—i 由 复合 函数 的 微分 法 则 有 Taf- Txw& = 1, 所 以 
Ti 是 满 射 。 

Di), WARE ,我 们 已 设 MCR”, NCR, 人 而且 不 妨 设 
PEKP)SXpS 0, AX T.f EWH AMA man, idkerT.f 一 
E, 而 且 将 M 按 EE 与 某 个 补 空间 E' 作 直 和 分 解 。 于 是 每 一 个 向 量 
xe M 可 以 唯一 地 分 解 为 

z=: +, 16 ECR”, 1 € E'CCR", (A.1.12) 
现在 作 一 个 C7 映射 下: 


£ 
F(s) = Fr) L6 s 2): 
容易 看 到 F 在 0 附近 是 微分 同 吓 ,其 Jacobian REX 


(^ 3) deB s» 0, * 
A B 
Aii FARHA W FU. 
上 述 的 直 和 分 解 人 4.111) 定 文 了 一 个 线性 同 构 
e;EXE' -*M, (1,1): 065 
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我 们 再 定义 一 个 线性 同 梅 
B:M — EX N 使 g(0) = F(0,0) = Fea^(0), 
则 在 F(0,0) WX Gy) EE XN 有 
(1, foaoF (1, y)) = FoF 1, y) = (t, »). 
于 是 fone F i, y) — y. & h =p Fa, XR, 
foh = foao Fog 是 线性 外 晶 ， 

Arf ^ BARK. 

£i EUL TAS d XE — EAM GEGEOLPER*SERE. 如果 f EMA 
ALSAZIA f EM EJEPIIS EIS. 

Hi UE fae T 是 单 射 ， 所 以 内 浸 局 部 地 是 单 射 。 
但 是 整体 说 来 ,对 在 内 浸 下 的 象 可 能 具有 复 霖 的 构造 .举例 来 说 : 


$5 1, f:(1,00) — Ri i (+ ti CoS2mt, ¿+1 sin 2m ) 
2t Zt 
TOERHUETZEE—^-p[ERBI:—co£sb KERER 0 为 
心声 为 半径 的 医 ， 
$9612, f: R — Rè, 


Ger( 2) ma( - 2) 


它 世 明显 地 是 一 个 内 浸 , m R 的 象 是 一 个 自 交 的 8 次 形 曲 线 ， 但 
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是 例如 取 gf xb aragi, 则 当 上 -> 十 oo Hj, g(0—2-, 
t — —00 Ef gO — 0, T E US FH] E R89 f, lE 

fog; R — R7, 
WR READE 8 DUE AR, 但 却 不 是 自 交 的 。 两 个 情况 的 图 
形 如 下 ， 


See- 


例 2 情况 1 例 2 情况 2 
图 10 


这 些 情况 告诉 我 们 ,车 了 为 内 证, 则 在 整体 上 它 不 一 定 是 单 射 
《如 例 2 情况 1)， 即 令 是 单 射 邓 与 九 M)( 具 有 六 之 相对 折 扑 ) 也 
KERRE. 当 是 单 射 时 ， 我 们 可 以 通过 了 把 好 的 C" 构造 
BIM) 上 去 , 而 使 之 成 为 一 个 微分 流 形 ,但 是 它 的 拓扑 与 立 对 
fCM ) 所 赋 的 相对 拓扑 一 般 共 不 相同 . AM) 称 为 六 的 内 温 子 流 
形 。 如 果 希 望 M) 具有 更 好 的 性 质 , 则 需要 以 下 的 

定义 A.1.6 若 内 漫 f: 以 一 NN 在 整 洒 上 是 一 个 单 射 ,而且 当 
W 大 M)}CN 以 NN 的 相对 拓扑 时 ，f 是 一 个 同 胚 ， 则 称 了 为 媒人 
fimbedding), ifii CM) X29 N Iti AT WE. 

WE ACRI ERES FE E EURIBUIRD 65 DAE RC 2 s DE 3E AERE DIS I E 
UERR. XPPPSmE,RRBEWEBBUIEM 8948 — 4d yrkE—-4 HK 
A. Up GUCAE— REA, BERMES% 例如 可 设计 为 
单 射 而 且 是 适当 的 ( 即 紧 集 的 原 象 仍 为 紧 集 )， 关 于 这 .一 类 问题 请 
读者 参看 关于 微分 流 形 的 专著 ， 

另外 还 有 一 类 很 重要 的 了 射 术 为 履 访 映射 (covering mapping), 

定义 A.17 设 hMoN 二 可 微 映 射 ,为 连通 的 ,而 且 每 
一 点 8 EN 均 有 一 个 连 道 开 邻 域 节 ,使 得 £Ao(V) 是 若干 个 分 离 的 
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开 集 之 并 ,而 旦 了 是 每 -个 这 样 的 开 集 到 了 的 微分 同 吓 , 则 £829 
FERH. 对 称 为 履 盖 流 形 。 

显然 覆盖 映射 必 为 外 四, 但 其 道 不 一 定 真 ， 

覆盖 流 形 中 一 个 特别 重要 的 情况 是 对 为 单 连通 的 情况 ， 这 时 
于 或 好 称 为 NN 的 万 有 覆盖 (universal covering), HJE C? ME 
SVEDA RRE, MERT RARA TARE 
是 唯一 的 . 

3. 子 流 形 前面 我 们 已 经 几 次 部 到 了 子 流 形 的 概念 ， 例 如 内 
漫 子 流 形 与 艇 入 子 流 形 ， 现 在 要 作 更 详尽 的 讨论 。 前 面 讲 的 子 旅 
形 K(M)CN 不 论 是 内 浸 的 还 是 嵌入 的 、 都 有 共同 的 特点 ， 即 
KM) 总 是 入 的 子 集 而 且 具 有 C^ 构造 与 拓扑 、 对 于 内 漫 子 流 形 
N 二 f(M), X C* 构造 与 拓扑 都 是 通过 了 从 对 E 搬 过 来 ”的 : N’ 
上 的 开 集 旭 对 之 开 集 己 之 象 大 DDN EBIECEELBUM EWKA (o, 
U) S Í'RA ife (pof! (UD) 《注意 这 时 T ERRANS 有 
意义 )。 对 于 媒人 子 流 形 , 则 7CNN — f(MXSIEPHA B DUE XE 
N'BÉS—A4- JT SEW E V —W OON. d tE, VEM RR 
RAFE U , 而 V =U) (EVS EET OUT D FEE N 
的 开 集 。 但 是 在 内 混 情 况 下 ，AxN“” 上 还 可 能 有 不 是 WAN 形状 的 
开 集 ， 因 此 内 诅 子 流 形 的 拓扑 一 般 地 应 该 细 杆 ”(finsr than) BK 
人 子 流 形 的 拓扑 ， 我 们 在 微分 流 形 的 例 于 中 还 看 到 R BOT RUE 
的 说 法 : 意 指 由 R" 中 有 限 多 个 方程 所 定义 的 子 集 。 事实 上 , 一 切 
嵌入 子 流 形 本 质 上 都 是 它 . 因此 ， 在 下 面 凡 讲 到 子 流 形 都 是 指 千 
人 人 子 流 形 而 言 . 

我 们 仍然 先 从 R" 的 子 流 形 开始 . 

XX A.L8 it MCR”， 对 一 切 x& M 均 可 找到 其 在 R” 中 
的 开 邻 域 马 以及 一 个 微分 同 了 是 p, 使 OV NM) 为 R^ 的 某 一 m 
维 线 性 子 空间 上 的 开 祭 , 则 称 对 是 R 的 mw 维 子 流 形 . 

从 这 个 定义 可 知 : BARI M 一 R ERARI, 因此 ， 
3X H BU T- UP REC Y RUE. 

RTA EWE— TERNAR, HIP AYB x — (n, 
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ettn) M eOV OM) 在 线性 子 空 和 Yma m 9,0, 
这 里 》 —(n,:5,5,0 又 是 及 "的 另 一 个 坐标 系 。 于 是 微分 同 吓 
PERA 
y; qn, coa x), E= 3,2, 000. n, 
从 而 到 局 部 地 表示 为 
quas) 0, ---, p.) = 0, 

iH de; = m+ 1, 03n) RETR. 这 样 就 知道 前 面 例 2, 
3, 以 及 O(n) Ulan) 以 及 Sticfel 流 形 ，Grassmann 流 形 都 是 这 种 
FHE. R 的 并 子 流 形 例如 GL(R,a) 也 是 这 样 ,不 过 其 维 数 与 
包含 它 的 空间 R” —Félaloo e GET. 

关于 用 一 个 方程 组 来 定义 子 流 形 的 作法 还 可 以 略为 推广 : 设 
有 可 微 映射 f: R" >R, ERR 一 1(x,f(x))}CR”X R 是 
R" x R mF. x BXBBOTRCO [DAE 就 是 4x, y) 
(x,9 一 其 xz))》， MEK TIRS mAT R” x {0 = R x R, 
这 是 一 个 相当 普遍 的 判别 M 是 否 R TAERE ERE A 
对 上 述 定义 中 的 碎 可 以 将 RP R” = R” x R” 而 存在 一 
个 可 微 映 射 f: R"— R (SW () M 为 了 的 图 象 , 则 对 是 R” 的 着 
ETAK. 

类 似 的 很 有 用 的 判别 法 还 有 外 日 的 判别 法 : 若 1: BR" MÓM 
是 一 个 微分 流 形 ) 在 1"《x。) 之 每 一 点 处 均 为 外 办 ,而 且 T uf m PROS 
s— m, Ji 17 Qu) E R 的 rm 维 子 流 形 。 它 显然 是 R" 的 闭 子 集 ， 
所 以 称 为 亲子 流 形 . 内 漫 的 判别 法 : Mk — ^- 9 COE, f: 
M — R* 是 一 个 内 漫 而 且 是 适当 的 单 射 ， 则 ICM) Æ R B9 HE 
形 。 这 些 结论 我 们 均 不 证 有 明了， 

其 次 看 -- 般 的 ” 维 微分 流 形 六 的 子 流 形 对 的 定义 . 

定义 A.1.9 设 六 为 一 个 ” 维 微分 流 形 , M CN. 而 有 每 一 点 
PE M BASA N-ARE Co, U) IE plM NU) 是 R Bm 9 
TRE, WURM 256 NS m ETE. 

事实 上 , 我 们 可 以 在 N 中 选择 一 个 PE MCN 附近 的 局 部 华 
$R x Gi, ttt. Xs). 使 
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plM YU) = Ix €U, rn o mx. = 0l, 
于 是 将 9 限制 在 对 NU 上 可 得 对 的 … 个 区 图 ， 从 而 可 以 得 到 好 的 
一 个 图 册 使 好 成 为 一 个 微分 流 形 ， 而 且 这 样 得 出 好 的 一 个 拓扑 也 
正 是 六 的 相对 搜 扑 。 里 此 可 知 ， 这 样 定 义 的 子 流 形 正 是 由 包含 映 
射 所 得 的 嵌 人 子 流 形 ， 

以 上 我 们 说 明了 上 面 给 的 子 访 形 都 是 代入 子 流 形 ， 事 实 上 凡 
贬 入 子 流 形 也 都 是 议 上 定义 的 子 流 形 。 所 以 、 以 后 我 们 对 二 者 不 
再 加 议 区 别 , 而 只 对 内 淄 子 流 形 加 以 标注 ， 

上 街 我 们 还 看 到 ， 以 前 我 们 给 出 的 微分 流 形 都 是 某 个 Euclid 
空间 的 子 流 形 。 这 并 不 是 偶然 的 ,因为 我 们 有 以 下 著名 的 ， 

Whitney 定理  (E— m3 9l A WEG 2 8] EX A XE HER 2m 
十 1 的 Eudid 空间 中 而 为 其 闭 子 流 形 . 

定理 的 证 明 可 以 参 痢 微分 拓扑 学 的 专 书 ， 

4. 微分 流 形 的 定向 。 先 解 释 什 么 是 线性 空间 E 的 定向 。 车 
Cers o 6). Gis ct fn) 是 二 的 两 组 基底 ， 于 是 必 存 在 和 矩阵 
A = (aj) 使 

f = age. 


如 果 detd > 0, 就 说 (es cse) E stt f 是 等 价 的 。 这 样 
K E 235 Ki 26 B 58 E28 KA E B9 UR Tr ETAT XXI RE 0 27 28 
记 作 orE.。 WREE PRERE- TEHER, WEZ —A 
定向 空间 .我 们 不 妨 任 意 规定 某 个 定向 为 正 向 ,而 贼 有 它 的 E 记 
作 E*; 于 是 另 一 个 就 称 为 负 向 而 且 相 应 的 也 有 E^. Din R 的 坐 
标 系 分 成 的 两 个 等 价 类 即 右手 系 与 左手 系 ， 而 我 们 习惯 地 将 具有 
右手 坐标 系 的 R 称 为 是 有 还 向 的 ，R+， 

利用 这 个 概念 邑 可 考虑 微分 流 形 的 定向 。 首先 作 局 部 的 考 
B: APEM, 一 切 包 含 P 的 区 图 (o, U) S (o, V) 之 间 必 有 一 
^ Re R" 的 微分 同 胚 ooo. 如 果 在 UNV 上 其 Jacobian ff 
列 式 之 0， 就 认为 这 两 个 坐标 系 等 价 。 这 样 也 可 以 将 王 点 的 各 个 
坐标 系 分 为 两 个 等 价 闫 , 记 这 黄 个 等 价 类 之 集 为 oM. 这 个 概念 
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是 局 部 的 。 若 有 两 点 了 P，98€ M 以 太 相 应 的 区 图 (o, U) 5 (o, 
V), EDH P,0 RDRAM UV se p Esp TAREHE E 
M ts d mE I-A. 但 是 对 M 上 的 一 切 点 ， 
或 害 说 、 对 于 计 的 一 个 图 斯。 则 不 一 定 可 能 将 一 切 局 部 坐标 系 分 
类 .因此 ,我 们 给 出 

定义 A.1.10 车 4 有 一 个 图 册 {(q,U)}, 合 对 共 中 任意 两 个 
IE (o, U) 5 (5, V), UD 2 $ I, ood XEUCV 中 的 
Jacobian 行列 式 >0:, 则 称 这 个 图 册 给 出 了 M 一 个 定向 ， 而 对 $x29 
TERRÉ. 

不 可 定向 流 形 的 最 著名 的 例子 当然 是 Mobius di, 

我 们 还 可 以 从 覆盖 映射 的 角度 来 看 定向 问题 .每 一 点 P&€ M 
都 有 一 个 邻 域 口 ,使 在 其 上 MM 可 定向 ,于 是 局 可 以 通过 局 部 坐标 之 
w e MART R^ 的 一 个 开 集 而 且 使 了 中 的 定向 与 R" 的 定向 相 
应 。 这 种 连同 定 痛 的 同 耳 若 记 为 orp = {p,p}, Wd R^ 到 UU 
的 投影 映射 x, 适合 xo4^ -—id. AH z E—-4 ERG, 而 Re# 
成 为 口 的 覆盖 流 形 。 这 个 发 盖 是 一 个 二 时 覆盖 ， 称 为 定向 覆盖 
对 为 可 定向 的 充分 必要 条 件 是 履 和 党 映 射 为 R^* — M 。 在 这 时 ,我 
们 也 时 常 记 之 为 M x {+} 一 MM. 


$ 2， 切 从 \ 余 切 从 与 一 般 的 向 量 从 


1. 切 空 间 ， 从 上 一 节 的 讨论 ， 流 形 既 然 是 局 部 Euclid 空间 ， 
刚 其 一 次 近 伺 《 亦 即 线性 近似 )》 是 -个 Euclid 空间 。 特 别 当 我 们 
应 用 Whitney GEXVEHUU UK A R= 中 以 后 ,就 更 容易 把 流 形 看 
作曲 面 的 推广 ， 而 其 一 次 近似 就 是 切 平 画 。 但 是 微分 流 形 不 一 定 
要 放 在 某 个 RU 《包含 空间 ) 来 考虑 ,这 样 , 切 平面 的 概念 就 要 不 其 
它 的 方法 来 推广 ， 这 里 我 们 仍然 从 力学 概念 出 发 , 

一 个 力学 系 的 运动 可 以 看 成 由 R (时 间 轴 ) 或 者 其 一 个 区 间 
了 到 构 形 空间 计 的 一 个 观 射 。 现 在 曲线 的 钥 念 也 定义 成 如 上 的 
映射 ， 而 不 是 映射 的 象 。 这 是 因为 把 曲线 定义 为 肌 射 可 以 知道 对 
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某 一 个 其 休 参 数值 (也 就 是 在 一 个 基体 芒 时 刻 ;》 的 对 点 点 的 位 置 
《也 就 是 力学 系 的 位 置 )。 因此 这 种 定义 可 以 提供 更 多 的 信息 ， 

有 了 运动 的 参数 表示 就 可 定义 速度 向 量 ; 它 当 然 是 曲线 的 切 
向 量 , 但 又 不 只 是 切 向 量 。 因 为 在 通常 的 高 等 数学 教程 中 ,切身 量 
只 标志 曲线 的 方 南 一 一 即 切线 的 “斜率 ”， 而 将 一 个 切 向 量 弱 以 常 
数 1 并 未 给 出 新 的 内 容 . 现在 。 速 设 则 不 但 有 方向 而 且 有 大 小 : 
将 它 乘 以 4( 若 4 > 0) 表示 同方 向 的 大 小 增 到 1 售 的 速度 .只 有 
这 样 ,速度 而 量 之 集 才 有 了 线性 空间 的 构造 ， 

现在 进入 具体 的 讨论 . 设 有 PE MUR E =: 一 0 时 经 过 P 的 
曲线 


C€:1— M, 0€ 1, C(0) -- PEM。 (A.2.1) 
取 包 含 P 的 区 图 (p, U), W goC:l — R” RE R” 中 的 曲线 。 匣 
U 中 的 局 部 坐标 是 x = (ns cr xv), DI 
q9C;x; = x,((1), i — 01,2, «m, 
而 且 卫 之 坐标 为 x(0) = (xC0), 5, 2,00). E x6 C0(D 
就 说 曲线 C 是 光滑 曲线 .当然 这 个 定义 是 与 区 图 的 选择 无 关 的 ，。 
我 们 在 过 P( 祖 应 于 : 一 0) 的 盟 线 族 中 引 人 “ 相 切 ”的 关 共 ,并且 
注意 到 它 是 一 种 等 价 关 系 。 我 们 说 两 个 过 P (z 二 0 时 ) 的 曲线 C， 
G 在 P 点 想 切 ,如 果 它 们 在 同 … 举 标 系 中 的 表示 * — xG) 与 * 一 
x(#) 适合 
zf 一 2 一 ai， 充分 小 。 

这 显然 是 等 价 关系 ， 而 明 这 种 等 价 性 与 坐标 的 选取 无 关 ， 在 这 样 
的 等 价 类 中 有 了 礁 一 的 曲线 可 以 写 为 

xlt) = x(0) + ot, «c R”, (A.2.2) 
这 是 因为 上 述 等 价 关 系 即 x(0.,2(0) XE « — 0 处 的 Taylor 展开 式 
之 到 * 为 止 的 一 节 【〈 称 为 xy 的 1 一 jet) 相同 。 因 此 一 个 等 价 类 
对 应 于 一 个 we R"。 反 之 ,给 定 cE R”, 通过 (A.2.2) 作 一 曲线 又 
可 以 得 到 一 个 等 价 类 .因此 有 一 个 单 全 射 l 

(ER) — R”, x(D 一 (A.2.3) 
Tui Lio R” 中 的 线性 这 算 引 入 式 堪 的 等 价 类 中 ,出 (ut P 
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之 曲线 的 等 价 类 } 有 了 实 线性 空手 构造 而 成 为 一 个 普 维 实 线性 空 
E]. 于 是 我 们 有 

定义 入 .21 上 述 过 P 之 曲线 的 等 价 类 称 为 MM 在 P 点 的 急 向 
便 , 它 构成 一 个 滩 维 线性 空间 称 为 在 P 的 切 空 间 ，。 记 作 TM. 
Xd RZCA.2.3) rit a d UD (EAS KR 9 中 的 表示 。 

切 空 间 的 定义 是 与 坐标 的 选取 无 关 的 ， 但 其 具体 的 表示 则 有 
变化 。 若 有 含 P 了 的 另 一 个 区 图 (6. V), 29:78 v 表示 其 中 的 坐标 ， 
我 们 将 压 一 个 微分 同 凸 

Pp: y — (x), 

megk» 

$^C; y = y(x(2) = »(2. 
上 面 已 经 说 过 等 价 类 的 关系 不 会 改变 ,因而 在 (09 C) 中 也 有 唯一 
的 一 个 表 为 

y — y(0) + Pp, 8€ R^, 
它 当 然 不 是 x 一 xf0) 十 c E op FRR, 但 由 Taylor 公式 
很 容易 算出 

Oy, 

g= Gis y “3 Ba) I (> ej Bs; lis 

现在 我 们 作 一 阶 微分 算 子 


-X dl ee i£ (4.1.5) 


BEREH EE ITUR ue EE us 中 的 两 个 不 同 
的 表达 式 ， 所 以 用 Lc 来 表示 切 向 量 (C 之 等 价 类 } 具 有 了 明显 的 优 
su 便于 算出 它 在 不 同 坐 标 系 下 的 表达 式 。 因 此 我 们 叉 有 

定义 A.2.1 一 阶 微分 算 子 Lc (A.2.5.) 称 为 M 在 P 点 的 切 


向 量 . 它 显然 地 具有 汉 维 线性 空间 构 渤 ， e 一 Pa Im n 


2p eed eem). (A.2.4) 


UB] TM 相应 于 学 标 系 虽 的 基底 . 
Lc 当然 就 是 在 了 点 洪 C 方 向 的 方向 导数 . 
2. 切 映 射 ， 现 在 考虑 微分 流 形 间 的 可 微 映 射 jf; M c9 N daU) 
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空间 上 诱导 出 的 映射 。 令 Pe M, KKCP)e N, 并 分 别 取 其 区 图 (gp， 
U), (4, V), MARUS V ig kd Ae E x = (ns xS) 与 
y = Cis XD. P5 I) 的 坐标 设 为 0。 取 TpM 中 一 个 元 即 
过 ?的 一 条 曲线 C 之 等 价 类 。 我 们 有 
pC: 1-5 M-L.N 
是 w 中 过 XP) 的 曲线 。 着 C ~ C, joC 与 1oC DOR BDAUR CS 
»yCO 与 yCO.. 5b, 
y) — $C) = ole), 
因此 TpM ZERRE TinN 中 的 元 ， 这 样 我 们 定义 了 其 空间 
TpM 到 切 空间 TxpN 的 映射 , 称 为 在 P 点 的 团 映 射 , 记 作 工 pf. 
现在 证 明 Tof 是 线性 映射 。 为 此 , 我 们 使 用 上 述 的 局 部 坐标 系 而 
将 ff 写 为 y= 二 yla) 于 是 x 一 x(0) 十 ot 被 映 为 
= ttt Xm) 
= yiGu(0) H at, xm + aut) 


= y0) + D (ĈE) oi + ol, iSl, rsa 
$21 \Ôx;/0 


所 以 在 foc 的 等 价 类 中 相当 于 (A.2.2) 的 曲线 是 
- y0) + ft, 

因此 , 切 映 射 Tpf 在 局 部 坐标 x. y 下 的 表示 就 是 由 Jacobian 矩阵 
所 表示 的 线性 映射 。 上 -- 节 中 我 们 就 是 利 月 了 sf 的 局 部 表示 来 定 
义 内 漫 、 外 备 等 各 种 映射 的 . 

3. 余 切 空间 .现在 考虑 TpM 的 对 偶 空间 ,我 们 记 为 T#M ,其 
元 称 为 余 切 向 量 ， 先 间作 切 空 间 应 如 何 生 成 。 设 有 ~- 个 函数 fe 
C~CM)《 亦 即 在 M 之 某 个 图 册 之 各 局 部 坐标 系 ， 从 而 在 履 的 微分 
构造 的 一 切 坐 标 系 下 均 为 C“ 的 函数 空间 )， 则 对 任 一 Lc ( 见 
(A.2.5)) BAH (LAP). Lei (Lcf)(P) 显然 是 线性 的 所 
DA FER TOM 的 -- 个 线性 函数 即 T$M 之 元 。 但 是 不 同 的 函数 
可 以 生成 TIM 的 相同 元 。 事实 B, RUE 与 ?适合 dP) 一 
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df(P), 则 必 有 《Lc)(P) = (Ld). zz. $i aP) a, 
则 一 定 可 以 找到 Le tE (LP) ALDE  SUndkXE r= 


Gs cras) m DE (P) + 2r -(P) 从 而 dO) ve df), RU 


Le 一 总 显然 有 (db + (LIP) 因此 莽 记 等 价 关系 
4f(P) = 4KP) 35 —, Wb Co 之 元 可 视 为 TEM 之 元 。 但 显然 
C=/ 一 之 元 在 己 点 之 值 与 它 所 生成 的 TIM 之 元 无 关 , 所 以 ,我 们 
不 妨 将 C” 易 为 up = {fE C”, 了 (P) 0), 而 tp/ ~ 即 其 中 之 元 
在 P 点 的 1 一 iet《 同 -… 等 价 类 中 之 各 个 元 的 1 一 jn 相同 )， 总 结 
以 上 内 容 , 可 以 说 ue] ~ 之 元 的 1 一 jet 网 为 TÍM zx. 

在 局 部 坐标 * 一 《xi xn) 下 ,这 种 1 一 je 可 以 写成 1 阶 
微分 形式 3 adra, ai 为 党 数 。 从 这 里 看 到 ,这 种 1 一 SA 
为 一 个 mm 维 线性 空间 而 与 TM 维 数 相 同 。 因 此 我 们 有 kr/ ~ em 
T$M ， 同 时 也 看 到 在 x 坐标 系 下 ,其 基底 为 dx，… ,dxm)。 对 
于 《A.2.5) HHJ Lc, TR 26 a; BP z adx， 所 代表 的 元 fe ur Z 


导数 L - (P) 之 值 ， 所 以 


Lc (3: ndz) == > wie 


(e. dzi) = ĝ;js 


即 (dro oes den) E (E D ) 之 对 偶 基底 ， 总结 起 来 ， 
我 们 有 
定理 入.2.2 TIM = po/ ~ ,其 元 即 一 阶 微分 形式 ， 在 内 


F, TIM 中 与 (&-. go) 对 偶 的 基底 是 (uis 5, drn), 


从 而 


现在 讨论 在 坐标 变换 十 余 切 向 量 的 变化 ， WRAAE, 
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即 其 在 gf ~ 中 的 一 个 代表 元 1 又 到 -~ 个 切 向 量 Lc, 则 二 者 配对 
ZE (LG) 是 与 坐标 无 关 的 。 若 有 两 个 坐标 系 x 与 使 Lc 在 


其 下 的 表 孙 为 (A.2.5) 所 示 , 余 切 向 量 则 相应 为 2i aids, 与 之， 
, i21 DET 
badri, amo (P), bi 一 D P). 我 们 显然 有 


a = > C24 (P) 一 > b; o] (P). (4.2.6) 
因此 在 > 坐标 系 下 , 利 帮 (A.2.4) 有 
(Lg) 一 2 bii 


BU CLcDOP) 在 x mI 
因此 ， 余 蕊 向 量 的 坐标 变换 规则 是 CA.2.6), — 但 这 正 可 以 由 


an = 5 (2 BHI) (ds, KAERRA EI ARE iS t 


就 是 用 微分 形式 表示 余 切 向 量 的 合理 性 所 在 . 
现在 讨论 在 可 微 映 射 f:M — N 下 余 切 向 量 的 变化 ， 利 用 线 
性 代数 中 对 偶 映 射 的 概念 ,* 余 切 向 量 应 该 由 切 映 射 Tf 《以 下 记 作 
f.) BUB P* 来 变化 。 其 定义 是 : 若 记 ” 为 TiN 中 之 元 ， 
为 了 pM 中 之 元 ,在 切 映射 jx 下 , 它 变 为 fjkE, 则 《oz;fs5y》 应 该 可 
以 看 作 皇 之 线 姓 函数 ,这 个 函数 由 ”来 决定 ,该 可 记 作 f*v: 
(f*», E) = Cv, ft). (A.2.7) 
由 它 可 见 ERER. 但 值得 注意 的 是 扩 的 ”方向 ” 与 1 相 
E: f*STRSN 一 TÌM, ifü P WHERE fa:TeM 一 Tie N. 不 但 
如 此 , 纯 果 有 两 个 可 微 上 映射 J M -> Nagi N 一 工 , 则 相应 的 (goa 
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E3 (gof)* 4 Blx& & 
(gof)# = guoles 
(gof)* = f*eg", 
其 各 个 因子 的 次 序 或 保持 或 反 转 。 KRF MER HEA K 26 R P” 
{functotial) VENE. 六 称 为 拉 回 《pull-back)，f4 称 为 推 前 《push- 
torward)。 切 向 量变 化 的 方 训 与 流 形 昧 射 方向 相同 , 余 切 向 量 则 相 
反 , 所 以 分 别称 为 具有 协 变 (covariant) 与 道 变 (contravariant) 性 
质 . 微分 流 形 上 的 几何 对 象 是 具有 协 变 或 逆 变 性 质 是 一 个 重要 间 
gi, 
O ALDRA DARDA. —7 10 BUE S SARI CRI 
空间 ) 昌 然 都 是 R", 却 是 不 同 的 空间 .但 我 们 可 以 闷 , 车 把 各 点 和 的 
USB GERE TM 一 A. TpM 是 否 可 以 表 为 (或 微分 出 是 于 》 


乘积 空间 M x R”) TM 称 为 于 的 切 从 。 同 样 , 余 切 从 TM 一 
U TIM 是 否 可 以 表 为 玛 积 空间 M x R"? 在 这 里 我 们 将 要 讨 


i£ TM 和 7T*M 的 一 种 重要 的 构造 , 即 丛 构造 。 
局 部 地 , 切 从 和 余 切 从 都 是 乘积 空间 .例如 设 (eU) 是 对 的 
一 个 区 图 3 其 中 好 有 局 部 坐标 X c? tts Xs)» TRESNU 中 各 


Ao 切 空间 都 可 以 用 2 - (起 ,… 8) 为 基底, TO TA m 
z 3, Ox, 7 


(4.2.8) 


(A25) 表 为 > a, FEE UTM =TM 上 可 以 用 (am 
f=1 x; PEU 


tt. Xm 01, 717, 04) ARWR, 因此 TM =U XR”, 但 
整体 地 看 TM 并 不 是 乘积 空间 .  DDSADÉAS—TEKRE (p, V), 
UNV 关 由 其 中 有 局 部 坐标 y, 则 TyM = 【TpM SER 


空间 了 x BR", 其 局 部 坐标 为 (Yn; PERLE P PRESE! 
y — (deo), & — >) (2 (P)aj, 
jei Xi 
它 也 可 以 记 作 
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EU p = (8 
y yG), B — da, A Far (A.2.9) 


这 样 我 们 得 到 TM 的 一 个 图 册 ， 其 区 和 网 即 为 形 如 To M WRAK 
相应 的 坐标 系 (x,e). 所 以 我 们 只 能 说 TM 有 一 个 微分 流 形 构 
造 ， 但 是 它 有 一 个 特殊 的 图 册 如 上 ， 甚 最 重要 的 峙 点 是 ， 它 的 局 
部 坐标 是 由 M 的 局 部 坐标 诱导 而 得 ， 而 且 有 特殊 的 变换 规律 如 
(A.2.7). 在 这 种 构造 中 ， 对 称 为 其 底 空 间 ，7rM 称 为 P 点 的 纤 
维 , 它 们 都 同 构 于 R" 一 一 称 为 纤维 型 ， 开 其 纤维 中 的 举 标 变换 是 
线性 变换 ,其 矩阵 是 一 个 沙 数 矩阵 ,在 我 们 的 情况 下 , 见 
y = y) = (pop ') (x) 

É P HRJ Jacobian 4Bpk, 这 种 矩阵 称 为 迁移 矩阵 (transition ma- 
trix), 


同样 ,对 于 余 切 从 T* M ,也 可 以 作 其 区 图 TEM = U TÍM, 
PEU 


其 中 各 点 的 余 切 空 间 TIM 均 以 dx HER. 它 的 纤维 型 是 R”* 
《其 实 也 就 可 以 说 是 R", 因 为 R" & R"*)。， 只 不 过 现在 纤维 坐标 
的 变换 规律 是 如 (A.2.6) 所 示 的 


CP 
a; = 2; (22) (5, 
亦 即 5 一 Aa BIA CREB ERE AC. IER BOX ASIN, 我 
们 宁可 记 其 纤维 型 为 R"* . 
定义 A.2.3 设计 为 一 丘 扑 空间 ,为 一 拓 扩 空间 P:E — M 


是 一 个 连续 的 全 射 ， 而 且 对 的 任 一 点 均 有 一 个 开 邻 域 己 使 有 问 胚 
P:P) >U X BR ， 且 以 下 的 图 式 为 可 换 的 : 
pP (U) -U x RS 


è 7, 


U 


mi(r.9)t— xz。 鞍 一 点 x€UDV, MAAF YAAA V, Nj 
V,oDz.R'— RY 是 线性 同 构 , 且 
UNV 一 GLOB,2), x I— Vo (A.2.10) 
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是 连续 的 , 则 CE, M ,p)( 或 者 简单 地 说 8) 是 M 上 的 一 个 向 量 从 . 
E 称 为 全 空间 ,M 称 为 底 空 间 , 了 称 为 投影 映射 ,P(x) ex x X R 
称 为 x € M 的 纤维 ,R* 称 为 纤维 型 , o0. 称 为 迁移 矩阵 ， 
以 上 都 是 在 C? 范畴 中 提出 的 ,在 Ce 范畴 吓 则 设 必 为 微分 流 
形 ,@ 为 微分 同 卡 ，、 迁 移 答 阵 也 设 为 C” 的 , 则 得 到 微分 流 形 上 的 
C” 矢量 从 . 
.前面 我 们 提 到 , 向 量 从 一 般 不 是 乘积 空间 , unie EREA 
ART M x R»， 就 说 它 是 平凡 的 trivializ:d)。 向 量 从 一 定 
是 局 部 平凡 的 ,但 整体 地 则 不 一 定 ， 特 别 是 ,一 个 微分 流 形 对 的 切 


e * è oè * 


e a s > > 


* (E MiP) 和 CE; Mif) Té (C?) HEM, FE — 
E;, f:Mi — Mi 是 两 个 连续 CC) I HEA FAR 
E, ~> E, 
E 
M eM, 
ATRAI, WFOEROARAUARRABI. CARERE F EERI MER (fibre- 
preserving): 25 x€ Mi 的 纤维 是 pi'(x) — E Y 一 Te e M, 
纤维 是 p7'(y)， 记 了 在 pr'(x) LRR EE Fes W Fb 
PEG, E Fa 是 线性 映射 , 则 称 下 是 从 则 态 ， 
问 量 从 不 但 具有 微分 流 形 构造 ， 而 且 其 每 个 纤维 又 部 具有 线 
性 空间 构造 。 这 样 , 在 每 个 纤维 上 ,我 们 都 可 以 进行 线性 代数 中 的 
种 种 运算 如 作 子 空间 、 商 空间 以 及 子 空间 的 直 和 等 等 而 得 出 新 的 
疝 量 从 .以 下 我 们 将 提出 一 些 常 用 芍 例子 以 说 明 疝 量 从 概念 在 应 
用 上 的 灵活 性 ， 
设 和 CM 是 轩 的 一 个 于 流 形 。 则 将 TM “限制 " 在 N 上 得 到 


TN, = J T.M 仍 是 一 个 向 量 从 ， 其 迁移 矩阵 仍旧 。 BARH 
可 以 作 六 在 * € N 点 的 切 空 间 TN 以 得 出 新 的 向 量 从 TN， 因 
为 它 的 纤维 是 TM 的 相应 纤维 的 子 空间 ， 所 以 TN Æ TN 的 子 
了 从. ETM 55 TN 的 商 空间 TM /TN， 以 它 为 纤维 可 以 作出 
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N 上 的 纤维 从 ,这 是 一 个 商 从 , 称 为 N 的 法 从 ， 或 者 更 准确 些 称 为 
的 代数 法 从 , 记 作 TuN/ TN, An BEEM BUASEDAA T* M ,其 纤 
HE T.M 的 对 偶 空 间 ， 因 此 可 以 在 其 中 作出 TIN 的 零 化 子 空间 
(T:N) = (8i E€ TTM, (E, = 0, Vn € TN). 用 这 些 子 空间 
作 纤 维 , 又 可 得 T*M 的 一 个 子 丛 称 为 立 的 余 法 从 ， 

以 上 我 们 都 没有 涉及 正 交 性 的 概念 ， 这 是 估 为 我 们 在 每 一 个 
纤维 上 还 没有 引信 Euclid 构造， 如 果 在 每 一 点 * € M 的 切 空 间 
TM 中 均 引 人 一 个 Eudid W., BOS| A —^- iE E B9 3X £x tk XU 
(1,2 使 得 对 任意 E, m € TM, 


<E, $2: M >R, 
xL (Ëss ne) 


都 是 C” 爱 射 ,网 称 训 为 一 个 Riemann 流 形 。 应 用 局 部 平凡 化 , 设 
x 附近 各 点 的 切 空间 均 同 构 于 咎 ,其 中 有 正 交 基底 (e.t en}， 
WTM 有 基底 Lals t cs(x)}， 在 这 个 局 部 坐标 系 下 上 述 
Euclid 构造 将 通过 一 个 正 交 矩阵 g = (gi(x)), guile) = Ceil), 
eG))€ C^ 来 表示 ， 可 以 证 明 ,一 切 C" 微分 流 形 都 具有 Rie 
mann 流 形 构 造 。 在 有 了 Riemann 流 形 构造 以 后 ,对 NCM 的 法 从 
可 以 定义 如 下 : Hare N,QUET.N fE T.M 中 的 正 交 补 空间 

(T,N)* = (E,, E. € T.M, (E, = 0, Vg, € TN} 
ULCT N)* ARARA N E85 — 1 T8 E AA, R N EA 
或 更 准确 些 称 为 N 的 几何 法 从 ,几何 法 从 与 代数 法 从 总 是 同 构 的 。 

以 上 我 们 者 只 是 给 出 了 一 -个 底 空 间 以 及 纤维 、 然 后 立 见 断 言 
可 议 作 出 高 量 从 来 ， 这 一 些 当然 都 是 应 当 严格 证 肖 的 ,这 里 从 赂 ， 
有 兴趣 的 读者 可 以 参 基 有 关 的 专著 ， 

S. 纤维 化 .向 量 从 概念 的 引入 使 得 我 们 可 以 在 微分 流 形 的 可 
微 映射 中 划分 出 一 个 重要 的 于 类 : 

定义 及 .2.4 设 有 微分 流 形 冶 的 可 微 映射 f:M — N， 使 对 一 
项 ?EN Fy =P OCM 均 为 非 空 子 流 形 , dn B. » AWR UI 
及 一 个 微分 同 胚 p:1 (VY) 一 VY, x Fy 使 以 下 图 式 为 可 换 ， 
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FV, >V, X F, 
ÍN sF 
V, x:(P, E) > P 
则 了 称 为 M 的 纤维 化 。 

WEHA F,Q € V,) S898 y | B T I) —1- UE. F.H N RE 
连通 的 就 称 F 为 FARN, IRDEOATOEREONRR) So ars DRIRS — A 
纤维 化 《fibration )。 

纤维 化 一 定 是 外 单 ,但 其 逆 不 一 定 为 真 ， 可 以 证 骨 , 若 一 个 外 
冤 是 全 射 而 且 是 适当 的 , 则 它 一 定 是 纤维 化 。 


$3. 微分 流 形 上 的 向 量 场 


1 向 量 场 的 Lie 代数 . 设 邓 是 一 个 微分 流 形 , x:TM 一 对 是 
其 切 从 的 投影 映射 。 因 为 TM 也 是 一 个 微分 流 形 , 所 以 可 以 谈 到 
由 M 到 TM 的 可 微 有 映射 :MM 一 TM. 如果 有 rop:M >M 是 
ESHS, Ug oE TM 的 切 朋 《section)， 一 般 说 来 寻 上 的 向 量 
从 的 一 切切 口 之 集 记 作 TE). ROE 

定义 A.31 TM 的 切口 称 为 M 上 的 向 量 场 ,TC(TM ) 以 后 记 
EARM). 

如 果 在 MM 的 某 个 坐标 邻 域 中 有 局 部 坐标 x 一 【xs -ta)y 则 
容易 着 到 ,向 量 场 必 可 局 部 地 表示 为 Xo. mE. «Ot 
C“(M )， 所 以 向 量 场 X 是 一 个 cC? 系数 的 一 一 阶 偏向 分 算 T. M 
而 有 

X:C“(M — C"(M), 
而 且 适 合 
X(Caf 十 bg) um aX(f) T EXCg) a,b E R,f, gt C^(M), 
Xg) =f- XXg) t g- XG). 
EIHELUEBÀA AG ERORA X:C^(M)-— CM) 在 任何 局 
部 坐标 系 中 必 可 衷 示 为 C” 系 数 的 一 阶 偏 微 分 算 子 。 所 以 (A&,3.1) 
» S19* 


(A.3.1) 


也 可 以 着 成 是 向 量 场 的 定义 ， 

ZCM) 显然 具有 实 线 性 空间 构造 (而 且 还 是 一 个 CM} 
module), HEE JEANNE, CAA Lie 代数 构造 。 它 构成 一 个 代 
数 : 对 任意 X,Y*e AC (M ) 可 以 定义 它 的 括 弧 积 一 一 或 交换 子 积 
BE Poison 括 弧 如 下 : 

IX, Yl = X(Yf) — Y(OXf), fE C"(M). (4.3.2) 
很 容易 验证 [X.Y1€.27(M), KACHA CA.3.1) A., [X,Y] 
有 如 下 性 质 : 
[aX + bY, Z] = alX, Z] + blY, 2]; (A.3.3) 
[X,Y] = —[Y, X]; (A.3.4) 
[X, [Y, 2Z]] + EY; IZ, XI] + EZ, IX, Y11 = 0. (A.3.5) 
特别 是 (4.3.5) 称 为 Jacobi 恒等式 。 7 (MI) 中 既 可 定义 一 种 
idu a uy 一 个 代数 车 适合 (4、 3.3) 至 (4.3.57 就 称 

一 个 Lie 代数， 所 以 (M) 是 一 个 Lie 代数 ， 

我 们 现在 左 一 个 局 部 坐标 系 x 一 《zl ze) 中 去 表示 UX, 
Y). Au 


< 8 
X= V ax) -— 
之 a (x) ar,’ 


z 8 
Y 一 之 bj) p 
经 过 简单 的 计算 有 , 
25/5 a 95OD o (uy 9900 日 
[X,Y] 3063 a G0) P — p qa) Pa ) (A.3.6) 


前 已 提 到 ,在 微分 同 胚 p:M — N TMKI E KEAN 
上 的 切 向 量 pë, AEM LEHR X E E N ERY A 
PX. HER JE C"(ND, fop = e*fe CM), 我 们 有 (o,X) 
- (D = XGoo)ov ^, RE 
[paX, paY foo = (o,X)(p.Y)foo — (PYN pX fop 
= X[C pY fop] — Y1CGo4X)foo] 
= (IX, Y1(fop) = p4[X, YMoo, 
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E 

[pxX, pY] 一 e«[X, Y]. (A.3.7) 

由 此 可 见 『 诱 导出 COM) 到 2N) 的 一 个 同 态 ,但 由 于 对 
97N— M 也 可 作 这 样 的 讨论 ,所 以 这 实际 上 是 一 个 同 构 。 

如 果 一 个 向 量 场 在 基点 为 0, 即 企 该 点 成 为 零 映 射 , 亦 即 其 局 

BER D al) > 的 一 切 系数 a(x) 均 在 此 点 为 0， 则 此 点 称 


为 向 量 场 的 奇 点 ， po MM TESEUELSCG, PI RA] 
可 以 证 明 , 在 偶数 维 球面 5” 上 不 存在 无 育 点 的 光 港 向量 场 , 但 在 
AE 了 ”上 却 存在 。 因 此 , 背 点 的 出 现 与 否 是 与 流 形 的 整体 拓扑 姓 
质 密切 相关 的 。 向 量 场 在 非 奇 点 一 一 即 正规 点 附近 的 局 部 构造 是 
很 简单 的 , 氏 为 我 们 有 

定理 入 .3.2 和 若 邓 上 的 向 量 场 X 在 PE 处 不 为 0, 则 必 有 该 
点 附近 的 一 个 局 部 坐标 * = Gur. on.) 使 在 此 点 附近 


证 . 任 取 了 附近 一 个 局 部 学 标 现 将 X 表 为 D 07 si [i 
且 不 仿 设 aO) 关 0。 考 起 微分 方程 组 
CARON 
d aly) 
而 且 设 P 点 即 》 一 0, 于 是 在 初 值 条 件 y,(0) =s 下 求解 以 上 方 
程 组 而 得 


i 一 2，.，P， 


y = o; Yis Zis 777, 1s). 
于 是 作 变 量变 换 
zy, oin, 825 "7*5 25)» i= 2, ttt fl 
Wis p A Doce) 2) 一 1, 从 而 在 P 附 近 上 述 变换 是 微分 网 
K R CREER A, e 在 4 GERNE 


X= > OR 9. 2 a) 3E i -B- e a) a, 


* 520 * 


2. 向 量 场 的 轨道 , 流 与 单 参数 变换 群 。 设 Xe n0 CM), RUE 
性 一 点 x,€ M, Xlr) E T M 是 一 个 切 向 量 , 因而 是 由 一 族 等 价 
的 (在 x 点 想 切 的 ) 曲 线 组 越 的 ， 如 果 有 一 条 曲线 ICR -> M ,使 
在 其 每 一 点 上 ，X(x) 沟 为 曲线 在 该 点 所 决定 的 切 向 量 ,这 曲线 就 
称 为 X 的 轨道 ， 从 力学 上 看 。 这 个 和 报 念 是 很 自然 的 : X 即 是 一 个 
速度 场 , TCR -> M 是 一 个 运动 ,如 果 这 个 运动 的 速度 就 是 X。 它 
定然 是 这 个 速度 场 的 轨道 ， 

如 果 在 一 个 局 部 坐标 系 中 , X = D) ai re 则 它 决定 


一 个 微分 方程 组 


Ju oai), Queue avra. (A.3.8) 
4 


而 上 述 曲线 即 其 积分 曲线 (严格 说 来 ,该 曲线 + 上 > «00 M FU 
合 " = ia,(2), 4 天 0 随 曲线 上 各 点 而 异 ， 因 此 是 : D ERG: 


1 一 40 但 着 引 人 新 的 参数 + 使 红 一 4D), 则 有 De a), 


如 果 指 定 一 点 *,€ M ， ENN x,(0) = xu, WES 
CE 上 一 0 时) 通过 该 点 的 轨道 . 
BI 初 值 问题 


—3 « ai(x), x;(0) = xy (A.3.9) 


有 了 唯一 解 > xD pc Le, P ,这 区 间 的 大 小 视 a; 
在 如 附近 的 性 态 而 定 ， 因 而 依赖 于 role BHK, RERE 
ln 一 R。 这 古 一 个 很 重要 的 事实 ， 因 此 ， 我 们 规定 : 若 In 一 有 
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则 上 述 轨道 称 为 一 个 流 。 而 其 它 情 况 有 时 则 称 为 局 部 流 ， 鲍 如 当 
Mt 为 紧 流 形 时 ,所 有 的 轨道 都 是 流 ， 
方程 (A.3.8) 右 方 不 剧 含 :， 这 在 微分 方程 中 称 为 自治 系统 。 
自治 系统 的 解 有 明显 的 群 性 质 ， 设 (A.3.9) 的 和解 当 : = 二 + 时 之 第 
为 ,车 记 此 为 + = prx), WE = prm). 以 $5 作为 (A.3.9) 
ZIE LSE r 一 zi:E), 并 令 上 一 和 时 其 值 为 3: 
» = plo, E) = p(s, pT, x0)), 
则 (A.3.8) 的 解 当 :一 了 十 5 时 也 恰好 取 值 ?。 这 当然 只 不 过 是 错 
微分 方程 解 的 唯一 性 定理 ,而 可 以 表 为 
PCr, qv, x0)) = plr + 0, xo). (A.3.10) 
+ 一 plr, x) P e 取 某 值 时 是 一 个 映射 MM M v I9 eG, 
#0)， 记 此 映射 为 4,, 则 (A.3.10) 可 写 为 
AA; = dius. (A.3.11) 
这 当然 需要 c.v 和 z 十 o 均 在 1 内 才 成 立 , 但 它 仍 然 是 一 个 群 
性 质 ,因为 
A4, 7 id (x(0, xa) = x2, 
AoA, = A o d... = id, 
现在 问 每 一 个 4, G 固定 ) 是 什么 > 由 微分 方程 解 的 唯一 性 及 其 对 
初 人 的 可 微 性 很 容易 看 出 4,: M — M SRM RESI AA rir 
是 单 射 ( 解 的 叭 一 性 ) 且 可 微 , 而 且 r 一 (一 t,x), 所 以 加 对 x 也 
可 微 ,因此 我 们 又 有 
A= dd, A = (A), (A.3.12) 
当然 (A.3.12) 也 需要 * 与 一 : 均 在 la 中 才 成 立 。 由 (A.3.11) 
别 是 。 车 对 一 切 me Ms Du 一 R， 风 的 轨道 是 一 个 流 时 ， 由 
(A.3.11) 和 (A.3.12), 我 们 知道 14) 成 为 一 个 含 单 参数 的 变换 
BUB HI RERO RE. 
3.Lie 导数 . 一 个 切身 量 就 是 一 个 微分 算 子 、 它 作用 在 一 个 
函数 上 邯 得 此 函数 洛 一 暴 线 一 一 决定 这 个 切 向 量 的 曲线 等 价 类 中 
秀和 任 一 曲线 一 一 在 该 点 之 导数 值 。 因此 , 设 有 Xe. OM) 而 
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x 一 xD 为 其 轨道 , 则 对 任 一 函数 je CUM ). 
X) 一 -和 (for) 
dt 


BI fIBRESÉRBUSOM. SUESSECGM bns JL fast Si sus t 
的 导数 应 如 何 定义 ? 首先 讨论 一 个 向 量 场 YE 2 M) 沿 X 之 
轨道 * = rO 的 导数 ， 当 然 , 我 们 希望 定义 它 为 了 在 轨道 上 两 点 
Pc Of, =h tr ZR r AR r—0 时 的 极限 . 但 是 这 是 不 行 
的 ， 因 为 Ye B Yeno 属于 不 同 的 切 空 司 , 网 而 不 能 求 其 差 . 
我 们 的 方法 是 先 将 rC H r) a x 处 的 了 拉 回 到 x(1。) — zx 处 再 
SHH YR. 但 是 对 于 Y 只 能 作 推 前 运算 ， 所 以 我 们 用 同 有 是 
Q,ix I x, 之 逆 的 推 前 exe 作为 拉 回 而 给 出 以 下 的 定义 : 

定义 A.3.3 设 Xe (M) 所 决定 的 微分 同 吓 单 参数 局 部 
BUE tp 小 ;我 们 定义 了 6 CM) 沿 XE 有 CU) 在 * 点 的 Lie 导 
数 工 xY 为 


LxY(x) 一 mec [o:Y — Y]G2 (4.3.13) 
显然 LYE A (M). 
XT Lie 导数 有 以 下 的 基本 定理 
X3 A.34 L,Y = [X,Y]. (A.3.14) 


证 。 我 们 不 妨 取 € M 附近 的 一 个 局 部 坐标 系 来 证 明 上 式 ， 

然后 由 
pw[X Y] = [psX, o.Y] 

即 知 上 式 对 征 何 局 部 坐标 系 均 成 立 。 以 下 分 别 几 种 情况 : 

HE r WE X = 0, 则 相应 局 部 群 成 为 

Vi€ P. xo m x, BE p, = id, 

BILE CA.3.13), LyY(x) — 0, [X, Y) — 0 是 自明 的 ， 因 此 
(4.3.14) ik f. 

TE XC) = 0, 则 由 定理 A.3.2, 不 妨 设 

Xe nY a 

这 时 相应 于 和 的 quini csi aa) i> Gor £y Xis 50. Yy)s 
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PY 一 e biler EP PETPEEEM A 
ie) 


Óxj 
RTRA (4.3.13) 有 


LxY ind 3E i8 
jæ *i rj 
而 由 定义 直接 计算 也 有 
[X,Y] = 3 h 8 
fa 85 Or; 


所 以 CA.3.14) 也 成 立 . 

若 X(xo) — 0, 但 在 xo 之 任 一 邻 域 中 租 有 点 x 使 X) 9 0, 
于 是 在 这 些 x 点 上 (A.3.14) 成 立 , 而 对 任 一 函数 je CM), 在 这 
些 点 上 

(LxY)f = [X, YM. 
但 上 式 双 方 都 是 连续 函数 ， 所 以 在 x. 的 某 个 邻 域 中 , 包括 X 一 0 
处 上 式 也 成 立 ， 由 f 之 任意 性 即 知 (A.3.14) 这 时 也 成 立 . 

不 但 对 n CM) 之 元 可 以 定义 其 Lie 导数 , 而且 对 M 上 其 它 
儿 何 对 象 也 可 以 定义 其 Lie 导数 , 详 见 下 节 ， 

4. Frobenius 定理 . 对 于 一 个 Xe Z(M), mE EE 
曲线 ， 这 是 常 微分 方程 的 基本 定理 ， 积 分 曲线 可 以 看 作对 的 一 维 
子 流 形 。 现 在 提出 以 下 的 问题 ， 设 有 大 个 在 上 处 处 线性 无 关 的 
商量 场 X. X, BERRERRIM A k HE-T RUE N, 使 得 在 N 上 
1E— x, T,N KH XG) ,XiC%x) 张 成 ? 这 样 总 个 向 量 场 生 
成 一 个 C” k 分 布 L*, 若 NN 存 在 就 说 这 个 分 布 是 可 积 的 , ENT 
为 其 积分 流 形 ， 为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 回 到 定理 A.3.2. 若 能 
找到 一 个 局 部 坐标 系 使 

Xo des " a E (A.3.15) 
T L* 自然 是 可 积 的 。 因 为 现在 六 就 是 x; = ci(i 二 i: +l, 
a), c; ERA. 4 (A.3.15) 成 立时 ,有 
[X;, Xi] = 0, (A.3.16) 
1 5245 


因此 可 以 设想 ，(&.3.16) 是 上 +t 可 积 的 必 野 条件。 但 是 作为 充分 
条 件 ， E 3.16) 显然 太 强 ， 因 为 L* 不 仅 可 由 X; 决定 , 也 可 以 由 
-X yX; G = 3, 2s, HER, RE (ap) 是 非 奇异 的 。 但 
Yi 不 一 定 适合 (A.3.16), 现在 我 们 要 证 明 以 下 的 基本 定理 ， 
定理 A.3.5 (Frobenius) Lt* 可 积 的 充分 必要 条 和 件 是 存在 
c? 函数 cC) G, fs i=l, +, &, 使 
k 
[Xi, X = S hX (A.3.17) 
W. VRE, E L^ 可 积 而 且 有 积分 流 形 N， 则 Xi,-……， 
X,€ (N) 而 且 张 成 N 之 切 空 间 T.N(xE N), 但 [X;,Xj]€ 
ANJ RERA a E NAMA X, ,来 表示 ,从 而 (A.3.17) 
成 立 。 
充分 性 。 我们 现在 证 明 当 (A.3.17) 成 立时 , 必 有 一 个 高 部 坐 
标 系 存在 ,使 Lt 可 以 由 2, …， 如 生成 。 BATAN R 
X1 TR 
归纳 征明， 
2 k -= 1 时, 由 定理 A.3.2 这 一 点 自然 成 立 。 设 对 万 一 1 已 
证 明了 这 一 点 ,对 于 贸 , 由 定理 A.3,2 不 妨 设 X = S. 于 是 作 
Y. 
X;—X;— (XX, i=l, k— l. 
我 们 有 Xix* E 0C ly 1) 以 及 Xpt = 1, m L* 5 
Xi Xa X, 生成。 经 过 计算 有 
[Xis Xj]  ajjX4(mod(Xi, -+s XR). 
双方 作用 到 x*. 上 立刻 有 e; — 9, 从 而 


k-1 
(XX = 33 epit 
而 由 归纳 假设 ,一定 有 一 个 局 部 坐标 系 使 X; 一 G-1,-:., 
k— 1) ffi meali PS (Xd. P I; 
? Byg 


LX X4| 仍 在 六 中 ,从 而 有 
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本 x, = b;X mod a SOR 5) 
将 双方 作用 到 t 上 ,因为 也 -是 X EAA, MAT t -0, 
BAR 5; -— 0T 
[2 xi] zs > ch 2 (A.3.18) 
现在 在 局 部 坐标 系 》 = Qu. n v) 中 将 X, EPIO 一 一 
waa | xu] 一 ya P- 与 (A.3.18) 比较 有 


fe1 Oy; 8 
M i=, nkl, jmd, 
Əy; 


所 以 a; 都 只 是 Qu ys) 的 函数 ， 代替 Xi 而 考虑 Xi 一 


se veg Xi. fum A.3.2 的 证 


ik.R EE y "sy。 作 一 个 坐标 变换 (yx 34) I9 Qa ts 
Wa) tE X= 2. 于 是 Ores Pkts Wks 7175 Ww.) 也 是 一 个 
fü. 


局 部 坐标 系 ,在 此 坐标 系 中 


e E 

x l ? y, a i PAL 
i Oe eg 
记 这 个 华 标 系 为 = om Corin), L= fE, Mo 
从 而 LA SHUFFLE ay = e, CIO G ~R Lens) 


* >» 9 u a 


的 特例 与 更 强 的 条 件 。 tS JLODIE ROGO Xi 5 x — 
分 局 胚 局 部 群 的 作用 是 可 换 的 。 Sic b, Xu 4, BERM) 
相应 的 微分 的 微分 局 且 是 4, 与 B. WEGNER, 4,2 B, 一 BoA; 
的 充分 必要 条 御 是 [4, B] = 0 利用 这 一 事实 ,还 可 以 证 明 一 个 
更 强 的 结果 : 

X38 A.3.6 和 若 Xiy Xee Z(M), 而 且 (A.3.16) RY, 
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NATRIA BRERA r= Gn). Xm DG - 


1,5, k) NGEXEBANXOT. 
Frobenius 定理 还 有 对 俱 形 式 使 其 应 用 更 为 方便 ,这 一 点 将 在 
下 一 节 中 说 明 。 


$4. 外 微分 形式 


1. 代 数学 的 准备 知识 .外 微分 形式 的 理论 有 一 个 代数 框架 到 
午 线 性 代数 ， 下面 我 们 只 介绍 一 些 最 基本 的 概念 。 令 了 为 实 线性 
空间 ， HRER 了 4 一 了 X… xV AE) 到 R 的 重 线性 映射 
TiV*--R Bike FXXBUR S. 

Thoi, av; + By; civ) — To titt ty) 

TRT(n. vict vi). (4.4.1) 
我 们 称 了 为 了 上 的 天 阶 张 量 ， 它 显然 构成 一 个 实 线性 空间 Ft 
我 们 要 引入 一 个 运算 将 不 同 阶 的 张 量 联结 起 来 ， KER, R 
定义 T€éFt 和 SET! RU SE EPR SQTcA* 如 下 ; *vie 
TYG 1, 二) 
(ST) avi""" isa) 
= Soyir so) T Cvrsta via). {A,4.2) 
应 该 蛙 别 注意 , 张 量 积 是 不 可 交换 的 ,但 是 适合 结合 律 和 分 配 律 如 
下 : 
(SQT)GQU = SQ(TOU) = STOU, 
(S: + SBT = SOT + SGT, 
S@T + T) = ST, + SOT,, 
(aS) T = SQaT) = a(SGQT), «ac R, 

FRANE VT, MRT tips V" 有 密切 关系 。 设 
{ustte ve) (5 = dimV) E V 69— 2E (wi, 41 EV" BS 
对 偶 基 底 , 则 我 们 有 

定理 A.4.1 8+ 有 一 组 基底 91@ Dpr (Gs sh = 
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FI ea f 
1，…*, 4)， 因 此 作为 线性 空间 , dint e (). 


证 .任意 元 了 6 儿 * 均 由 它 在 一 组 元 fo vah Gtt 
i= l, tean) 上 之 值 决定 . 令 Tors tta Vi) = «4, Wl 
T 一 Daip qiu O i “Bp. 所 以 19;, 5 E "out 是 .35 的 一 组 
生成 元 。 余下 的 仅仅 是 要 证 明 它 们 线性 无 关 。 设 若 Aene, 
D- Dpp — 0, 尾 取 其 中 一 项 , 例如 esa, Xt {gi} 是 {vi} 之 
对 偶 基 底 易 见 

0~ (Eeri Pn D OPa ta Pa) = Croke 
Hti Cirig T 0, 定理 证 毕 . 

张 量 中 有 两 类 是 特别 重要 的 ,一 类 是 其 在 (nsn) 上 之 值 
Nos ccs o 有 对 称 性 者 ， 称 为 对 称 张 重 ， 另 一 类 是 有 反对 称 性 
者 , 即 有 

T(n, BIPEZR tty Py ttt. PE) 

m —T Co, vi, cry Pis riy VR) CA.4.3) 
者 ， 称 为 反对 称 张 量 。 这 两 种 张 量 都 是 常见 的 :例如 一 个 内 积 就 
是 一 个 二 阶 正 定 对 称 张 量 ; 取 * 个 ” 维 向量 ， 以 每 个 向 量 的 分 量 
作为 一 行 而 得 一 个 行列 式 ， 就 是 一 个 = 阶 反 对 称 张 量 。 事实 上 从 
任 一 个 无 阶 张 量 了 都 很 容易 作出 一 个 反对 称 张 量 来 : 38 dB Cl, 
te, D 的 一 切 排列 之 集 为 54, Eae SE C1, 5, k) 排列 为 
CAY, ---, o( D, 我 们 定义 


ACTI Cos" id: > Vx) € i 2 5sgneo * T(v a, ty Vou). 


i oct $, 


(A.4.4) 
很 容易 证 明 它 是 反对 称 的 ,因为 车 记 对 换 (i 力 55 o 273829 o', Vll 
o 与 5 奇偶 和 性 订 反 
AltCT )Cw,, 81 sv) 


1 1 
rm > ; S800 > T (veus Von aVat’ ‘vait)) 
站 


1 1 
m 2: Sgno - CERTE ME EA UE t "ys * * 7 sU sap) 
3 k 
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t 5 ' 
ES kt sgag > T Crans ttt. Esniys * top spot》 


LATA 
= —Al(T)(n,**- 0), 0i tttm). 
in— UU) k Er EDESEUK EE 8629 A*CV ), CER 是 ,F CV) 的 
子 空间 ,我 们 语 引 人 一 个 联结 AS, NI SAMT BS SERI SKOS PR 
A. H wt Ate A 我 们 定义 
定义 A42 上 述 中 与 了 之 外 积 AmE ATUCT)28 


ola = EEDI Aloa), (A.4.5) 


Al: 和 外 积 有 以 下 明显 的 性 质 : 
€ ASY) = Alo) = o, 
EEE, # o= Ci, j), 则 senc = 一 1, ME 
Cueys Wed) = traia ttti, tt VR) 
= -al Vs .. eua) 
= sgnoc(n, *** vi). 
但 一 切 e € 5, 均 可 由 有 限 多 个 对 换 组 成 ,所 以 上 式 对 一 切 o € 54 也 
成 立 * 从 而 


Alt(w)(o5,, donc yt PR E sgnoml Ysays "tty Van) 
k! [I3 " 


mb D. sgno - sgnool vs * 94) 


TET 
一 cf ttg). 
Cen + aA wo Aq oN, 
€ NG, t m) = oA om, 
Caw) An = wA (an) = alw An), « €R, 
why = C71) «8Ao, 
由 最 后 一 式 还 知道 ,对 于 奇数 阶 反 对 称 张 量 o, o! 一 wAw 一 0. 
这 些 式 子 都 很 容易 证 明 ， 我 们 就 不 频 一 一 叙述 了 。 但 是 外 积 的 可 
结合 性 《wA 信 7)A98 = eA(LAO) 证 朋 较 繁 。 我 们 给 出 
定理 有 ,4.3 OSET), Te.7(V) B AuCS)—0, 
ij 
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Alt(S60T ) = Atl TOS) = 0. 
Gi) Alt(Alt(0699)690) = Alt(coAlt(»998)) 
= Alt( (92090). 
(ii) (0A3)A8 = aAa hO) 
ktit m) 


A———— AVDIO). 
kulim! 
o € AV), nE AOU), 8 € A"CV). 
证 G) 
Alt(S@T)(os 044) = c; S, sgno 


GT DG, 

e SCra, 77 “Voct)) 

~ Tenai" sacan). 
4 G= {o €S 0 十 站 二 不 十 说 ff cml, 


» segno * S(v50y,* * * Yo) TC vagans" "s Uschi) 


"EG 


= T (vrns ts Ver) bE sgag’ * S(v,5 ** tou) 


-, 
现在 把 St+ 分类. EEH ot GI, GNG o= Ø 因为 G 中 
之 元 必 使 信和 十 1 这 十 站 不 动 ,而 G， oo 中 之 元 必 使 它 变动 ， 
G5 G- o, 中 元 素 个 数 相同 , EA k 因而 可 以 分 S44; 为 有 限 并 
UG: wm， 而 


b» sgna - Sosas "era Vock’) * Toa; erty oktn) 


PG vj 


=T Com sU suck SERO, 2 sgno S(vo by * * * aou) 
s'€G 


- 0. 
Bin GE. 
G) 因为 
ANCA ADO) — 4098)) = Ali(4098) — Att(46096) = 0, 
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uraa 


—- mapa SD 


故 由 (i) 有 
Allo QA 4298) — oD) 
= Alt(ce 9 Ali(46208)) — Alt(o094698) 
æ 0. 
类 似 地 有 ALAO DA) = Al(w@1%0) 


" n (E LE m) 
it) (o 8 = d2 Ali((o 8 
Gi) Cw AnA CF Dim] Ali(Cc A 3)00 ) 


2o (Rida m) +)! - 
(E Din kil! Alt (8188). 


类似 地 有 e AQUA) 一 CE 二 地 外 Alk(oGnG0)， 我 们 把 这 
个 公共 值 记 作 w A nA\9, 

这 样 ,我 们 也 可 以 定义 由 入 osA ,和 et。 我们 设想 , 是 否 由 
个 一 阶 张 量 之 外 积 可 以 生成 ASQ), EIE E nsn + 是 
VEDER dpo op) 是 V* 的 对 偶 甚 底 , 则 有 

定理 A.4.4 AQ) AERE Gu Ac Ae: OA 
iei X n), RE dimANTV) = m 

证 ， 因 为 ACT), 所 以 we AV). 可 写 为 

o 一 Ean Pi OB. l 

但 £8 一 Alt(c) cal Ea; 4 Alt( pi DB Qoa) 而 由 (A.4.5) o -—-— 


Loy 947 * *ikpi Arg. Wü ip, A A Pit 生成 At 


Tp ai 
Loan 


(TV )、 其 线 狂 无 关 性 可 以 由 如 定理 A.4.1. 一 样 证 明 . 
我 们 要 注意 几 种 特殊 情况 。Ma(Y ) 一 R,dimA"(V ) = i )- 


1 ,而 其 基底 由 一 个 元 quA …: Apa UR, E v; 一 D wivi(i — 


Pe 
1,::7,2), WA e € A'CV) 有 
Qm, 47 * 10,4) = detla oltsa v9). (A.4.6) 
这 是 一 个 很 重要 的 结果 。 电 它 我 们 立即 可 以 看 到 ns, eoru HR 
福 相 关 的 必要 充分 条 件 是 对 任意 € A'CV 9s s tea) 一 0. 
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而 且 通 过 上 可 以 将 7 的 基底 分 芳 丽 类 :; 一 类 (包括 (ns cr v.) 
BE det(az) > 0， 称 为 与 fv,，-…, zs} 有 相同 定向 ; 55 3S E 
det(2,/) < 0， 称 为 与 Uns cnt 有 

Ek >n, MAAR? pA Apa 中 必 有 相同 区 
子 , 因 而 为 0， 这 就 是 说 AV)— ud > n). 

最 后 我 们 来 看 .DP) 在 线性 变换 f,:V 一 到 之 二 如何 变 化 。 
仿照 对 假 变 次 的 定义 、 我 们 定义 Fo 0) ZV) XX 
T e. RW) 

GTX, une UR) ud TCI | 了 (A.4.7) 

对 于 OTeA(w6) 上 式 也 是 成 立 的 。 容 易 证 明 
PBT) = f*seyrT, 
Co A) = f*o Nf*n, 

2.5 8 6X. MEEA Fo BT n He S EE yM 
E, 而 对 尾 一 点 x € M , 我们 用 T.M l'EX V , ifii ATM). VÀ 
它 为 纤维 可 以 作成 一 个 向 量 从 , 称 汶 让 次 外 形式 从 .TM 有 一 个 


ak [9-, ..., 9 ), 所 以 ATM) 有 一 个 基 密 Us NA 
x, Óx, 


(A.4.8) 


dx (lm hm a xn). 

RANE K KIEA ACM J RITA E 

定义 AAS AM) 的 切口 称 为 M 上 的 次 外 微分 形式 (或 
篇 称 微分 形式 ), TCAt(M)) 记 为 CM). OM ) BO CCM). 

HER ACM) 的 基底 之 作法 ， 知 OIM ) 之 元 局 部 地 可 以 写 
为 

wk) = Xa dx, AN Nx. (A.4.9) 
由 上 述 的 外 积 可 以 得 到 OC M ) 之 间 的 外 积 4 
w(x) € (M), nlx) € Q'(M) — wolx) Am) € RHM). 

这 样 ,将 使 U QOL) 不 但 是 C*(M ) module, 而 且 是 一 个 分 级 代 


HK (graded siib); UY 3 U A 也 都 是 分 级 代数 . 
d OM) 中 不 仅 有 代数 运算 A, 而 且 有 一 些 重要 的 微分 运 
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noc d AE MITAD 
G) 对 f€ QM) = CM), af BD f ERN S 
(Gi) # = 0, (4.4.10) 
Gi) Zi c € (M), W d(o, Aw) = do, Ae, + 《一 1)to À 
dos, d 称 为 外 微分 。 
证 .将 ww € OM ) 写 为 局 都 慌 示 (A-4.9), WS 适合 定理 
要 求 , 当 有 
do = Pda; x) A dx; A Adzi, 
Eas a Gd) Ni Ndxaden 
一 Pda) Adr, Aere Adxi, 


8a; x) 
= By dxiN dr Nete N daig (A. 4.11) 


因此 若 d 存在 ; 它 必 是 唯一 的 。 但 是 (A.4.11) 不 能 看 成 是 证 明了 
4 存在 ,因为 同一 个 。 在 不 同 的 坐标 系 有 不 同 的 表示 : 
o = Sfadph Ad = Shafi NS Adik» 
我 们 应 证 明 
X4R NANI Adik = Xi AdÁN Ad 
这 一 点 可 必 直 接 证 阴 , 也 可 以 证 明 如 下 ; 先 考虑 一 个 单项 式 o 一 
hdh NN Ad ER & +H Ee RM), Pm 0, , eR, 并 
fe 
A = (Gh AERA Ndfas Eos oh ER. 
因为 (df, E) =E), BEUUEE A He EG 展开 应 有 
& 
A = D (SVEG) < Ih I Nds sts bob), 
因为 5 是 一 个 求 导 , 它 适合 Leibnitz 规则 
Eog = £g) 一 h:lg)» 
所 以 
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A= M CUBE 


二 > (— Df" hECdELA Para A dfios us ,6,, > SE. 


FI FEXERESS 33,0] An 
Edf -ee Adfus Eoi 1, En 
= DS (—1Y "" Nah A Ad AN S Adfas 


" ZEE c. 55 MINE kx》 
代入 第 二 项 并 将 它们 按 棚 同 的 i, i 组 合 起 来 ;有 
2 (AIYARE, RAKLA -e Adhi S Ndir 


Eo etts £, ‘Es EAD 
T 23 (—1Y*o; [£;, £j] £o, ^ ZG ic JT Meg Eb. 
i<j 


因此 
k 
A= 3 (~ Ao; Br uve EAD 
i-o 
十 2) (—1y*(u; [2], £s es s ss Et) 


从 这 个 式 子 的 右 方 来 看 和 只 与 有 关 而 不 农 赖 于 其 局 部 坐标 表 
了 示 , 从 而 可 以 认为 和 A 定义 了 一 个 万 十 1 次 外 微分 形式 ( 记 作 dote 
Bo» cit. Sk CZE. do 的 局 部 坐标 表示 凤 (A.4.11)。 利用 
《A.4.11) WA 2 合 于 定理 之 所 求 ， 

我 们 特别 注意 CA.4.10).. 由 于 它 的 重要 性 ,我 们 称 之 为 了 的 
上 循环 性 质 。 对 于 fe QM) = CM), d= 0 即 我 们 熟知 的 
Schwarz 定理 : 


Dr.Dr， T BxjOr," 
I-A XCEMNIBUUEM =R 上 的 一 些 经 典 向 量 公 式 时 常 可 以 用 
外 微分 运算 来 说 明 : Æ fe CUT(R), W Descaris 坐标 x = xn, 
x3, x3) , W 


* 534a 


8j Bf Bf 
dd da + SE dx, + 9r. 
he ei 


dx, ~ gradf, 


因此 ,我们 有 了 时 就 用 of 表示 gradf = (SL, 9L, DL), maa 


B AG) = GG), 4G), 402), 我 们 不 妨 使 它 对 应 于 4 一 
3 
2 A, dx; € (R°), XI 


3 
dA = Ð) dA; Adz, 
[£s 


/ ðA 84, 64 ðA 
= 94. 945 dr Ad LA ŽA d 
| ðr 2) buo ( 0x, 8x, side, 


84 BA 

94i | O04, 4 ^ rA, 
RE ( ôx, xc) lo n 

若 令 向 量 B(x)—(BGO,B,G),BIGDD 对 应 于 10 Bidx, Adet 

Badz, Ndx, + Bdr, Ndxi, WA 


do = (ÈP. + BBa q DR) ae Nas drs ~ divB, 


z, Or, x. 
于 是 到 一 0 现在 成 为 
Je Q(R»), Pj= 0, Bi curlgradf = 0, 
Ac OR’), A —0, BI divcurLA = 0, 
对 Be PCR), WA APB e aR = 10), PB 一 0 是 平凡 的 ， 
现在 来 看 在 可 微 映射 M — N 下 < 的 性 态 。 上 一 书 在 讲 到 
余 义 空间 时 已 说 到 余 切 向 量 这 时 将 被 拉 加 ,w & QEON) 也 是 这 样 ， 
foc OM) 定义 如 下 : XI 5,5 € A OM D) 将 有 
(f*o5 KE.) m Coi fagas tofas). (A.4.12) 
我 们 现在 要 证 明 
定理 A.4.7 d5 f" 可 换 : 
fdo = djew, € D*(N), (A.4.13) 
证 .在 定理 A.4.5 的 证 明 过 程 中 ,我 们 已 经 证 照 了 ,对 不 十 1 
SARH ET TEE 有 
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t ; 
(do; Bs tt S £4) sa » (— O'£Qos [THEE THE s TH» 
i-0 
+ OM CaY*Coi il, 
i<j 
Eoste tabiat Bs EY (A.4.14) 


由 此 式 立 即 有 
(f*dw; Šos ttes Ea) E (do ; fa Eo, 2x DP, 


X ~N 
DA CH 


n 23 C— 1" (oi ful faEil. fuo s 


~ 
f£ VES > us sfer) 
& 
iain D: (—1)Y2Zf*o;E, fV ER 
f=0 


m (—1Y*(f*o5 [5,8] 60 "9 
igi 


中 
== (df*w Eont t 54). 

有 关外 微分 形式 的 第 二 个 微分 运算 是 沿 向 量 场 * 的 Lie 导数 
Lxo, X 定义 了 一 个 微分 同 卡 和 的 单 参数 局 部 群 4p 仿照 向 量 场 
的 Lie 导数 的 定义 ,我 们 给 出 

定义 A.4.8 wt QM) 的 Lie 导数 Lxwe QM) 定义 是 


Lxw = lim 二 LA*w 一 w], (A.4.15) 
”现在 我 们 给 出 Li 导数 的 具体 性 质 。 首先 ， 若 二 0， 由 于 
o - [€ (M), 由 定义 我 们 有 
(Lei) =- (A) = (X , af). (A.4.16) 
dz ras 
特别 是 , 湛 M = R’, 而 和 表示 沿 某 固定 方向 e 的 向 量 场 ,有 
VOR [2 fG + 21 
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Ly, 当然 是 线性 映射 , 而 由 定义 可 取 它 实际 上 上 是 一 个 求 导 。 BN 
此 应 该 有 Leibnitz AR. 事实 上 ,我 们 可 以 证 时 
Llu Aq) = CLyo) An + wA). (A.4.17) 
这 是 很 容易 证 明 的 ,内 为 在 讨论 外 积 的 性 质 时 我 们 即 已 证 明了 ( 式 
(A.4.8)) 
Alaha) = to A 8. 
(A.4.17) 是 一 个 很 重要 的 公式 ， 我 们 不 妨 将 它 与 外 微分 运算 4 的 
性 质 (A.4.10) 之 (Gi) 
alw Aq) = do An (C—Y)* oA ds 
相 比 较 , REX Leibnitz 公式 的 一 个 变形 ， 车 一 个 线 射 映射 适合 
这 种 类 型 的 公式 ,我 们 将 称 之 为 斜 求 导 , 所 以 外 微分 运算 4 是 一 个 
KRE 
再 看 Lx 与 4 是 否 有 交换 关系 。 事 实 上 有 
Lx(df) = dLy(f), f € Q'(M), (A.4.18) 
这 是 容易 证 归 的 。 久 为 我 们 已 经 知道 
A? (af) = dA P) 
因此 
d 


Lx(df) = r3 LARAP] lemo = -2 IATP] lio, 


我 们 现在 只 钉 证 明 (4.…) 一 4 EDLER 但 是 采用 一 个 
t dz 

局 部 坐标 系 使 X 一 PX A3 = HG 十 te1) 于 是 上 面 的 可 换 性 

即 可 得 证 ,因此 ,我 们 将 得 到 (A.4.18). 

最 后 给 出 在 一 个 局 部 坐标 系 中 具体 计算 Lie 导数 的 公式 ， 于 
是 我 们 设 X 一 D4) Do o m Barid, A Aden 于 
J& tH (A.4.17) 

Ly(o) t€ EIL x (a4. dti ^ e. ^ dxj, 
T > ` 1,44 5j, ERE LyCdx,) A Vas ^dx;,. 


H Mig 
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但 由 CA.4.18) 有 
LyCiz,) = al Lyx) = dA), 


因此 有 
Lala) = 2) Lalonde, No Adxin 
Nip 
+S, Dj) asa Ne AdAiA Adr. 
ji 


(A.4,19) 

有 关外 微分 形式 的 第 三 种 微分 运算 是 内 积 . XEM), 

我 们 将 定义 一 个 线性 映射 2,:05 (M ) OS (MD) 如 下 : XX, 
t$ Xa € AM), woe 9 (M), 

š ES wlX Xat Xo, Ro 9, 
Gyeo)(X;, tts X44) s {0 k -i 0, (4.4.20) 
ix Ro 55 XRRR (Contraction), RANER ix 是 一 个 
斜 求 导 : 

irlo An) = ito Ai t (— 10 )* oo A ien (4.4.21) 
这 只 要 应 用 oA 一 AEDA) REDEN. ERX 


ix € WORSE. 所 以 它 有 时 也 称 为 内 导数 运算 而 且 是 一 种 微分 
运算 . 
这 三 种 运算 之 闻 有 著名 的 
EH A.4.9 (Cartan AR) 对 X€(M), ec9*(M) 
有 
Lyw = igdo + diyc, 
ür. RAIE UAM o ARRE EER. MAR m 0 时 , ix% 一 
0, 而 ixdw = ixdf = (df, X) — XP) = L KAERRA. 
车 o = fdh, fhs hé OM}, WEJ X 
Lgo = Lyfidfi + fibydf; = Lyfidf + hdL xfi, 
右 方 则 为 
ix df Ad) + diyfidf, = KG dh — d KG dA AXI] 
= X fhaXCR) 
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Im Lyfidf, "E hd Lxf;. 
对 次 数 更 高 的 也 可 仿 此 证 时. 
3. Poincare 公式 ,de Rham LAB. NA BU 
环 性 质 d? = 0 是 一 个 极 重要 的 装 质 ， 它 告诉 我 们 , 若 外 微分 形式 
w 一 doy, WYA dw = 0, 我 们 称 适合 dw = 09 oe OM) X 


闭 微分 形式 ,并 记 其 集 为 

Z*(M) = fo € QX M Jida = 0); (A422) 
又 称 可 以 写 为 o. € Q^ (M ). SAI dc BJ & VERICOE XS IR 
当 微分 形式 ,并 记 其 集 为 


BAM}= (o € Q'CM); 3o,€ QC'(M), œ = do}, (A4.23) 
又 规定 BM) = (0). 于 是 d^ = 0 可 以 表 为 
B*(M)CZ*(M). 
B*, Z* 3125 Q* 的 子 空间 ,也 是 子 群 ,特异 是 , Bt 是 Z* 的 子 群 ; 因 
而 可 以 求 其 商 群 (注意 , B5, Z5, O^ 均 为 交换 群 ), 记 作 
H*(M) = Z'CM)/B*(M) (A.4.24) 
并 称 为 阶 de Rham 上 同调 群 .借用 同调 论 的 语言 ， 我 们 称 Z^ 
之 元 为 上 循环 ，B# 之 元 为 上 边缘 , P 一 0 称 为 上 短 环 性 质 的 原因 
frs. 
HAM ) 的 构造 从 表面 上 看 是 依赖 于 对 的 微分 构造 的 ,但 是 磅 
我 们 假设 了 以 在 无 穷 远 处 为 可 数 , 从 而 MM 是 仿 紧 空间 (在 本 书 中 我 
们 对 M 总 是 作 这 样 的 假设 的 ， 它 的 一 个 直接 的 推论 就 是 M 上 有 一 
的 C” 分 割 存在 ), 则 可 以 证 明 瑟 KM RRT MK h. HIM ) 
是 刻 划 对 的 整体 拓扑 竹 质 的 航 重 皮 的 不 变量 . 因此、 对 于 给 定 的 
邓 具 体 计算 HIM) 就 成 了 一 个 重要 问题 。 可 惜 。 除 了 在 某 些 将 
殊 情 况 下 ,计算 HOM ) 是 很 困难 的 . 
作为 一 个 例 ,我 们 看 一 下 XM). 设计 是 了 个 连通 分 枝 放 ;之 


并 M — U Mi。 注 意 到 BM) -10), 有 HM) = ZXM), 


(B f€ ZXM) BB af — 0, Mim f JéEoBU TE ERR. QFM 上 
fi =s W Uh, 天) 是 ZUM) 的 基底 ,因此 HCM ) JE b 9& 
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线性 空间 Rf, 
另 一 个 重要 的 岗子 是 计算 KR")， 我 们 要 证 明 
H*(R*) = 0, £2 0. (A.4.25) 
这 就 是 著名 的 Poincaré 引 理 。 它 不 但 适用 于 R, 而且 适用 于 B” 
(n 维 球体 3x? <1) 以 及 一 切 星 形 区 域 。 所 谓 昨 形 区 域 定义 如 
T: DER", P ADHAR ADEA P, RE PP'CD， 
就 称 D 关 于 PP 点 为 星 形 的 ;车 DD 关于 其 一 切 点 均 为 星 形 的 ,就 称 D 
为 星 形 域 . 现在 可 证 
”定理 A.4.10 (Poincaré 引 理 ) 若 DCR* 关于 0€ DD 为 星 
形 开 党, 则 也 上 一 邹 闭 形式 均 为 恰当 形式 。 
证 。 我 们 要 定义 一 个 线 姓 映射 7:Q4D) 一 Q5 (D), 并 使 之 
适合 
ld + dl = id, 
在 作出 了 了 以 后 ,对 于 oceM), A o = Hda) + d(1w), HR 
EE de 一 0, 必 有 ww 一 do c, = lo € QCD), 1 的 作法 如 下 ; 
dE wo = Fadxi 人. "iis 规定 
(Iw)(x) = > (—1) i 2m A 


dx À -a NAX A ee Adai 
户 为 晨 形 开 集 的 假设 保证 了 积分 是 有 意义 的 。 了 的 作用 可 以 认为 
Fol o di 0€ D 连续 地 作 形 变 , 因而 有 时 称 为 同 伦 算 子 ， 
dlle) 一 ko >) (f tg mo dx; A ee Aden 


áy ak 


"oO X ca 5 E reas nd 


dqüAEGp ami je] 


x 'adx; A dxi, A TP) Ade, N ida Adzi,, 


du = b» » ja; (x) dx; Adr A "n Adzi., 


nk mI 
所 以 
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1 


TNCS xjdxi A *-* Adxi, 


9 7 


E 2 * cos ü Ojand) 


helegir Pei a-1 

riodxi A dx; Acre 和 dz 和 六 xi 
二 者 相 加 得 
diid)— Y V. i iB Gi, a ny 


iem. IEL 67 
1 
«dx; No dxi + >X |f kit'a; sferad] 
TET i 


dx Noct Ndx; 


E P3 (f m [ai (z) Mr) dz, N** Adxi, 


从 而 定理 得 证 . 

4. Frobenius 定理 的 对 偶 有 形式， 上 上 一 节 中 讲 的 Frobenius 定 
理 在 应 用 中 常 取 以 下 的 对 候 形 式 . TAER C? 大 分 布 了 + 一 
(Xatto Xib 在 任 一 点 Pe M 处 我 们 定义 上 《KP) 的 零 化 子 空间 
为 

L*'(P3 = [w€ Ti; YX € L*(P), (c, X» = 0). 

它 显 然 是 了 从 对) 的 = 一 不 维 子 空间 。 在 好 之 任 一 点 的 适当 邻 城 
内 必定 存在 #* 一 不 个 线性 无 关 的 一 次 CC”) 微 分 形式 ctrl ts 
张 成 LP)+， 事实 上 ,LL* 在 一 个 邻 域 内 出马 个 线 柱 无 关 的 C” 切 
FEES X, ,Xr sk. IE n — kA C? 向 量 场 Xin ,XX, 使 
(Xi, i. Xs} FERRE A P HERE TAM). 作 该 邻 城 中 
EZ BRUT HA 1 次 外 微分 形式 {mx kis" 7. Osho 易 
BV JEADAARRU SE — APAE, pastos 张 成 LEP 

直 此 可 见 , 在 该 邻 域 中 ,分 布 L* 实 等 价 于 

w=, Sktl; 7。 (A.4.26) 
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LMP) 一 {XE TAM), la X) = 0 jkl, eah 
方程 组 (A.4.26) 称 为 Pfaff 方程 组 ， 它 的 积分 流 形 就 是 一 个 名 维 
子 流 形 N CM 使 对 每 一 点 PEN,T,N 之 -~ 切 元 交 均 适合 

ois 站》 一 0, j— Ro 1,5, n. 
如 果 这 样 的 积分 流 形 NN 是 存在 的 , 就 说 Pfaff 方程 组 (A.4.26) 是 
完全 可 积 的 . 

以 上 我 们 将 分 布 L* 的 可 积 性 问题 化 成 一 个 对 侦 的 问题 
Pfaff. 方程 组 《4.4.26) 的 可 积 性 问题 ;因此 我 们 也 要 将 L* 的 可 积 
条 件 一 一 对 合 性 条 件 à 

[X;,X;] - 2 cli(x) X, 

化 成 对 偶 形 式 ， 这 里 我 们 首先 要 用 到 一 个 事实 ,对 ecoM) 以 
EX, YER (M), WVA 

(do; X,Y) = (o,Y)X — lw, XY — (o,[IX,Y]). (4.4.27) 
这 其 实 就 是 式 (A.4.14) ERITREEA. RA iE R 
妨 设 四 为 单项 式 gd], 从 而 dw = dg Adf, WAEA 

(dg Ad; X ,Y) — (dg XedjY)》 — (df, X) (dg, Y) 
= X(g)Y() — X(ÐY Cg). 


35 —J;iü 

(o, X) — (adf, X) = gX(f), 
因此 Y(o, X) = YG)XOD t g - Y- XG), HA Xlo, Y) 一 
XGD - YQ) +g- XYG), RA ESRB CA.427), HERAA 
(A.4.26) 中 的 o, 与 工 4 中 的 Xa A 

(duis X;, Xj) = (oi, Xi) X, LE (o1,X) Xj — (91, LX; , X41) 

一 ~— (w, TX;,Xi]), 

因此 ,分 布 工 4 适合 Frobenius 条 件 
[Xi, Xi;] 一 > cf XDA 


im] 


的 充分 必要 条 件 是 
(duis Xi Xi) — 0,1 Si iLk I = kt l, n. (A428) 
现在 我 们 证 明 (A.4.28) 等 价 于 


， 了 4 


do; = 0 modfCosti * * * os). (A.4.29) 
这 是 因为 (o...) 是 TIOM ) 的 基底 ,所 以 deor Jo RI os 
-y wn 表示 为 
do, 一 p du Ao, 十 p afo A Oss 


这 里 aj 一 — an P X; EI 是 对 偶 的 ， 以 此 式 代入 (A.4.28) 
BU o = 0. 反之 ,车 a 一 0, 也 有 《A.4.28)， 因 此 得 到 Frobe- 
nius 定理 的 等 价 形式 

定理 A.4.11 (Frobenius 定理 ) Pfaff 方程 组 (A.4.26) 可 
积 的 充分 必要 条 件 是 (A.4.29). 

将 此 定理 用 到 数学 分 析 中 一 个 著名 的 例子 , 即 在 R BEES: 
微分 方程 

Q = Pdx + Ody + Rdz = D, 

它 的 积分 流 形 应 该 是 R 的 二 维 子 流 形 ,例如 写成 F(x,y,z) — c. 
可 积 性 条 件 现在 是 40 — 4 和 AQ, 亦 即 QAd8@ 一 0. 但 


= CNN Nds + (2È — PR) da 入 dz 


Óx 
+ (8 - 8y PR) dx Ady, 


8x 
所 以 可 积 性 条 忻 现 在 是 
ƏR 89 ðP — OR BU BP) a 
ic 22) 二 o (E 5. * (如 57] 0, 


这 当然 是 一 个 熟知 的 结果 . 

应 该 指出 ,以 上 的 Frobenius 定理 是 局 部 的 结果 , 它 只 涉及 积 
分 流 形 的 局 部 存在 仁 ， 如 果 要 在 大 范围 中 考博 积分 流 形 ， 就 会 进 
到 叶 层 构造 《foliation) 的 慨 念 .这 里 不 能 涉及 ,但 是 有 些 关 于 偏 微 
分 算 子 的 文献 已 经 用 到 了 这 样 的 概念 


$5. 微分 形式 的 积分 . Stokes 公式 


1 微分 形式 的 积分 ， 林 节 中 我 们 要 讨论 一 个 # 阶 微分 形式 
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c € Q'(M) 在 # 维 可 定向 流 形 对 上 的 积分 。 由 我 们 关于 半 的 假 
定 ,知道 必 有 一 的 ct 分割 存 在 ， 我 们 或 者 假设 M ARRE, 或 者 
BukoRdA dH. 这 禅 假设 的 诛 内 足 , 若 (prU) 是 M 的 
一 个 图 册 , 作 从 属于 它 的 一 的 C” 分 割 UG, ABEE supon 
SuppX, »- ^. 的 区 图 (gi, L), 则 或 首 因为 对 为 紧 , METARA 
有 限 的 图 册 , 或 者 因为 suppe XR, MEA suppe N supp; = Ø 
BJ X, 为 数 亦 可 设 为 有 限 , 这 样 ， 我 们 可 以 限于 考 直 有限 多 个 积分 


n o, TARIH | o 之 定义 ， 


在 讨论 积分 时 ,我 们 假设 M 是 可 定向 的 ， 定 义 A.1.10 告诉 我 
们 2M 之 可 定向 性 就 是 存在 一 个 图 册 (Co, 上)}， 使 当 其 中 的 两 个 
(9, U) (9, VyiEd: UNV - Z 时 de(qoó) 2 0. 在 有 了 
外 微分 形式 后 ,对 可 定向 性 可 以 给 出 另 一 个 定义 : 

定义 A.5.1 n 维 微分 流 形 对 称 为 可 定向 的 ， 如 果 M 上 有 一 
个 连续 的 、 处 处 不 为 0 的 = 次 微分 形式 mw。 ERNEA E 
式 只 相差 一 个 正 因 子 MAOA UT. OX TE, 若 对 是 连通 的 , 则 其 
上 之 所 有 处 处 非 0 的 ”次 微分 形式 可 分 为 两 个 等 价 类 24 与 92， 
Qi 与 02 Ri MANDER RINE M: = M 01). 

这 个 定义 与 定义 A.1.10 显然 是 等 价 的 , 其 证 明 暂 略 , 留 给 读 

设 M 为 可 定向 , ATA o E M, 上 的 积分 | o. 由 定义 
A.1.10, M, 由 邓 与 一 个 图 册 (C; U 决定 , 作 从 属于 它 的 一 的 
C” 分 割 {Xi} 且 使 适合 eid + 好 的 区 图 为 数 有 限 : 
{Ci U} G1, -- EN TÉ 


w 一 > Cox) 一 > Wie 
现在 考虑 " o, ZEL BERR UNZ YR RR rf 一 
aC de, A Aes WEA i s Un 我 们 给 出 以 下 的 
EX AÀ.5.2 | om 定义 为 > 之 aN z w 一 S^ iM a; (x) dx 


"TI 
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后 者 理解 为 Riemann 积分 : 
m ass x| Ee (A.5.1) 
为 了 说 明 这 个 定义 的 合理 性 ,首先 应 注意 ,我 们 考虑 的 微分 形 
式 均 为 C~ 钙 分 形式 ,所 以 a GO € c* EB OR, [a(d 是 有 
意义 (不 是 反常 积分 )。 若 选取 另 一 个 坐标 系 y m Qi) M 
因 M 是 可 定向 的 。] 一 Ec 0， 从 而 


ajG)dx, A Ndr, = aj Go» 5 E y InN Ad, 


eile dy A Adys, 
而 由 Riemann 积分 的 变量 变换 公式 
| aax = | as 


AEQ ED AES AS BS AG IBUI RE LXX BEX. S onde 
响 这 个 定义 。 设 有 另 一 个 一 的 分 割 {Xi 1G 一 1,:- ) (如 前 所 


述 ,不 妨 设 它 是 有 限 的 ), 记 w 一 > wX; = Xo , W (XX; ) 也 是 
TE 
5j »-2121| eX; =m MEL 


-zxjee-xjs 
但 是 需要 注意 的 是 


f w 一 e O, (A.9.2) 


这 一 点 读者 自己 容易 证 明 ， 这 个 事实 说 明 | o 之 定义 与 Riemann 


积分 之 定义 有 区 别 。， 在 Riemann 积分 理论 中 ,” 重 积分 (w 1) 
的 变量 变换 公式 是 
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LE E 
在 我 们 的 情况 下 , 兰 兰 虑 到 式 (A.5.2) DRE M 5M, 将 有 
dx , 
edito 
[Bo 一 工时 , 式 (A.5.2) 即 著名 的 公 冻 
[ioa — — [roa 


这 样 ,我 们 就 有 必要 引入 两 个 概念: 

zd =” 维 践 性 空间 EE 的 基底 为 BCE) , E— ete: BCE) — 
R, (i3 LEBCE) 变 为 另 一 个 基底 A45, A€ GL(n, R) 时 ， 
v(Ab) = dad 2)， 则 这 些 线 性 映射 构成 一 个 一 维 线性 空间 . 
4 E = T.M , 则 以 此 一 维 空 闻 为 纤维 可 得 一 个 一 维 的 向 量 从 (或 
称 线 从 ), 我 们 称 为 体积 从 。 一切 在 半 上 外 处 不 为 0 的 # 次 外 微分 
形式 就 给 出 了 一 个 体积 从 . 这 样 。M 上 的 积分 中 的 "体积 元 ”就 基 
体积 从 的 一 个 切口 。 同 上 作 BCE) 以 及 一 个 映射 6 适合 5(45) 一 
[det ]*8(5) (a € R), xx 8 也 构成 一 个 一 维 线性 空间 ， AEF 
E 一 TM， 由 6 可 得 男 一 个 线 从 称 为 权 4 的 密度 从 ,特别 是 权 
“一 1 的 密度 从 就 简称 为 密度 从 ， 于 是 * (891) Riemann R 
分 的 体积 元 是 密度 从 的 切口 。 对 于 可 定向 流 形 ，M+ mM. 上 的 
积分 ， 体 积 丛 与 密度 从 的 区 列 不 再 显现 ,因为 这 时 dtd >t, 
detA = |det4 |, 

以 上 讲 到 积分 时 , 我 们 总 是 记 作 | v, ETEM RM- E 


的 积分 将 随 上 下 文 决定 ， 
车 ecQ(M), r«n»- dmM, 4;:N— M 是 一 个 7 HEBR 
THE, WA" 是 N 上 的 ? 次 外 微分 形式 . SuSE N (5E R| XE eg 


的 , 则 | ito 有 意义 ,我 们 就 把 AN) 上 的 积分 定义 为 


log "E 下 h*w. (A.5.3) 
2. 有 边 的 流 形 , 边 缘 上 的 诱导 定向 ， 微 积分 学 的 基本 定理 
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| Kade = F(b) — Fla), 


把 一 个 一 次 微分 形式 fade EERE R XP RD = [a, 
b) 上 的 积分 与 一 个 堆 次 微分 形式 FG) 在 6D 上 之 "积分 ”的 什 
F(b) 一 F(a) AREK. FERRI Stokes 公式 是 以 上 定理 的 
深刻 的 推广 ， 为 了 讨论 这 个 公式 , 融 要 先 对 边缘 的 概念 进行 讨论 . 

设 邓 为 一 > 维 流 形 , 区 域 DCM ,intD + 2 , RATER D 20M RS 
具有 正则 边缘 的 区 域 ,如 果 M 有 一 个 图 册 (Co, U)) 具有 以 下 的 性 
质 : 

UU 可 以 分 为 三 类 : 

G) VND = ø; 

Gi) UCD: 

GÐ e(U NDEEZH x" > 0 3E T6 B. (U 0D) C 
lx, = 0). 

在 这 样 的 条 件 下 ,8D 称 为 卫 的 边缘 。 这 些 点 当然 组 成 也 在 拓 
外 学 意义 下 的 边界 ,但 是 边界 不 一 定 是 边缘 ， PINAMAR’, D 
为 {jx[ < GUN < [e| < 2},D 的 边界 是 {|x| = UIS] = 
2 BERA {|x1 = 2) 是 边缘 , {jx1 一 1} 则 不 是 . 

我 们 有 时 也 就 称 DD 为 有 边 的 流 形 . 

现在 我 们 证 明 8D 是 M 的 一 个 # 一 1 维 子 流 形 。 事 实 上 , 记 
((p, U))' 25M Zi& & Gi) 的 区 图 之 集 ,这 些 品 将 覆盖 8D， 如 果 
(o,U) 和 ($V) i$& UNV =Z, B.o(U), 00) 之 局 部 坐标 
分 别 为 (x,)》 和 《y4，,…… ,ys)，、 则 明显 地 有 2,280 E pop” 


TED y > Opta 一 0 变 为 一 0, 因 此 ,在 6D EDI m 0G 一 
1,:::,25 一 1)。 于 是 在 8D Fog H Jacobi 矩阵 是 


ðy 0 
ðr; 0 ira 

„i j=l, 9—1, (A.5.4) 
0 


… 0 Dr 5n 
因此 , 限制 在 8D 上 以 后 , Go, UD》 成 为 8D 的 一 个 图 册页 相应 


*547 >» 


的 变换 定 阵 是 


8 
i ža 


它 是 非 退化 的 ,因此 {CPU EHR. 这样 OD 成 为 一 个 了 一 
1 维 流 形 、 

当 对 为 可 定向 流 形 时 ，8D 也 是 可 定向 的 。 事实 上 ，, FE M+ 
中 取 ID 的 一 个 图 册 (G9 UY , 因为 x。 > 0 相应 于 ys > 0, TOÀ 


Js, 0E re > 0( 不 可 能 为 0, 否则 在 8D 上 deo?) 一 


0) 又 因为 在 M+ 的 各 区 图 中 (4.5.4) 之 行列 式 为 正 .所 以 (A.5.5) 
的 行列 式 也 为 正 。 这 样 M+ 在 8D 上 之 限制 给 出 一 个 定向 ， 同 洋 
M. 又 给 出 另 一 个 定向 。 因此, OD 是 可 定向 流 形 . 

定义 A.5.1 TRIB, M 的 一 个 定向 可 以 由 一 个 处 处 非 0 的 o € 
OCM) Eh. 设 它 是 Cdr Acc Adra HIR ax) A 0,751 
设 为 之 0, 则 MM 的 定向 也 可 出 dx Acc Adr. 给 出 ， 我 们 规定 。 若 
M 在 {lm，U)} 上 的 定向 由 da Ate Adra 给 出 ， 则 称 OD 上 由 
(—D'dr. A Ads, 给 出 的 定向 是 M( 或 也) 在 OD 上 诱导 的 定 
向 。 

£61, iM = R',D = (a,b), UL 0D = (a, 23, {b} — (al 
就 是 6D 上 由 (a:b) 诱导 的 定向 、 

例 2. 设 M 一 有 ,其 上 的 定向 是 右手 坐标 系 : 4x 人 dy, 若 DD 
4,20, WE 8D 上 的 诱导 定向 应 是 (一 1)"ax = dx, MRA 
3j RË D fü dk OD 的 左 侧 ,所 以 这 样 的 诱导 定向 则 通常 区 域 边界 
上 规定 的 正 向 . 

9l3. E M — RP EREA FERA dx Ndy Ndz,D 29s 
0， 则 8D 之 诱导 定向 是 (一 1)'dx Ady = 一 dx 作 4y， 即 左手 坐标 
T. 从 表面 上 和 狸 这 似乎 与 习惯 上 用 的 正 向 相反 ,但 是 注意 到 现在 
z HERRERA, MÆR 8D 上 鸭 外 法 线 ( 负 xz 轴 方向 ， 即 
—da), lll] —dx Ady 与 —da BEARR TAREHE. 

MEELDE E, OD 的 诱导 定 辣 与 数学 分 机 中 所 用 的 定 
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向 之 规定 是 一 致 的 。 
3. Stokes 公式 .现在 回 到 林 节 的 中 心 忆 题 , 即 证 明 Stokes 公 
式 如 下 : 
定理 A.5.3 (Stokes 公式 ) 设计 为 可 定向 流 形 ，DCM 而 
ƏD MALNATE, e € M), WE 
|， e 一 5 dw, {A.5.6) 
UE. 不 妨 设 在 对 上 了 到 定 一 个 定 MacOPGSUODP. dU 
{i =s l; a xD) 是 从 属于 它 的 一 的 ce" DEUM 
w = p3 wk, = 257 Di。 
于 是 
du = M diy 
从 而 有 
| 


# UcD, i À do, = n" dco; 一 4， 这 由 微 积分 的 基本 定 


an 


理 立即 得 证 ， 因此 | do 中 只 余下 了 适合 UeD- Ø 的 那些 
XT Rd 4 UCR H 
VND - Íx€ U, Y. 2 0j, 
UNODC x, — 0). 


这 样 设 wi = 了 》) af GOdxiN c Adzi No Nx, 有 
7=1 


VPE 


i UNan 


= 53 XL PO Ni Nds Ne Adan 


x4—0 


-Ef NOI EL 
i 


Xg-0 
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ad 2 人 | az anas DJd "dre 
i gp^^! 
另 -- 方 面 ， 
U 
do, = 3, Cay 9E. dr, A Nden, 
i Ox; 


所 以 


G) 
| do; 一 P (—iy^ | ai dz 六 人 dra 
n į 1 


"Tn Ox 


SI ti) 
Siyo] 99 daN- Ads, 
j-1 Dig i 


© Bx 
aora A dicks WE A FN 
—(—l1» me ofP(xi, i * ax, asd dx. i. 
因此 
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Stokes. 公式 在 力学 与 物理 学 中 应 用 广泛 ， 数 学 分 析 中 一 些 重 
要 定理 都 是 它 的 特例 。 便 如 对 DD 一 [a,b]CM 一 R,w = F(%)， 
因为 8D = {b} 一 4a}、 所 以 Stokes 公式 现在 成 为 


F(E) — Fla) ^| dF (2), 


即 经 典 的 微 积分 的 基本 定理 . 
又 如 DCM =R, HERAN R ZAFER A E NE 
向 ,8D 上 赋 有 诱导 定向 即 遂 常 的 正 向 , 令 o= Pdr + Qdy, A 


/ 80 ôP 
Pdx + Ody = ff L—-— ya d 
»" " 94y JU. ay TENs 


这 就 是 Green 公 
Zi DCM = Ri', 其 上 之 定向 为 dx 八 dy 人 dx, OD 上 的 诱导 定 
向 是 与 外 法 线 ( 作 为 轴 ) 成 为 右手 坐标 系 的 定向 ， 
o = Pdyħdz + QdzNdx + Rádx Ady, 
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| £p = | Pdydz + Qdzdx + Rdxdy, 
aD ob 


而 Stokes 公式 现在 成 为 
NL + Odsdx 十 Kdxdy 


OP 80 E 
= — +- 十 dxd yd 
INC: 8, 8z dni 


RH Gauss 定理 。 
ATER 中 的 二 维 有 人 向 曲面 33 上 的 诱导 定向 与 的 定向 


的 关系 正如 Green AAH DENS 6D 定向 的 关系 , 令 os 
Pdx 十 Qdy + Rdz, Jl] 


.(9R .89 SP _ ƏR 
dto (3; 22) dy Aes + (2 SE) dz Nd 
3g OP 
+ (ney 
这 时 Stokes 公式 就 是 数学 分 析 中 习 见 的 Stekes 公式 


l Pdz + Qdy + nas - || (OR — PL) dy dx 


pE 2R) 4 d + (SE -a d 
t+ B Ox M 8x 8, ud 


Stokes 公式 是 一 个 十 分 深刻 的 结果 。 如 果 我 们 把 积分 看 作 微 
分 形式 与 积分 域 的 对 侦 , 把 8 ARDT, 8:019 5D 称 为 这 
缘 算 子 , 则 Stokes 公式 就 可 以 写成 
ad (8D, w) = (D, de). 
偶 关系 的 研究 ,可 以 得 到 de Rham E[EHUEEE ES MORLEEEREDSES 
关系 ,这 就 是 de Rham 理论 的 中 心 内 容 , 


»551* 


参考 文 & 


Adams, R. A. 
£1] Sobolev Spaces, Acad. Dress, N. Y. 1975 (中 译本 : R. A, 阿 丹 
Mee. RAIRA, AWHA HE, 1981), 
Agmon, S. 
[1] The Lp approach to the Dirichlet problem, Ann. Scuo. Norm. 
Sup. di Pisa, 13(3) (1959), Fasc. 4, 405—448. 
[2j Le:tures on Elliptic Boundary Value Problems, Van Nostrand, 
N. Y. 1965. 
Agmon, S., Douglis, A., Nirenberg, L. 
[1] Estimates near tbe boundary for solutions of elliptic partial diffe- 
rential equations satisfying general boundary conditions, T, Corm. 
Pure Appl. Mati, 12(1959), 623—727; 11, ibid., 17(1964), 55— 
92. 
Arnold, V. 1. (Apionpn, B. Y.) 
[1] O Marpunax samacsniux or gapawerpos, YMH, 26; 2(19715, 101 
一 104《 英 译文 ; On matrices depending on parameters, füngu- 
larity Theory, Belected Papers, London Math. Soc. LN Series, 
33 Cambridge Univ, Press, 1981), 
Atiyah, M. F., Bott, R, Girding, L. 
[13 Lacanas for hyperbolic differential operators with constant coet 
ficients, Y, Acta Math., 124(1970), 109—189; JI, ibid., 131/1973), 
145—206. 
Atiyah, M. F., Singer, L M. 
[1] The index of elliptic operators, I. Ann. of Math, 87(1968), 
484—530; III, ibid. 87(1968), 546-604; IV, ibid, 93(1971), 
119—138; V, ibid. 95(1971), 159—149. 


Barbu, V. 
[11 Notnliner Semigroups and Differentia] Equation in Banach Spaces, 
Noordhoff, 1976. 
Batroe-Neto, T. 


(11 An Introduction to the Theory of Distribuuons, Marcel. Dekker, 
N. Y, 1973. 《由 译本 ;J. BJR- TARG., LH 


Hrt, 1981). 
Beals, R. 
[1] Spatially inhomogeneous pseudo-differential operators, II, Comm. 
Pure Appl, Math., 27(1974), 161—205. ) 


Beals, R., Fefferman, C. 
[1] Classes of spatially inhomoz 
Proc. Nat. Acid. Scr. USA, 


a 


ws pseudo-differential operators, 
7001973), 1500— 1501. 


.552* 


$ odo veneni RU ^0 ame 


[21 Spatially inhamogeaeus pseudo-differential operators, 1l, Comm, 
Pure. Appl. Math, 2761974), 1—24. 
[3] On local solvability of linear partial differential equations, Arm. 
oj Math., 97(1973), 482—498. 
Bergh, J., Lofstrom, I. 
[1] Interpolaiion Spaces, an Introduction, Springer-Verlag, Berlin, 
1976. 
Bepanirefiu, H. H. (Bernstein, I. N.) 
[1] Ananuarnweckoe uponomkeunuc o6otiieuabix Qyakuañ, Pynx, Ana. 
u eeo npua., T, 6(1972), Bun, 4, Ms 
Bepuirelin, V, H., Teispana, C. HM. (Bernstein, I. N; Gelfand, 8. J.) 
(11 Mepodopduocrs dQynxusü P?, Pyk. de H ezo ipua., T, 
3(1969), But, 1, 84--85, 
Bers, L., John, F., Schechter, M. 
[1] Partial Differential Equations, Interscience, N. Y., 1964. 
gauame, A, B. (Bitsuize. A. V.) 
(11 O6enaKcTBehHHocTB peIIeHHH sagas JlapHxae Hg smauda. ypas., 
YMH, 3:6, 211—212(1918). 
Bochner, S. 
[i1] Vorlesungen Über Fouriersche Integrale, Akademie-Verlag, Berlin, 
1932. 
Bochner, S., Chandrasexharan, K. 
(11 Fourier Transforms, Annals of Math. Studies, No. 19, Princeton 
Univ, Press, Princeton, N. J, 1949 《中 译本 . 8, WHAHA KL EX 
德 拉 赛 哈 兰 , 传 里 叶 谈 式 、 高 等 教育 出 版 社 ,1956)， 
Boutet de Monvel, L. 
[1] Boundary problems for pseudo-differential operators, Acta Math., 
126(1971), 11—51. 
[2) Hypoelliptic operators with double characteristics and related pseu- 
do-differential operators, Comm. Pure, Appl. Math, 27(1974), 
585—639. 
[31 A Course on Pseudo-differential Operators and Applications, Duke 
Univ. Math, Series, IT, 1976. 
Brezis, H. 
[1] Opérateurs maximaux monotones et semi-groupes de contractions 
dans les espaces de Hilbert, North Holland, 1973. 
Browder, F., (ed) 
[1] Mathematical Developments Arising from Hilbri's Problems, Proc. 
of Symp. on Pure Math., Vol. 28 AMS, 1974. 
Calderon, A, P. 
[1] Uniqueness in the Cauchy problem for partial differentia! eque- 
tions, Amer. J. of Math., 80(1958), 16—36. 
[2] Integrales Singulares y sus Aplicaclones a Ecuaciones Differencia'es 


Hiperbolicas, Universidad de Buenos Aires, 1960 CRF: 4 


a 553 9 


P. 卡尔 浊 龙 ， 咨 民 积 分 算 手 及 其 在 双 骨 微分 方程 上 的 谍 用 。 上 海 和 于 
出 版 社 ，19657 
[31 Existence and uniqueness theorems for systems of partial differen 
tial equations, Symposium on Fluid Mechanics, Univ. of Maryland, 
147—195, N. Y. 1962. 
[41] Boundary value problems for elliptic equations, Outlines of the 
Joint Soviet-American Symp. on Part. Diff. Equ; 1 ~4, 1965. 
[51 Singular integrals, Bult, of Amer. Math. Soc, 72(1966), 427— 
465, 
Calderon, A. P., Vaillancourt, R. 
{1} On the boundcdness of pseudo-differential operators, 7. Math. 
Soc. of Japan, 23(1971), 374—378. 
Calderon, A. P., Zygmund, A. 
[1] Singular iniegra) operators and differentia! equations, Amer, J. 
Math., 79(1957), 901—921. 
Carleman, T. : 
E11 Sur un probléme d'unicità pour fes systèmes d'équations aux déri- 
vees partielles à deux variables indépendentes, Ark, Mat. Astro. 
Fys, 26(1939), B, No 17. 1—9. 
Chang Kungching (HRR) 
(1] On the L? coninuity of the pseudo-differential operators, Scien- 
tia Sinica, 711974}, 5, 621—638. 
Chazarain, J., Piriou, A. 
[1] Introduction à la théorie des équations aux dérivéss partielles 
linéaires, Gauthier-Villars, Paris, 1981 ( 英 译 本 : Introduction to 
the Theory of Linear Partial Diff. Equations, Noordhoff, 1982). 
Cohen, P. 
[1] The nonuniqueness of the Cauchy problem, O. N. R, Techa. 
Report, 93(1960), Stanford. 
Coifman, R. R., Meyer, Y. 
[1] Au-delà des opératéurs — differénriels, Asiérisque, No. 57, 
1978, 
Caurant, R., Hilbert, D. 
[1] Methoden der Mathematischen Physik, II, Springer-Verlag, Berlin, 
1937《 英 译本 : Methods of Math. Physics, Vol. 2 Interscience, 
N. Y., 1962; 中 译本 : R, 柯 朗 和 1D. 希 尔 伯 特 ,数学 物理 方法 , TL 科 
学 出 版 社 ，19773， 
Courant, R., Friedrichs, K. O., Lewy, H. 
1] Dber die partiellen Differenzen-gleichungen der Physik, Math. 
Ans. 100(1928—29), 32—74. 
Eropos, 10. B. (Egorov, Yu. V.) 
[1] CyGsaanmmHueckue Omepatopm, JAH AR CCCP, 388 (1969), 
20—22(3: WE X, :Subelliptie Pseudo-diftetcntial operators, Soviet Math. 
Doklad y ,10(19595,1056—1059, 
[21 QCy6sanaunrugeckBe Orneparope, YMH, 30:2(1973), 57— 114,39; 


«554 


$(19255, 57—104 (Æ$: Subelliptie operator, Russian Math, 
Surveys, 30: 2(1975), 59 -[18; 30:3(1975), 55--105). 
Ehrenpreis, L. 

[1] Solutions of some problems of division, L Awer. J. Mail, 76 
(1954), 883—903; II, ibid. 77(1955), 286—292; III, ibid., 78 
(1956), 685—715; IV, ibid, 82(1960), 522—588; V, ibid, 84 

(1962), 324—348. 
Fefferman, C. 

[1] L? bounds for pseudo-differential operators, Israel J. of Math. 
14(1973), 4D—417. 

[2] The uncertainty principle, Buil. Amer. Math. Soc., 9/1983), 
129—206. 

Fetíerman, C., Beals, M., Grossman, R. : 

[1] Strictly pseudo-convex domains in C", Bull Amer. Math. Soc, ' 
8(1983), 125—322, 

Fefferman, C., Phong, D. 

[1] On positirity of pseudo-differential operators, Proc. Nat. Acad. 

Sci. 75(1978), 4673—4674. 
Folland, G. B., Kohn, J. J. 

[1] The Neumann Problem for the Cauchy-Riemann Complex, Ann. 

Math. Studies, Princeton Univ. Press, N. J., 1972. 
Friedrichs, K. O. 

[1] Symmetric hyperbolic linear differential equations, Comm. Pure 
Appl. Math., 1(1954), 345—392. 

[2] Symmetic positive linear differential equations, Comm. Pure 
Appl. Math., 11(1958), 333—418. 

Gabor, A. 

[1] Some remarks on the wave front of a distribution, Trans. Amer. 

Math. Soc., 170(1972), 239—244. 
Gá:ding, L. 

[1] Linear hyperbolic partial differential equations with constant 
coefficients, Acta Math, 85(1951), 1—62. 

[21 Dirichlet's problem for linear elliptic partial differential equations, 
Math. Scand., 1(1953), 55—72. 

Tenpdarn. M. M. (Gelfand, I. M.) 
[1j O6 aniurmrHueckux ypaBHeHHsx, YMH, 15:3(1960), 121—133. 
Tenppann, H. M., IIIgnos. l. E. (Gelfand I. M., Bhilov, G. E.) 

[1] Ootuenkx Dynkuüuh, Tow. I-V, Cuswarras, Mocksa (1956—) 

《中 译本 ; H. M. RFR, XER, d 1。3。1， 科 学 出 版 社 )， 
Gilbatg, D., Trudinger, N. S. 

[1] Flliptic Partial Differential Equations of Second Ordet, Springer 
_Verlag，Berlin，1983( 中 译本 : D. GRE SIN. 8. ETR Bi 
ARARA LERE, 1981). 

Goulsouic, G 


. $53 5 


[1] Le probléme analytique de Cauchy, Proc, of the Changchun Symp. 

on Diff. Geo. and Diff. Equ. (to appear). 
Guillemin, V., Sternberg, S. 

(1] Geometric Asymptotics, Amer. Math, Soc. Surveys 14, Providence, 

R. I, 1977. 
Hadamard, J. 

[1] The Cauchy Problem, Yale Univ. Press, 1924 [法文 本; Le pro- 
blème de Cauchy er les équation aux dérivées partielles lineaires 
hyporboliques, Hermann, Paris, 1932), 

Hille, E., Phillips, R. S. 

[1] Functional Analysis and Semi-groups, CJollog. Publ. Amer. Math. 
Soc., 31, 1957 (rig: E. 希 尔 和 B. S, 3E B, REHITA 
群 ， 上 册 。， 上 海 科技 出 版 社 ，19647. 

Hausdorff, F. 

[I] Zur Theorie der linearen metiischen Räume, J. f. reine u. angen. 

Matk, 167(1932), 294-—311. 
Hórmander, L. 

[1] On the theory of general partial differential operators, Acta Math. 
94(1955), 161—248. 

[23] On the division of distributions by polynomials, Ark. Mat, 5 
(1958), 555—508. 

[3] Estimates for translation. invariant operators in L spaces, Actz 
Math, 104(1960), 93—140. 

[4] Linear Partial Differential Operators, Springer-Verlag, Berlin, 1962 

CHEA: TL, EBER, HMEBIETE. PFH, 1980). 

[51 Pseudodifferential operators, Comm. Pure Appl. Math., 18(1965), 
501—517. 

[6] Pseudo-differential operators and non-elliptic boundary problems, 
Anm. of Math., 8311966), 129—209. 

[71] Pseudo-differential operators and hypoelliptic equations, Amet. 
Math, Soc. Symp. on Singular Integrals, 138—183, 1966. 

[8] Hypoelliptic second order differential equations, Acra Math, 119 
(1967), 147—171. 

[91 The Spectral function of an elliptic operator, Acta Math., 121 
(1968), 193—218, 

[10] Linear differential operators, Actes Congr. Tui. Math. Nice, 1, 
121—133, 1970. 

[i1] Fourier integral operators, 1, Acia Math, 127(1971), 79—183. 

[12] On the existence and the rcgulatity of solutions of linear pseudo- 

[13] The Cauchy problem for differential equations with doublediffe- 
rential equations, Ess. Math., 17(1971), 99—63. 
characteristics, J. Analyse Math, 32(1977), 118—196. 

[14] Subeiliptic operators, Seminar on Sing. of Sol. of Diff. Equ. 
Princeton Univ. Press, Princeton, N. T., 127.—208, 1979. 

[15] The Weyl Calculus of psendo differential operators, Corm. Pure 


Appl. Math., 32(1979), 359—443. 
[163 The Analysis of Linear Partial Differential Operatots, T—TV 
Springer-Verlag, 1983— 1985. 


[17] ZI? estimates and existence theorems for the operators, Arta 
Math., 113(1965), 89—152. 
[18] Nornuniquenes for the Cauchy problem, IN in Math, 459, 36— 
52, 1975. 
Kohn, J. J., Nirenberg, L. 
[1] On the e'gebra of pseudodifferential operators, Comm. Pure 
Appl. Math., 18(1965), 269—305. 
[2] Non-Coercive boundary value problems, Comm. Pure Appl. Matha 
18(1965), 443—492. 
Konworopos, A., H. (Kolmogorov, A. N.) 
[1] Zu fällige Bewegungen, Mais. Ann., 35(1934), 116—117. 
Konpamés, B. H. (Kondrasehev, V. 1.) 
[1] Bur eertajnea propriétés des fonctions dans l'éspace L’, HAH 
AH, 48(19455, 535—538, 
Konrezég, A. H. (Koshelev, A. I.) 
[1] Amnupsopusme onek B Lp H 06o5uieEHble peuteHua IANAOTAYECKAX 
Vpasnenmsza 日 CHCTeWM YMH, 13:1(1958), 29—88. 
Kumano-go, H. (ROR) 
[1] ERAR RK, awb, Hx, 1974 CERE; Pseadodifferential 
operators, MIT Press, 1982). 
Jlagboxenckan, O, A., Ypanpuens, H. H. (Tadyzhenskaya, O. A., Uraltseva, 
N. NJ 
[1] JImmefnuse a kgasn-nkEeiuüse annuiruaeckue ypaeHenHs, Mock- 
Ba, 1964 (ÆFA; Linear and Quasi-linear EHiptie Equations,Ae 


ad. Press, N. Y., 1968, Rorvised ed. 1973). 
Lax, P. D. 


[1] Asymptotic solutinos of oscillatory initral value problems, Duke 
Maik. J., 24(1951), 627—646. 
Leray, J. 
: [1] Hyperbolic differentia] equations, The Institute for Advanced 
Studies, Princeton, N. J., 1953. 
[2] Probléme de Cauchy, I. Bull. Soc. Maih, France, 85(1957), 389— 
429; IT, ibid, 86(1958), 75—96; VII, ibid., 87(1959), 81—180; 
IV, ibid. 90(1962), 39—156; V (with Gárding and — Kotake) 
ibia., 92(1964), 263—-361. 
Leray, J, Schauder, J. 
[1] Topologie et aduatiors fonctionnelles, Ann. Sci. Écde Norm. 
. sup. 16(1934), 45—78. 
Lions, 5. E. ' 
[1] Problèmes aux limites dans les équations aux dérivées partielles, 
Les Press e de l'Univ. de Montreal, 1967. 【中 译本 : J. T), 
向 分 方程 的 边 值 问题 ， 上 海 科技 出 版 社 ，1980). 


. 557 « 


lions, T. L, Magenes, E, 
[11] Nen-homogeneous Boundary Value Problems and Applications, I, 
IL IE Springer Verlag. Berlin 1972, 1975. 
Malgrange, B. 
[1] Existence et approximation des solutions des équations aux déri- 
vées partielles et des équations de Convolution, Ann. Inst. Fourier 
(Gronoble), 6(1955— 56), 271—355. 
[2] Intégrales asvmptotiques et tonodromie, Ans. Sci. Écde. Norm. 
sup, 4 (1974), 405—430. 
Masuda, K. GB MAHO 
[1] ZHJGA, iPpEBSEATSG, I0IESIS, RR, 1975, 
JionarunckuB, H, B. (Lopatinsky, Y. V.) 
[1] O6 onnoù cuocofe mpusenenMw rpaHHsuHbIX 34J[34 ANF CHCTeEM Yp- 
aBHeMHH SJUIHUTHWecKOTO THild K peryJApHHM ypaBHeHHAM, YKPp, 
Marom, 2Kyp., 5(1953), 173—175, 
Melin, A., Sjöstrand, J. 
[1j Fouser integral operators with complex-valued phase funciians, 
LN in Math. 459, 120—225, 1974. 
Mikusinski, J. 
[L1] Onmneparopuse Hicuncnenue, Mockaa, 1958 (HAREZ Rachunek 
operatorów, Warszawa, 1953; 中 译本 : J, KEFE, MIAK, 
上 海 科技 出 版 社 ，1959). 
Mizohata, S. ( EWIE) 
[1] Le probéme de Cauchy pour Ies systèmes hyperbolique s et para- 
boliques, Mer. Coll. Sci, Univ. Kyoto, Ser. A., 32(1959), 181— 
212, 
[21 Some remarks on the Caucny problem, Journ. of Matk. Kyoto 
Univ., 1(1961), 109—127. 
[3] Solutions nulles e: solutions non-analytiques, Journ. of Math. 
Kyoto Univ., 1(1962), 271—302. 
[4] 4RLDIEGXGE, TUNE. Bist, 1960 (RF: The Theory of 
Partial Differentia] Equations, Cambridge Univ. Press, 1974) 
[5] Lectures on Cauchy problem (Lectures at Wuhan Univ.), 1983 
(to appear). 
Miyadera, I. ( 官 寺 功 }》 
t1] FREER QBIEBXUEAMS, AFARS, R3, 1975, 
Mycxemmnsunu, H, H. CMuskholishvili, N. I) 
[1] Cmunrynapsme unrerpazbkHe ypasueHHs,  Mockpa, 1962 (rid: 
奇异 积分 方程 ， 上 海 科技 出 版 社 ，1964)， 
Nirenberg, L. 
(1] On elliptic partal differential equations, Anm. Scuola Norm. 
Sup. Pisa, 1311959), 115—162. 
[21 Lectures on Linear Partial Differential Equations, AMS, 1973 
CREA: L. BERR, HEAR 2g EH ENEELTREHUR EL, 
1980), 


* 5585 


L3] On a problem of Hans Lewy, LN in Math. 4359, 224—234, 1975. 
Noether, E. 


[1] Über eine Klasse Singularer Integralgleichungen, Math, Ann., 82 
(1921), 42—62. 
Oxneliuug, O. A., Pazxeenu, E, B. COleinik, O. A., Radkevieh, E. V.) 
[1] Vpasuenma BTCporo nops;tka c HeorpuuaTeneHOfi xapakrepicTHuse- 
cxoit þopwoñ, urora. Hayku, Cep. Marem., Mockea, 19710 E$: 
Recond Order Equations with Mon-negatjive Oharaeteristie Form, 
Plenum Press. N. Y., 1973), 5s 
Ozefinux, O. A, (Oleinik, O. A.) 
[1] On the Cauchy problem for weakly hyperbolic equations. Comm. 
Pure Appl. Math, 23(1970), 569—586. 
Peette, T. 
[1] Une caratérisation abstraite dés operateurs differentiels, Ma'h. 
Scand, 7(1959), 211—218. 
[2] Kectification à l'article “une caractérisation abstraite des opera- 
teurs differentiels", Maik, Scand. 8(1960), 116—120. 
[3] The Modern Theory of Ellptic Partial Differential Equations of 
Higher Order, Maryland Univ, 1962. 
Merkos, B. M., Heput, B. S. (Petkov, V. M., Ivrii. V. Ya) 
[1] HeogxoTEMbIe ycnonpus koppexTHOCTM SANAYA KOLIK A HeCTporo 
rmuepBonnaeckux ypaBHeHHH, V MH, 29:5(1974), 3—70 ($X: 
Necessary conditions for the Cauchy probtem for; non- strictly 
hyperbolie equations to bo well-posed. Russ. Math. Survey. 29 
(974), 1—70. 
Tierpogckuti, H. T. (Petroweky, I. G.) 
[1] Über des Cauchysche Problem für Systeme von partiellen Dif- 
ferentialgleichungen, Marem., CB., 2 (1937), 815—870, 
[23] Uber das Cauchysche Problem für ein System linearer partieller 
Differentialgleichungen im Gebiete der nichtanalytischen Fun- 
ctionen, Bull. Univ. Moscou. Ser. Inta 1(1938), 7, 1—74. 
[31 On the diffusion of waves and the lacunas for hyperbolic equa- 
tions, Marem. C6., 17 (1945), 289—370, 
[4] Jexusa o6 ypapHeimax C cuacTHbiMa TpOHIBOMHHMH, MOCKBA, 
1953《 中 译本 : H. T. 彼得 洛 夫 斯 基 , 偏 微 分 方程 讲义 高 等 教育 出 版 
At, 1956). 


[1] On nomuniqueness in Cauchy problem for sn elliptic second. 
order differential equation, Bil. Acad, Pol. Sci., 11(1963), 95— 
100. 


[1] Ein satz über mittlehre konvergenz, Nachr. Acad. Wiss. Göt- 
tingen, Math. Phys. Ki, 1930, 30—75, 


+ 559 ^ 


Riesz, M. 
[1] L'intégrale de Riemann-Liouville et le probléme de Cauchy, Acta 
Math. 81(1949), 1—223. 
Rudin, W. 
[11 Functional Analysis, McGraw-Hill, N. V. 1973. 
Sato, M., Kawai T., Kashiwara, M. 
[11 Hyperfunctions and pseudo-diffetential equations, LN in Math., 
287, 265—529, 1973. 
Schechter, M. 
[1] General bonndary value problems for elliptic partial differential 
equations, Bull. Amer. Math. Soca 65(1959), 70—72. 
[ 2] Various types of boundary conditions for elliptic equations, Comm. 
Pure Appl. Math, 13(1960), 407—426. 
[33 Modern Methods in Partie. Differential Equations—an Introduc- 
tion McGraw-Hill, 1977 《中 渗 本 ; M. WEH 偏 微 分 方程 的 现 


代 方 法 > 科学 出 版 杜 、1983)。 
Schwartz, L, 


[11 Théorie des Distributions, 1, IJ, Hermann, Patis, 1950—1951. 
Seeley, R. T. 
[i] Extensions of C ^ functions defined in a half space, Proc. Amer, 
Math. Soc, 15(1964), 625—626. 
[2] Singular integrals and boundary problems, Amer, J. Math, 88 
(1966), 781—809. 
[31 Topics in Pseudo-differentia! Operators, CIME, 1968. 
Seidenberg, A. 
[1] A new decision method for elementary algebra, Ann. of Math, 
60(1954), 365—314. 
Sbanahan, P. 
[1] The Atiyah-Singer Index Theorem, LN in Math., 638, 1978. 
IIly6Hg, M. A. (Shubin, M. A) 
[1] Ilcesmonabdepesuükanbsue — OneparopH HW CiteX7pannn]an TeOpus 
Mocksa, 1978, 
Co6ones, C. JI. (Sobolev, S. L.) 
[1] Hpnwenemaam dyxknaonanbHoro AHAHA B warewarHuecROR Pima 
xe, ICY, 1950 《中 译本 : C. N. KARR, PIOS CCEYUmD 
的 应 用 ， 科 学 出 版 社 ，19597》 
[2] O6 omoM Teopeme n 中 ybxlldpuiaJBHOPO Ananda, Mares, C. 
46 (1938), 471—498, 
CokozoB, M., lipaneuko, A. (Bokolov, D., Ivanenko, A.) 
[1] Knaecnweckaa Teophs Fiona, Mocksa, 1951 《中 译本 : LL BUT 
等 。 经 典 场 论 ， 科 学 出 版 社 ，19587. P 
Stein, E. M, 
L1] Singular integrals and Differentiability Properties of Funtions, 
princeton Univ. Press, Princeton, N. T, 1970, 
E2] Topi:s in Harmonic Analysis Related to the  Litrlewood-Paley 


+ $60 * 


nt 


Theory, Aun. cf Math. Suslics, Princetion Univ. Press, Princeton, 
N. J. 1970. 
Stein, E. M., Nagel, A. 
[1] Pseudo-ditferential Opeiators. Princeton. Univ. Press, Princeton, 
N. J, 1978. 
Stein, E. M., Weiss, G, 
[1] Introduction ot Fourier Analisis on Euclidcan Spaces, Princeton, 
Univ. Press, Princeton, N. J, 1971. 
Svensson, L. 
[1] Necessary and sufficient conditions for the hyperbolicity polyno- 
mials with hyperbolic principal part, Ark. Mat., 8(1968), I45— - 
162. 
Tanabe, H. (EAJ kR) 
[1] RRJET, AEH, WBiut. 1575, 
Tarski, À. i 
[1] A decision method for elementary algebra and geometry, Manu- 
script, Berkeley, 63pp. 1951, 


Taylor, M, 
[1] Pseudo differential Operators, Princeton. Univ. Press, Princeton, 
N. J., 1981. 
Thorin, O. 


[11] An extension of a conyexity theorem due to M. Riesz, Kungl. 
Fys. Sisk. Lund, Fórh., 8(1939), No. 14. 
Treves, F, 
[11 Topological Vector Spaces, Distributions and Kerne!s, Academic 
Press, N. Y., 1967. 
[2] A new method of proof of the subelliptic estimates, Comm. Pure 
Appl. Math., 24(1971*, 631—670. 
[3] Basic Lindar Partial Dittercntial Equations, Acad. Press, N. Y.. 
1975 (hA F, HBE GR RERPETRAMD Te. pog FIH ER 
db. 1982), 
[4] Introduction to Pseudo-difíerential and Fourier Integral Opera- 
tors, Vol. 1, Pseudo-diffczential Operators, Vol. 2, Fourier Integral 
operators, Plenum Press, N. Y. 1981, 
Unterberger, A. 
[1] Pseudo-differentia! Operators and Applications, an Introduction, 
LN Scries No. 43, Aarhus Denmark Universitet, 1976. 
Bapueuxo, åA, H. CVarchenko, A, N.) 
[1] Muororpamagu HbOTORA H OlleHzH OcUIUJLDHHyFONlRX HHTerpa;zOn, 
duyak, ARA. it ero npuaoxenus, 1001976), 13—38, 
Bacannee, B. A., (Vasiliev, V. A.) 
[1] Acnmmurormxa skcmOHenmmi-nHeix WHTerpaldOB, MAADPAMMA HbIOTO- 
Hà H WCaccHQuxutHe TICK MBHENMyM. YUK. Aug, N ear npiLan ec 
enna, 11(19775, 1—12. 


a 561 » 


--——— loc 


Van der Waerden, B. L. 
(11 Algebra E, IT, 4 Aufl. Springer-Verlag, Berlin, 1959 《中 译本 ; B, 
L ABRENE. FORCE I, D, HÆ., Y, 1085, II, 1976). 
Ber’ya, H, H. (Vekua, I, N.X 
[1] Hosbe METOM peuwcnua SAIANIWMCIKAN ypanneHHi, Mockpa, 
1948 【中 译本 ; M. H. Hes. MERJENE Eig HEB REG, 
1963), 
Bawak, M. H., Jlaneuxeuckag, O. À. (Visik; M. L, L virzhosskaya, O, A.) 
[1] Kpaesamaanada nn YPABHCHHÜ B gacTHDT IpoHipOZHbix H HEKOTO- 
phx KAaccop DebpaTobIIRIX ypasueRuR, YME, 11:6(1938), 41—97, 
Wang Rouhuai (EX) 
U1] ER EESBIBD eB. — Aur LIS LIH E ETREDA ROT ER PES ENS dE te s 
W WMOAKUKBHERUETIB, 1963, 2,103— 437, 
Wang Rowhuai, Li Cheng-zhang (ERM, FIRE) 

[1] On the L?-boendedness of several classes of pseudo differential 
operators, Chinese Annals of Math., 5, Ser. B. (to appear in 1984). 
Weyl, H. 

[1] The method of orthogonal projection in potential theory, Duke 

Math. J., 7(1940), 411-—444, 
Yosida, K. GS PUBHED 
[11 位 泪 解 村， 现代 点 甲 数 学 讲座 ， 兰 疲 昔 店 ， 划 点 。，1957( 中 译本 : G8 
分 析 ， 上 次 科技 出 版 社 ，1962 7) 
[2] Functional] Analysis, Springer-Verlag Berlin. 1978 《中 译本 : iz 
人 分析。 人民 教育 出 版 社 。1980) ， 


» 362 + 


